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Chapitre I

Chaines de Markov.

I.1 Introduction.

I.1.a Premiéres définitions.

Dans tout ce chapitre, E' désigne un espace dénombrable non-vide, c’est-a-dire fini ou en bijection avec
N. On considere des suites de variables a valeurs dans un tel espace E qui est appelé ’espace d’états. On le
munit de la tribu de tous ses sous-ensembles, tribu notée Z?(E) = {B C E}. Par conséquent, si (E’, &) est
un espace mesurable, toute fonction g : E — FE’ est (#(E), &”)-mesurable. On note les points de F de fagon

générique par i, j, k, ', g, i, ... etc. Si f : E — [0, 0c], on pose
Zf(i)zsup{Zf(i); FCE’,Fﬁni} :
icE icF

Si Eest fini, ) ;. f(i) n’est qu’une somme finie. Si £ est infini, alors quelle que soit la bijection v : N — FE,
e J(0) vautla série 3, f(7(n)).

Une autre facon de voir cela est d’introduire la mesure de comptage # sur E donnée pour tout B C E par
#(B) = n si B compte n éléments et #(B) = oo si B est un sous-ensemble infini. On vérifie facilement que
# : P(E) — [0, 00] est une mesure positive. Comme E est dénombrable, on a # = >, d;, ol §; désigne
la masse de Dirac en . On note que c’est une mesure sigma-finie. On vérifie facilement que » . f(i) =
i 1 i

Sif:E— Resttelleque Y, 5 |f(i)] < oo,alors, >, p(f(i))+ <ooet) ,.p(f(i))— < oo eton pose

D F@) =Y ()T =Y (@)

i€E i€E i€k
Si E est fini, ) ;.5 f(4) n’est qu’une somme finie. Si E est infini, on vérifie que quelle que soit la bijection
v:N= E, ) cp f(i) vautlasérie 3, - f(7(n)) qui est absolument convergente. On vérifie également que

f est #-intégrable et que
g ) = d# .
f(@) / /

S
Sans faire explicitement mention de la mesure de comptage #, on lui appliquera, si nécessaire, les théoréemes
de convergence monotone, dominée, le lemme de Fatou et les divers résultats d’interversion ainsi que Fubini.

Une mesure positive sur ’espace mesurable (E, Z(FE)) est simplement donnée par une fonction p : E —
[0, 0c]. C’est une mesure de probabilité ssi ) . p1(i) = 1. On note .1 (E) I’ensemble des mesures de proba-
bilité sur (£, Z(E)).
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Définition I.1.1 Un tableau de nombres réels indexés par £ x E, noté Q@ = (p(i,]))s,jer est une matrice de
transition si

VijeE, pli,j)>0 et Y pi,j)=1,
JEE
Autrement dit, () est une matrice de transition si pour tout 7 € E, p(i, -) est une mesure de probabilité sur E.
O

Soit une fonction f : E — [0, 00] et soit Q@ = (p(i, j)); jeE, une matrice de transition. On définit la fonction
Q.f : E — [0, 00] par

VieE, (QN@) =Y pi,)I()- (L)

JEE
avec la convention 0 x oo = 0. Si f : E — R, la fonction Q. f est bien définie par (I.1) si
VieE, Y pli, ()] <oo.
JjEE

Signalons que le produit f — Q. f préserve les applications bornées. Plus précisément, pour tout f : £ — R,
on pose

[1flloc = sup [f(4)] -
S
Si || flleo < 00, alors Q. f est bien définie, c’est aussi une fonction bornée et on a
1Q-flloo < I flloc - (12)
En effet, |Q.f (i) < X ien p(6; I (9] < [ flloo 2ser p(i;5) = [|floo, pour touti € E.

Dans tout ce chapitre (£2,.7) est I’espace mesurable sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires,
sauf si le contraire est explicitement mentionné. Ainsi, une variable aléatoire Y a valeurs dans E désignera une
fonction Y : Q@ — E, telle que {Y = i} € .Z, pour tout ¢ € E. La probabilité sur (§2,.%) sous laquelle on
travaille sera en revanche toujours explicitement spécifiée.

Définition 1.1.2 (1) Soit () une matrice de transition sur E et soit i € .#;(E). Soit (%, )n>0 une filtration sur
(Q, F). Soit X = (X,,),>0 une suite de v.a. a valeurs dans E. Soit P, une mesure de probabilité sur (£2, .%).
On dit que sous P, X est une chaine de Markov (homogéne) relativement a (Fy,)n>0, de matrice de transition
Q et de loi d’entrée i, si les conditions suivantes sont satisfaites.

(a) Xest (Fy)n>0-adaptée.

(b) Vie E,P(Xg=1) = u().

(c) Pour tout n € N, et toute fonction f : E — R positive ou bornée, on a

P-ps. E[f(Xnn)|Fn] =(Q.N)(Xn) . (1.3)

Lorsqu’aucune filtration n’est précisée, il est implicitement supposé que la filtration a choisir dans (1.3) est

FX .= 0(Xo,...,X,), n €N,

n

qui est la filtration naturelle de X.

(2) On se donne une suite de matrices de transition Q,, = (p(™ (i, 7))ijer,n € N.Ondit que sous P, X est une
chaine de Markov inhomogene relativement a (7, )n>0, de matrices de transition (Qn)nen et de loi d’entrée
u, si elle satisfait (a), (b) et
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() Pour tout n € N, et toute fonction f : E — R positive ou bornée, on a
P-p.s. E[f(Xn+1) ‘ gfn] = (an)(Xn) : (1.4)

A part dans quelques exercices et dans la section sur le recuit simulé, nous ne considérerons que des chaines
homogenes. O

Remarque I.1.3 On suppose que X = (X,),>0 est, sous P, une chaine de Markov relativement a une filtration
(Fn)n>0, de matrice de transition () et de loi d’entrée 1. Comme la suite de v.a. X est adaptée par rapport a
(Zn)n>0,0na FX C ., n > 0.Pour toute fonction f : E — R positive ou bornée, (1.3) implique donc

VB €7, E[f(Xnn)lp] =E[(Q.f)(Xn)15] 15)
car B € X C %,.On remarque que (Q.f)(X,) est .ZX-mesurable. Donc (I.5) implique que

P-ps. E[f(Xnt1) | ZX] = (Q-f)(Xn)

et X = (X,,)n>0 est donc, sous P, une chaine de Markov relativement a la filtration (FX
transition @ et de loi d’entrée L.

Par ailleurs, cela montre que E[f(XnH) | Xo, ... ,Xn] = E[f(Xn+1) | Xn]. Autrement dit, la loi de
Xp+1, conditionnellement a son passé donné par o( Xy, ..., X,), ne dépend en fait que de X,,. Les variables
d’une chalne de Markov ne sont pas, en général, indépendantes, mais leur est en quelque sorte "faible". ]

)n>0, de matrice de

Le lemme suivant peut se voir comme une définition alternative des chaines de Markov.

Lemme 1.1.4 Soit Q = (p(4, ))i jer, une matrice de transition sur E et soit i € A1 (E). Soit X = (Xp,)n>0,
une suite de v.a. a valeurs dans E. Soit P, une mesure de probabilité sur (), .7 ). Les deux assertions suivantes
sont équivalentes

(i) Sous P, X est une chaine de Markov de matrice de transition Q et de loi d’entrée .

(ii) Pour tout n € N, et pour tous ig, . ..,i, € E, ona
P(Xo =i0;...; Xn = in) = p(io)p(io,i1)p(it, i2) . .. p(in—1,1n) - 1.6)

Preuve : on suppose d’abord (7) et on montre (I1.6) par récurrence sur n. Par définition de la loi d’entrée,
P(Xo = i9) = wu(ig), pour tout iy € E. Supposons que pour tous i, ...,i, € FE, (1.6) ait lieu. On fixe
i0y- - ,in,j € E.On rappelle que #X = (X, ..., X,). On applique la définition 1.1.2 & f = 1. Pour
cela on remarque (facilement) au préalable que (Q.f)(¢) = p(i,7), pour tout ¢ € E. On a donc

E[1{X0=i0;...;anin;XnH:j}’92(] = 1{X0=i0;...;Xn=in}E[1{j}(Xn+1)’95(]
1{X0:i0;...;Xn:in}(Q-f)(Xn)
= 1{X0:i0;...;Xn:in}p(X7’L7j) = 1{X0=’L'0;...;Xn=in}p(inv.j)'

En intégrant et en utilisant ’hypotheése de récurrence, on obtient (I.6) au rang n + 1, ce qui implique le point
(22) par récurrence.

Réciproquement, on suppose (i7). On fixe j € E.On définit ¢; : E""! — [0, 1], en posant ¢; (ig, . . . , in) =
p(in, J), pour tous ig, ..., i, € E.Par (1.6), pour tous i, ...,i, € E,ona

E[1xo=io;:Xn=in} LiXni=j}) = #(0)p(i0,1)p(i1,i2) - .. plin—1,in)p(ind)
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E[1{xo=ip;...;:Xn=in}Pin; 7))

= E[l{xo=ig;..;Xn=in} 95(Xo0, - - s Xn)] 1.7)
11 est clair que les événements { Xy = ig;...; Xy, = in}, G0, ..,i, € F, forment une partition dénombrable
de Q qui engendre .ZX, qui est donc une tribu discréte. On rappelle que tout événement B de .ZX est de la
forme U(io,...in)GJ{Xo =ig;...; Xn = i, }, pour un certain sous-ensemble J C E™T 1. On a donc par (1.7) et
par interversion série / espérance positive,
Ellplix, =] = E[ > 1{Xo=io;--~%Xn=in}1{Xn+1=j}]
(igs---in)€J
= Z E[1{xy=io;..:Xp=in} L{Xps1=5}]
(igy---in)EJ
= Z E[1{x)=ip;...:xp=in} @i (X0 - -, Xn)]
(iQs---in)EJ
= E|: Z 1{X0=i0;...;Xn=in}¢j (XOJ e 7Xn)
(igs---in)EJ

= E[1p¢;(Xo,...,Xn)].

Comme ¢ (X, ..., X,) est ZX-mesurable cela implique que

Vi€ E, ps. Ellix,,,—plF2] = ¢i(Xo,. .., Xn) = p(Xn,j) -
Soit f : ¥ — R, bornée. Par le théoréme d’interversion série / espérance conditionnelle, on a p.s.
E[f (Xn)Z0] = > FOEL x, = Fal = D F)P(Xn, 5) = (Q-F)(Xn),
jeEE JEE
ce qui montre (7). [ |
Exemple 1.1.5 (Marches aléatoires sur Z%) Dans cet exemple 1’espace d’états est Z¢. On fixe une loi de proba-

bilité 7 sur Z?, que I’on appelle la loi de saut. On suppose qu’est définie sur un espace de probabilité (2, .7, P)
une suite de variables aléatoires &, : ) — Z% n > 1, Z-mesurables et i.i.d. de loi commune 7 :

Yn>1,YiezZ?, P, =i =x().

On se donne également Xy :  — Z<, une variable .%-mesurable qui est supposée indépendante de la suite

(gn)nzl-on pose
V?’LZI, Xn:X0+fl++§n

Alors (X,,),>0 est une chaine de Markov. En effet pour toute fonction f : Z? — R bornée on a clairement
E[f(Xn)|Xo, ... Xa] = Y f(Xp +)7(i)
iezd

comme le membre de droite ne dépend que de X, la suite (X,,),>0 satisfait bien la définition I.1.2 des chaine
de Markov. On note ensuite 1 la loi de Xo : u(i) = P(Xo = i), i € Z% Onfixe ig, . . ., i, € Z% et on remarque
alors que

P(Xo=1ip;...; X =1p) = P(Xo=1ip;& =11 —lo;.. .56 =1 —in-1)
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P(Xo = i0)P(&1 = iy —ip) ... P(€p = in — in_1)

== ;L(io)ﬂ'(il — 10) e 7T(1n — infl) .
On définit Q = (p(i, j)); jeze en posant
vi)jGZd7 p(ivj):ﬂ-(j_i) .

On vérifie facilement que @ est une matrice de transition sur Z¢ : (X,,),>0 est une chaine de Markov a valeurs
dans Z? de loi initiale 1 et de matrice de transition Q. Cette chaine de Markov s’appelle la marche aléatoire de
loi de saut .

On note (e1, ..., eg), la base canonique de R%. Si

w(er) =n(—e1) =...=m(eq) = m(—e€yq) = — ,
2d
alors la marche aléatoire de loi de saut 7 est appelée marche aléatoire simple sur Z2. Voir les figures 1.1.5 page
6 et [.1.5 page 6.

Exemple 1.1.6 (Processus de naissance et de mort). Une chalne de Markov a valeurs dans N et dont la matrice
de transition @ = (p(4, j))i jen est telle que p(7, j) = 0 deés que |i — j| > 2, est appelée processus de naissance
et de mort. ]

Exemple 1.1.7 (Marches aléatoires sur les graphes pondérés) Un graphe est 1a donnée d’un ensemble de som-
mets noté S, que 1’on supposera toujours dénombrable, et d’un ensemble d’arétes reliant éventuellement cer-
tains sommets. L’ensemble des arétes est noté A. Nous nous restreindrons ici a I’idée la plus simple que 1’on
puisse s’en faire. Une aréte reliant deux sommets s et s’ est simplement formalisée par le couple non-ordonné
{s, s'}. Le fait que I’on choisisse un couple non-ordonné signifie que nous n’orientons pas 1’aréte. Par ailleurs,
nous ne considérons pas les graphes a arétes multiples, c’est-a-dire les graphes dont deux sommets peuvent
étre reliés par plusieurs arétes. On parlera dans ce cas de graphes simples. Si {s, s} = {s} est une aréte, alors
on I’appelle boucle. 1l nous arrivera parfois de considérer des graphes sans boucles (dans ce cas, si {s,s'}
est une aréte du graphe, alors s # s’). L’ensemble des arétes est simplement un sous-ensemble des paires
non-ordonnées de sommets :
AcC{{ss}; s eS}.

Le graphe est formellement donné par G = (S, A). Les sommets seront notés en général par les lettres
s,s',s", s1,8k...etles arétes par a,a’,a”,ay,ay. ..

On dit que deux sommets s, s’ € S sont voisins, ce que ’on note s ~ ', s’ils sont reliés par une aréte :
{s,s'} € A. Le degré d’un sommet s est le nombre de ses voisins. Ce nombre, qui peut étre nul ou infini en
général, est noté deg(s) :

deg(s) =#{s'€S : s~} eNU{0} .

Un systéme de poids sur les arétes est la donnée d’une famille de réels strictement positifs indexés par les
arétes : Cy, €]0,00[, a € A. Le graphe G = (S, A) muni du du systeme de poids C = (Cy;a € A) est appelé
graphe pondéré. Le poids d’un sommet s est la somme des poids des arétes reliant s a ses voisins. On note cette
quantité (qui peut étre nulle ou infinie) par 7 (s) :

m(s) = Clswy € [0,00] .

s'~s
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FIGURE 1.1 — Le graphe {(n, X,,);0 < n < 10°} d’une marche aléatoire simple sur Z
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FIGURE 1.2 - La trace {X,;0 < n < 10°} C Z? d’une marche aléatoire simple sur Z2
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On fait I’hypothese suivante :
VseS, 0<n(s)<oo. (L.8)

On définit ensuite Q = (p(s, s))s,s’es par

p(s, S/) - sinon.

{ Crssy/m(s) si{s,s'} € A
0

On voit que @ est une matrice de transition sur S. Une chaine de Markov ayant () pour matrice de transition est
appelée marche aléatoire sur le graphe pondéré G = (S, A, C) . Informellement une telle marche correspond
au déplacement aléatoire d’une particule qui saute de sommets voisins en sommets voisins : a chaque étape la
particule choisit d’emprunter une aréte avec une probabilité proportionnelle au poids de cette aréte.

Lorsque les poids C,, sont constants a un réel strictement positif ¢, alors w(s) = cdeg(s) et I’hypothese
(1.8) revient a supposer que tout sommet posseéde un nombre fini de voisins au moins égal a un. Dans ce cas, on
ap(s,s’) = 1/deg(s) et on parle de marche simple sur le graphe G = (S, A). O

EXERCICES.

Exercice I.1 On suppose que sur (£2,.%,P) est définie une suite ({,)n>0, de variables de Bernoulli indépendantes de parametre
p€[0,1]:P(én = 1) = pet P(§, = 0) = 1 — p, pour tout n € N. Pour tout n € N, on pose X, = L¢,—¢,,,}- Pour quel(s)
p € [0,1], la suite (X,)n>0 est-elle une chaine de Markov ? O

Exercice 1.2 Toutes les variables sont définies sur I’espace de probabilité (£2,.%, P). On fixe un entier N > 2 et on se donne une
suite p = (p1,...,pn) telle que pr, > 0, pourtout 1 < k < N,etp1 + ...+ py = 1. Autrement p est une loi de probabilité sur
{1,...,N}. Soient (£, )n>1 une suite de variables a valeurs dans {1, ..., N}, indépendantes et de méme loi p :

Vke{l,...,N},Vn>1, P& =k)=ps.
On définit une suite (X, )n,>o de variables a valeurs dans {0, ..., N} en posant
Xo=0 et Vn>1, X,=#{&,....&}.

1. Pour quelle(s) 10i(s) p, (Xn)n>0 est une chaine de Markov (inhomogene ici) ?

2. On suppose que p = (%, e %) la loi uniforme sur {1, ..., N}. Pour tout 1 < k < N, on pose

Ty =inf{n >0 : X, =k}
Montrer que les variables (Tx+1 — Tk )o<k<n sont indépendantes. Elles n’ont pas la méme loi : calculer la loi de T41 — k.
3. On suppose toujours que p est uniforme. Montrer que

lim 7E[TN} =
N—oco Nlog N

4. On suppose toujours que p est uniforme. Montrer que pour tout z € R, on a

1\}i—I>nooP(TN — NlogN < Nx) = exp (—e_z) .

5. Dans un village de 6 x 365 = 2190 personnes, quelle est approximativement la probabilité que chacun des 365 jours de I’année
soit la date anniversaire d’au moins un habitant du village ? (Réponse : 40%). Montrer que dans un village de 5 x 365 = 1825
personne, cette probabilité tombe & environ 8% (Indication : 365 log 365 vaut environ 2153). ]

Exercice 1.3 Toutes les variables sont définies sur I’espace de probabilité (€2, .7, P). Soit ({n)n>0 une suite de variables indépen-
dantes & valeurs dans un ensemble dénombrable.
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1. Montrer que (£, )n>0 est une chaine de Markov (a priori inhomogene) dont on calculera la matrice de transition. Quelle hypo-
these doit-on faire sur les lois des &, pour cette chaine soit homogene ?

2. On suppose que la suite (£,)n>0 esti.i.d. de loi 7. On fixe & > 2 et on pose
Xn:(€n7"~7€7L+k)7 nzo

3. Montrer que (X ), >0 est une chaine de Markov homogene dont on précisera la matrice de transition. (]

Exercice 1.4 (Serpent) Toutes les variables sont définies sur ’espace de probabilité (€2, .7, P). Soit (X )n>0, une chaine de Markov
a valeurs dans 1’espace d’état E/, homogene et de matrice de transition Q = (p(4, 7)):,jeE. On fixe k > 1 et on pose

X® =(Xp,...,Xn4k), n>0.
On appelle la suite (X, &) )n>0 le k-serpent de la chaine (X, ), >0. On introduit I’espace
E® = {i = (io,...ix) € E*™ : p(io,i1)...p(ix—1,ix) > 0} .

Montrer que (X ,(Lk))nzo est une chaine de Markov homogene 2 valeurs dans £*). Calculer sa matrice de transition. (]

Exercice 1.5 Toutes les variables sont définies sur 1’espace de probabilité (2, %, P). Soit une filtration sur (€2, %) notée(.%,)n>0 et
soit (X, )n>0, une suite de variables a valeurs dans un espace dénombrable E qui est (%, ), >0-adaptée. On fixe k& > 1. On suppose
que pour toute fonction f : E* — R, bornée, il existe une fonction g : E* — R, qui ne dépend pas de n (uniquement de f) telle qu’on
ait pour toutn € N,
P-ps. E[f(Xns1,- s Xns148) [ Fnsr] = 9(Xn, oo, Xngn).
On pose
XF = (Xn, ..., Xnsx), n>0.

1. Montrer que (Xf,,k) )n>0 est une chaine de Markov homogene a valeurs dans E*,

2. Montrer que (X5, )n>0 est une chaine de Markov homogene a valeurs dans £

3. Déduire la matrice de transition de (X ) )n>0 en fonction de celle de (X )n>0, en utilisant ’exercice précédent 1.4. O

Exercice 1.6 On suppose que sur (2, %, P) est définie une suite (£, )n>1, de variables a valeurs dans {—1, 1}, dont la loi est donnée
par P&, =1)=P(& =-1) = % pour tout n > 1. On pose ensuite

So=0 et Sp=E+...46n, n>1.

On pose ensuite

Xn= max Smn, n>0.
0<m<n

Montrer que (X, )n>0 #’est pas une chaine de Markov. ]

Exercice I.7 Toutes les variables sont définies sur I’espace de probabilité (€2, .7, P). Soient U, U1, . .., Un, . . . des variables indépen-
dantes uniformes sur ]0, 1[. On pose X = 0 et

Xn=02lu<con —D+...+2Lly,<cv3—1), n>1

Montrer que (X7 )n>0 est une chaine de Markov inhomogene. t

Exercice 1.8 Soit un jeu de N cartes distinctes numérotées de 1 a /N. On bat les cartes selon la procédure suivante : on prend la carte
qui est au dessus du paquet et on I’insére uniformément au hasard parmi les N — 1 du dessous (on insiste sur le fait que 1’on peut choisir
de mettre cette carte tout en bas du paquet ou de la laisser a sa place : il y a donc N possibilités d’insertion). Modéliser les battages
successifs du jeu de cartes par une suite de permutations aléatoires de {1, ..., N} qui est une chaine de Markov dont dont précisera la
matrice de transition. |

Exercice 1.9 On considére N individus distincts qui portent portent deux sortes d’allele d’un méme geéne : I’allele A et I’allele a. La
population évolue en restant de taille constante N et les genes se transmettent d’'une génération a I’autre de la maniere suivante (tres
simplifiée) : chaque individu de la génération n choisit indépendamment au hasard un "pere" a la génération précédente ; il hérite de la
forme (A ou a) de son "pere". On note X, le nombre d’individus porteur de la forme A a la génération n. Montrer que (X ), >0 est
une chaine de Markov dont on précisera I’espace d’états et la matrice de transition. (]
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Exercice 110 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans E. A priori elle est inhomogene et ses matrices de transition sont
notées Qn = (pn(%,7))ijer. On pose Y, = (n, Xy), pour tout n € N. Montrer que (Y5 )n>o est une chaine de Markov a valeurs
dans N x FE, qui est homogene et on précisera sa matrice de transition. O

Exercice I.11 Toutes les variables sont définies sur I’espace de probabilité (€2, ., P). On se donne une filtration (%}, ), >0 sur (€2, %)
et s0it (X, )n >0, une (Fn)n>o-chaine de Markov a valeurs dans E, homogene et de matrice de transition @ = (p(4, j))i,jez. On fixe
une fonction ¢ : E — F, ou F est un ensemble dénombrable.

1. On suppose 7 bijective. Montrer que ()(Xy))n>0 est une (%), >0-chaine de Markov a valeurs dans F’, homogene, dont on
calculera la matrice de transition.

2. Montrer, en trouvant un contre-exemple, que si on ne suppose pas 1 bijective le résultat précédent peut devenir faux.

3. On ne suppose pas que v est nécessairement bijective. Mais on suppose que v est surjective et que pour tout ¢ € E et tout
{ € F, on pose

Vi,j € E telsque (i) = ¢(j), Ya € F, > pli,k)= > p(ik).

keE:)(k)=a keE:(k)=a

Montrer que sous cette hypothese, (¢(X5))n>0 est une (Fr)n>o0-chaine de Markov a valeurs dans F', homogene, dont on
calculera la matrice de transition. ]

L.1.b Exemples : processus de branchement, arbres aléatoires.

Définitions et premiers résultats. Dans cette section nous détaillons un modele décrivant 1’évolution de la
taille d’une population se reproduisant selon le mécanisme suivant. On fixe une loi de probabilité sur N, notée
&€ = (&(k))ken, que I’on voit comme une loi de reproduction :

VE>0, &k)>0 et > &(k)=1.

k>0

On suppose qu’a la génération 0, il y a un seul ancétre. Cet ancétre a un nombre aléatoire d’enfants distribué
selon la loi &; ses enfants sont a la génération 1. Ensuite chacun des enfants de la génération 1 se reproduit
indépendamment selon la méme loi £ : leurs enfants sont alors situés a la génération 2. A leur tour, les individus
de la générations 2 se reproduisent indépendamment selon la loi £ et leurs enfants sont a la génération 3 ...etc.
On note Z,, le nombre total d’individus a la génération n et on s’intéresse a la suite de variables aléatoires
(Zn)n>0 qui est appelée processus de branchement de loi de reproduction &, dont une définition plus formelle
est la suivante.

Définition 1.1.8 Soit £ = ({(k))ken, une mesure de probabilité sur N. Soit (X, j)n>0,j>1 une famille de
variables indépendantes a valeurs dans N et de loi £. Soit Zj : 2 — N, indépendante des (X, j)n>0,j>1. On
définit récursivement la suite de variables aléatoires (Z,,),>0 pour tout n > 0 par :

Zn+1:ZXw- sii Zp>1 et Zyp1=0 si Z,=0.

1<j<Zn

La suite (Z,)n>0 est appelée processus de branchement de loi de reproduction £ (ou encore processus de
Galton-Watson ou processus de Bienaymé). (Il

Si chaque individu n’a qu’un enfant au plus, c’est-a-dire si £(0) + £(1) = 1, alors le modele n’est pas tres
intéressant. C’est pour cela que nous supposons toujours que la loi de reproduction n’est pas triviale, ce qui
signifie ici que

§(0)+¢&(1) <1. (1.9)
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On introduit ensuite la moyenne my et la fonction génératrice ¢ de &, qui jouent un grand role dans les résultats.

me =Y kE(k) €]0,00] et p(r) =) k)T, relo1].

k>0 k>0

On note qu’a priori m,¢ peut-étre infinie et on observe que ¢ est positive, croissante et que ¢(1) = 1. Donc
©([0,1]) C [0,1]. Cela permet de définir les itérées successives de la fonction ¢, qui sont notées ¢,, n > 0.
Formellement, pour tout r € [0, 1],

po(r) =71 et pna(r) = @(enlr)) = en(e(r)), n=0.
Lemme 1.1.9 Pour tout n € N et pour tout v € [0, 1], on a presque siirement
E[r?n1| Z,] = E[r? 1 | 0(Zo,. .., Zy)] = o(r)?" . (1.10)
Par conséquent E[r7"| Zy| = pn(r)%, r € [0,1], n > 0.

Preuve : on pose .Zy = o(Zy) et pour tout n > 1, on pose %, = 0(Zp, Xpj;j € N*,0 <p <n-—1),
la tribu incluant I’information généalogique concernant les n premieres générations. Clairement (Zy,),>0 est
adaptée a la filtration (.%,,),>0 et on a donc

o(Zy) Co(Zo,...,2Zn) C Fn . (L.11)

Par interversion série / espérance conditionnelle positive, p.s. on a

k>1 1<j<k
= Yz,=0y + Z l{Zn:k}E[ H rXni %]. (1.12)
k>1 1<j<k

Clairement o(X, j,j € N*) est indépendante de de .%,. Cela montre que pour tout k > 1, le vecteur

(rXn1 ... rXnk) est indépendant de .%,, et donc pour tout £ > 1, p.s. ona
B[ [ »* |7 = IT Bl
1<j<k 1<j<k

On remarque ensuite que (1) = E[r*=J], pour tout n et tout j. Ce qui précéde montre donc que pour tout

k>1,ps.ona
E{ H rXn.g

1<j<k

‘g\n:| = So(r)k )
et par (I.12), p.s. on a

E[,),,Zn+1 |gn] — 1{Zn:0} «I» Z l{Zn:k}gD(T)k = SD(T)ZTL )
k>1

ce qui permet de conclure grace a (I.11). |

Ce résultat montre que les itérées de la fonction caractéristique jouent un role important dans 1’étude des
processus de branchement. Le lemme suivant donne un résultat analytique concernant le comportement de la

suite (¢n,(0))n>0-
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Lemme 1.1.10 Sous [I’hypothese (1.9) de non-trivialité de &, la fonction  est strictement convexe, c’est-a-dire
que ¢’ est strictement croissante. On en déduit les assertions suivantes.

(i) Sime <1, ’équation o(r) = r n’a qu’une seule solution dans [0, 1] qui est 7 = 1.
(ii) Sime > 1, I'équation ¢(r) = r a deux solutions distinctes dans [0, 1], dont v = 1.

On note q¢ la plus petite solution de I’équation p(r) = r dans [0, 1]. Ce qui précéde montre donc que qc = 1
simg < 1etque qe <1simg > 1. Deplus, ona

o(r)>rsire[0,q et o(r)<rsirelg,l]. (1.13)
Par conséquent, (0, (0))n>0 est une suite croissante qui converge vers ge.

Preuve : exercice. [ ]

On introduit le temps d’extinction :
T:inf{nGN : Zn:()},

avec la convention que inf () = oo, c’est-a-dire que {T' = oo} = {Vn € N, Z,, > 1}. On voit donc que
{T < oo} estI’événement de I’extinction de la population et que {T' = oo} est I’événement de la survie de la
population. Par définition, si Z,, = 0, alors Z, = 0, pour tout p > n. On a donc

{Zn =0} C{Znj1=0} et {T<oo}=|J{Z.=0}.
neN

Par conséquent P(7 < 00) = lim,,_,o0 T P(Z, = 0). On rappelle ensuite que E[r?"] = ,,(r). Or E[r?"] =
P(Z,=0)+ E[TZ"I{anl}]’ donc ¢, (0) = P(Z,, = 0). Cela implique que

P(T'<oo)=¢q et P(T'=00)=P(Vn>0,2,>1)=1-—gq. (I.14)
Au vu du lemme 1.1.10 et de ce qui préceéde, on utilise la terminologie suivante

e Simg¢ < 1, la population s’éteint avec probabilité 1. Si m¢ < 1 on dit qu’on est dans le cas sous-critique
et si mg = 1 on dit qu’on est dans le cas critique.

e Simg > 1,0onaqe < 1etla population a une probabilit€ 1 — g de jamais s’éteindre. On dit qu’on
est dans le cas sur-critigue. On observe que mg > 1 implique (1.9), c’est-a-dire que & est non-triviale
nécessairement.

Processus de branchement vus comme chaines de Markov. Nous allons montrer que (Z,,),>0 est une
chalne de Markov en précisant sa matrice de transition. Pour cela, il est commode d’introduire, la notion de
produit de convolution dans le cadre tres simple des mesures de probabilité sur N : soient i et v, deux mesures
de probabilité sur N. On définit la mesure y * v par

(wxv)(i)= Y p(vii—j5), ieN,

0<j<i

On vérifie facilement que p * v est une mesure de probabilité sur N, que v = v*x petque (u*v) xm =
px (v*1), c’est-a-dire que  est une opération associative. Cette opération est appelée le produit de convolution.
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11 s’interpréte de fagcon probabiliste comme suit : soient X, Y : 2 — N, deux v.a. indépendantes telle que X a
pour loi i et Y a pour loi v. On vérifie facilement que X + Y a pour loi i * v. Pour toute mesure de probabilité
p sur N, on note ¢, sa fonction génératrice :

Vrel0,1], eu(r)=> riu(i),
1€N
qui caractérise y. On vérifie facilement que
T=puxv <= og(r) =ou(r)e,(r), rel0,1]. (1.15)
Pour tout ¢ € N, on introduit récursivement la i convolée de ¢, notée £*', en posant £*0 = g, la masse de

Dirac en 0, qui est I’élément neutre pour le produit *, £*! = £, €2 = ¢ % £, et plus généralement D) =
£ % & = £ x £*. Léquivalence (I.15) montre que ()" = ¢g«i(r), r € [0, 1]. On pose alors

Q= (p(i,j))ijen ot Vi, j €N, p(i,j)=E"(j). (L16)

Il est facile de voir que () est une matrice de transition. Pour tout n € N, et pour tout € [0, 1], on a donc p.s.

o) =" p(Zn, )1 . (L17)
jeN
Pour tout n > 0, on pose %, = o(Zy, ..., Zy). Par interversion série / espérance conditionnelle, implique que
pour tout € [0, 1], p.s. on a
E[r/+ .7, =Y rE[lz,,,—j|Fn] - (1.18)
jeN

Par (1.10) ainsi qu’un argument simple sur 1’identification des coefficients aléatoires, on en déduit que :
Vn,j €N, ps. B[l —nlFnl =p(Zn,]),

ce qui montre facilement que
o (Zy)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition () donnée par (1.16).

La proposition suivante donne une caractérisation intrinseque des processus de branchement.

Proposition I.1.11 Soit Q = (p(4,7))i jen une matrice de transition sur N. On suppose qu’elle satisfait la
propriété de branchement :

vZ.lai2 GNa p(llv)*p(l%) :p(ll+225) .

Alors Q) est la matrice de transition d’un processus de branchement de loi de reproduction {(k) = p(1,k),
ke N.

Preuve : exercice. |

Résultats complémentaires sur les processus de branchement. Le lemme suivant détaille dans le cas sur-
critique le comportement qualitatif de (Z,),,>0 lorsque la population survit.
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Lemme 1.1.12 On se place dans le cas sur-critique ou mg > 1. Si la population ne s’éteint pas, alors elle tend
vers o0 :

P-s. Lir—ooy = 1pvnen, 2,>1) = Mlimy oo Zo=c0} -

Preuve : si £(0) = 0, alors ¢¢ = 0. Chaque individu a au moins un enfant. II est facile de montrer par
récurrence a partir des définitions que (Z,, ), >0 est une suite croissante. On pose Z, = sup,,~¢ Zn. On a donc
limy, 00 T Zn = Zoo. Pour tout 7 € [0, 1[, la convergence dominée implique que E[r?>~] = lim,_,+, E[r%"].
Or E[r%"] = ¢,(r), et il est facile de montrer grice au lemme 1.1.10 que pour tout » € [0,1[, la suite
(¢n(r))n>0 décroit vers g¢ = 0. On en déduit que E[rZ~] = 0, pour tout 7 € [0, 1], ce qui implique que
Zs = 00, P.S., qui est bien le résultat désiré dans le cas ou {(0) = ¢¢ = 0.

On suppose ensuite que £(0) > 0, ce qui implique que g¢ > 0. Comme m¢ > 1, on a également g¢ < 1.
Pour tout n € N, on pose

Fn=0(Z0,..., Zn) et My, =ql" €]0,1].

Le lemme I.1.9 montre que E[M,,11].%,| = E[q?"+1 T = p(ge)?r = ;" = Mpy. Autrement dit, (M )n>0
est une (.%#,),>0-martingale positive qui est constituée de variables bornées par 1. C’est une martingale régu-
ligre qui converge donc p.s. et dans L' vers M, € [0,1]. La convergence L' implique le passage a la limite
sous I’espérance suivant :

g¢ = E[My]=E[M,]= lim E[M,]
n—oo
= E[Mx] = E[Moclircoy] + E[Moolir—o}]-
Or 1y7cot Moo = 1{1<o0) €t comme P(T' < 00) = g, les égalités précédentes impliquent que Moclir—oc) =
0, p.s., c’est-a-dire que lim, -0 q?"l{T:OO} = 0, presque slirement. En utilisant la notation qgo =0, et
en posant Y = liminf, ,. Z,, ce qui précéde montre donc que qu{T:OO} = 0 p.s. Cela implique que

17—} < liy—co} P-S., Clest-a-dire que 1ir—ooy < lfgim, . Z,—oc} P-S- Par ailleurs, il est évident que
1 im0 Zn=oc0} < 1{T=c0}> €€ qui permet de conclure. |

Affinons 1I’étude de (Z,,),,>0 en montrant que si la population survit, alors elle croit exponentiellement vite.

Théoréme 1.1.13 On suppose que 1 < mg < oo et que ), k%¢(k) < oo. Pour tout n € N, on pose F,, =
o(Zoy ..., Zy) et Wy, = mg”Zn. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) (Wy)n>0 est une (F,)n>0-martingale positive et bornée en norme 1. Elle converge p.s. et dans 17 vers
une v.a. notée W.

(ii) Presque sirement, 1(r_..y = Ly o}. Celamontre que Zy, ~n 00 mgWoo est le rythme de croissance
exact de la suite (Zy,)n>0.

Preuve : comme tous les termes sont positifs, on a I’interversion série/espérance conditionnelle suivante
E[rZmt1|.Z,] = 3150 T E[1{z, ., —k}|-Fn]. Puisque ¢’est une série entidre a coefficients aléatoires mais bor-
nés positifs, on a p.s. pour tout r € [0, 1],

d n k—1 Zpy1—1
—E[r +1yyn]=§kr E[liz,.,—x}|Fn] = E[Zpp1r? 7 Z)

Or le lemme 1.1.9 implique que -LE[rZ +1|.%,] = Z,¢'(r)¢(r)?~1. Donc p.s., pour tout r € [0,1[, ona

E[Z, 172 7 Z,] = Zn (r)p(r)?r L (1.19)
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De méme, en redérivant, on montre que
E(Zn1(Zns1 — 1)7"Z"+172|gn] = ZnSO//(T)SO(T)Znil + Zn(Zn — 1)90/(7’)290(7")Zn72 : (1.20)

On fait tendre r vers 1~ dans (I.19), par convergence monotone, on obtient E[Z,, 1 | .%#,] = m¢Z,. Cela
implique que (W;,)n>0 est une (.%,),>o-martingale et que E[Z,,| = mg, n > 0. On fait tendre r vers 1~ dans
(I.20) et, par convergence monotone, obtient

E[Zni1(Zn1 — 1) | Tl = aZy + mi Zn(Zn — 1) . 1.21)
olt on a posé o = lim, 1 ¢ (r) = 37555 k(k — 1)€(k), qui est une quantité positive finie. On pose 0% =
Zkzo k%€ (k) — p?, qui est la variance de €. On a a = 0 + p? — . Un calcul simple déduit de (I.21) implique
que E[Z2 | %] = (uZ,)* 4+ 0% Z,. Cela implique

VneN, E[W2,|F) =W2+ Zm "W, .
3

n

On pose u,, = E[W2] (a priori dans [0, oc]). En intégrant I’égalité précédente et en utilisant le fait que E[W,,] =
17 —n

T et
¢

. .2 . 2 _ N . 2
1, on obtient I’équation u,+1 = u, + %mg " et ug = 1. Cela entraine facilement que u,, = 1 + # —
¢ e 1-

donc que lim,, oo E[W?2] = 1+ 5("2 ce qui montre (7).

me(meg—1)°
Pour montrer le point (i), il suffit de prouver que P(W., = 0) = ¢g¢. En effet, cela implique que P(W, >
0) = 1— ¢ = P(T' = 00), c’est-a-dire que E[1{7_oy — Ly 503] = 0; or clairement, on a 1y 50y <
17—}, ce qui entraine bien que 11y -0} = 1{7=o} Presque stirement, qui est le résultat désiré.
Montrons donc P(W, = 0) = g¢. Pour tout A > 0, on pose L(\) = E[exp(—AW)]. Le théoréme de
convergence dominée implique que L(\) = lim,,_,o, E[exp(—AW,,)]. Or lemme 1.1.9 implique que

—n—1

(‘O(E [e*)\Wn]) = 90(90”(67)\“_“)) = ‘Pn-{—l(e_mg)\m& ) = E[e*mé/\wn+1]7

ce qui entraine
VAeRy, @(L(A) = L(meA) . 1.22)

On remarque ensuite que
Or, par convergence dominée, lim o E[exp(—=AWs) 1w, >01] = 0, on a donc

P(Ws =0) = lim L(\) .
A—00
L’ égalité fonctionnelle (1.22) implique alors que p(P(W4 = 0)) = P(W4 = 0). D’apres le lemme 1.1.10,
P(Ws = 0) € {gg, 1}. Comme (W,,),>( converge dans L, elle converge également dans L' et on doit avoir
E[W.] = E[W,] = 1. Donc on ne peut pas avoir P(W, = 0) = 1. On a donc P(W,, = 0) = ¢, ce qui
permet de conclure. |

Remarque I.1.14 Lorsque i > 1, la loi de W, est en général tres difficile a estimer explicitement, bien que
sa transformée de Laplace satisfasse 1’équation fonctionnelle (I.22). On ne la connait explicitement que pour
de rares exemples. O
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L’hypothese de moment d’ordre deux n’est, bien entendu, pas la meilleure possible. Citons le théoréme de
Kesten-Stigum qui répond complétement a cette question (sa preuve n’est pas simple).

Théoreme 1.1.15 (Kesten-Stigum) Il y a équivalence entre les trois conditions suivantes.
(@) Presque sirement 1y o) = Lir—oo}-
(b) La martingale (W,,),>0 converge presque siirement et dans L' vers Wae.

(€) > p>p klog(k).E(k) < oo

Arbres aléatoires. Dans cette section on formalise la construction de I’arbre généalogique des processus de
branchement introduits précédemment. Un arbre désigne en général un graphe sans cycle dont on connait les
sommets, autrement dit, un arbre étiqueté. Si on distingue un point que I’on voit comme la racine, on parle
alors d’arbre étiqueté enraciné. Dans le modele que 1’on considere, il s’agit d’un arbre généalogique ou les
individus au sein d’une méme fratrie (c’est-a-dire les enfants d’un méme individu) sont ordonnés par leur ordre
de naissance. D’un point de vue combinatoire 1’arbre obtenu est un arbre ordonné enraciné. Pour cela on
introduit le formalisme de S. Ulam des les arbres ordonnés enracinés, formalisme qui constitue une base claire
a diverses constructions combinatoires.

On étiquette les individus de la population étudiée par des mots écrits avec des entiers de la maniere sui-
vante : I’ancétre est étiqueté par le mot vide noté &, le premier enfant de I’ancétre est étiqueté par le mot d’une
lettre (1), le deuxieme enfant de I’ancétre par le mot d’une lettre (2), le troisieéme par le mot (3), etc. Le premier
enfant de I’individu étiqueté par le mot (1) est étiqueté par le mot (1, 1), son deuxieéme enfant par le mot (1, 2),
etc, et par exemple, le quatrieme enfant de (3) est étiqueté pat (3,4), ainsi de suite. On identifie ensuite les
individus/sommets de I’arbre généalogique avec leur étiquette. Un arbre enraciné ordonné se voit alors comme
un certain sous-ensemble de mots écrits avec des entiers.

Plus précisément, on note U I’ensemble des mots finis écrits dans 1’aphabet N* qui se définit formellement
par

neN
avec la convention que (N*)? = {@}. Avant de définir ce qu’est un arbre dans ce contexte, on introduit quelques
notations sur les mots de U. Soit u = (aq,...,a,)€U.

— On note |u| = n la longueur du mot u (ou sa hauteur ou encore sa génération) avec la convention que
|| = 0.

— Pour tout entier 0 < k < n = |ul, on note u|, = (ax, ...,a) qui est ’ancétre de u a la génération k. On
adopte la convention que u|y = & et on observe que uj|,| = u. Onnote [&, u] = {u;0 < k < [ul} qui
est la lignée ancestrale de u, avec les notations annexes [, u[= [, u]\{u}, |2, u] = [&,u]\{2} et
[, u[= [, u]\{2, u}.

. A

— Onnote w = Up—1 = (a1, ..,an—1), le parent de u, avec la convention & = &.

— Soitv = (by,...,by) € U.Onnote u xv = (ay,...,an,b1,...,by) la concaténation de u avec v. On
adopte la convention que u * & = & % u = u. On observe que |u * v| = |u| + |v].

— Soient u,v € U. On note u A v € U le mot qui est le plus grand préfixe commun a u et v, c’est-a-dire
que u AV = Upy, = Vpy, o m = max {k € {0,...,min(|ul,|v|)} : uy, = vz }. Dans I'interprétation
des arbres en termes de généalogies, u A v est le plus récent ancétre commun a u et v.

Définition 1.1.16 Un arbre ordonné et enraciné est un sous-ensemble ¢ C U satisfaisant les conditions sui-
vantes.
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(a) @ etetsiuet, alors u €t
(b) Pour tout u € ¢, il existe k,(t) € Ntel que u* (j) € ¢ si et seulement si 1 < j < k() (ici le mot u * (j)
est la concaténation du mot u avec le mot d’une lettre (7)).
Si ky(t) = 0, la condition (b) est vide et si on voit ¢ comme un arbre généalogique, k() est appelé le nombre
d’enfants de u dans t. La racine de ¢ est le mot vide &.
On note T I’ensemble des arbres ordonnés enracinés, T/ I’ensemble des arbres enracinés et ordonnés finis
et pour tout entier n > 1, on pose T,, = {t € T : #t = n}. O

Soitt € U etu € ¢. Sion voit ¢ comme I’arbre généalogique d’une population issue de 1’ancétre &, on note
0.t Uarbre des descendants de v dans t. On voit §,,¢t comme un arbre enraciné et ordonné ce qui conduit a la
définition formelle suivante

Ot ={veU:uxvet}. (1.23)

On observe que Oyt = t.
Pour tout ¢ € T et tout n € N, on introduit I’arbre ¢|,, des n premieres générations :

t ={u€t:|ul <n}.

On observe que t),, = {u,;u € t}, que t), € T/ et que to = {2}

On cherche a définir des arbres aléatoires. Pour cela il est nécessaire d’introduire une tribu sur T qui ne soit
ni trop grosse (car il n’existerait alors que treés peu d’arbres aléatoires) ni trop petite (car certaines opérations
élémentaires ne seraient pas mesurables). Il semble nécessaire de pouvoir évaluer la probabilité qu’un sommet
u € U donné appartienne a un arbre aléatoire donc il est naturel d’introduire la tribu suivante.

Définition 1.1.17 On note .% (T) la tribu engendrée sur T par les sous-ensembles A, = {t € T : u € t}.
F(T)=0(Ay;uel).

Soit (£2,.%#), un espace mesurable. Une application 7 : 2 — T est un arbre aléatoire .7 -mesurable si c’est
une application (.#, .7 (T))-mesurable, autrement dit, si et seulement si I’événément {u € 7} € .% pour tout
ue U ]

Lemme L.1.18 Pour toutt € T et toutn € N, on pose B(t,n) = {t' € T : | = t|,}. On pose ensuite
¢ ={0}U{B(t,n);t € T,n e N} .

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(1) € est un pi-systeme qui engendre F (T) : 0(€) = F(T).
(13) Soit (Q,.#,P), un espace de probabilité et T : Q — T, un arbre aléatoire ¥ -mesurable. Sa loi est
caractérisée par les probabilités P(7'|n = t|n), pour toust € Tetn € N.

Preuve : B(t,n) = ﬂu€t|n Ay (avec la notation A, de la définition I1.1.17). Comme ¢, est fini et que par
définition les A,, € .#(T), on en déduit que B(t,n) € .#(T) et donc que € C .#(T), ce qui implique que
o(€) c Z#(T).

On observe ensuite que Ay = (J;crna, B(t, [u]). Comme T/ est dénombrable, on en déduit que A, €
o(%€). Or Z(T) est par définition la plus petite tribu contenant les A,,, u € U; cela entraine donc que .% (T) C
o(€¢) etdonc que 0(¢) = F(T).
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Soient t1,t2 € T et soient ny,n2 € Ntels que ny < na. B(t1,n1) N B(t2,n2) = B(tz,n2) sitypn, = ti|n,
et B(t1,n1) N B(ta,n2) = 0 sinon. Cela montre que & est stable par intersection simple. De plus T = B(t,0),
donc % est un pi-systeme, ce qui termine la preuve du ().

Montrons (77). On note m la loi de 7 sous P. On observe que pour tout t € T et toutn € N, {7,, = t|,} =
{7 € B(t,n)} etdonc P(7,, = t},,) = m(B(t,n)). Soient (£',.#", P’), un espace de probabilité et 7/ : Q' — T,
un arbre aléatoire .7'-mesurable. On note m’ la loi de 7’ sous P’. On suppose que P(7),, = t},,) = P’ (7"’71 = t})-
Alors m(B(t,n)) = m'(B(t,n)), c’est-a-dire que les mesures de probabilité m et m’ sur I’espace mesurable
(T,.#(T)) coincident sur le pi-systeme . Comme % engendre .# (T), le théoréeme d’unicité du prolongement
des mesures implique que m = m’, ce qui est le résultat voulu. |

Définition I.1.19 Soit £ = (£(k))ken, une loi de reproduction, ¢’est-a-dire une mesure de probabilité sur N.
Soit (2,.%,P), un espace de probabilité et 7 : @ — T, un arbre aléatoire .% -mesurable. C’est un arbre de
Galton-Watson de loi de reproduction £ s’il satisfait les deux conditions suivantes.

(a) Pourtout k € N, P(kg(7) = k) = £(k).

(b) Soit k > 1 tel que {(k) > 0. Alors sous P( - |kz(7) = k) les arbres des descendants des & enfants de
’ancétre @, arbres notés 6(1), . .., )T sont indépendants et de méme loi que 7. (I

Une construction. On introduit tout d’abord la notation suivante pour tout u = (ay,...,a,) € U:
a(u) = a, avec laconvention que a(@) = 0.

On observe ici que ax = a(u)y,), 1 < k < |u| = n. On rappelle ensuite que U est dénombrable.

Soit & = (£(k))ken, une loi de reproduction. Soit (£2,.%, P), un espace de probabilité qui est supposé
suffisamment grand pour qu’y puisse étre définie une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles de loi arbitraire.
On peut donc y définir la famille de variable i.i.d. X (u) : Q — N*, u € U, de loi £. On pose alors

T={2}U{ueU\{a}:Vke{l,... |ul}, alup) < X(uj_1)} . (1.24)

Montrons que 7 est bien un arbre ordonné et enraciné comme dans la définition 1.1.16. Par définition, & € T
et on vérifie immédiatement que si v € 7 alors ¢ € 7. On voit ensuite que siu € 7,alors ux* (j) € T
si et seulement si 1 < j < X(u), c’est-a-dire que 7 satisfait la condition (b) de la définition 1.1.16 avec
ky(7) = X (u). Donc 7 € T.

Montrons ensuite la mesurabilité de 7 : soit & € U. On observe que

{fuer}= ﬂ {a(up) < X(up-1)} € F
0<k<ul

car les X (u) sont .#-mesurables. Cela montre donc que 7 est un arbre aléatoire .%# -mesurable comme a la
définition 1.1.17.

Montrons ensuite que 7 est bien un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction £ comme introduit a la
définition I.1.19. Comme remarqué précédemment, kg (7) = X () a pour loi £. Montrons que 7 satisfait le
point (b) de la définition 1.1.19 : pour tout j € N*, on pose X;(u) = X ((j) * u), u € U. On observe que les
familles (X;(u))ycu, 7 € N* sont d’une part mutuellement indépendantes, d’autre part toutes indépendantes
de X (@) et enfin que pour tout j fixé, (X (u))ycy a méme loi que (X (u))ycy. Pour tout j € N*, on pose alors

7, ={@}U {u ceU\{o}:Vk e {1,...,|ul}, a(U|k) < Xj(U|k_1)} .
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On en déduit que les 7;, j € N*, sont d’une part mutuellement indépendants, d’autre part tous indépendants de
X (92) etenfin qu’ils ont méme loi que 7. On remarque alors que ;7 = 7; pour tout 1 < j < kg (1) = X (9),
ce qui entraine facilement la condition (b) de la définition I.1.19.

Cela montre que !’arbre T construit par (1.24) a partir de la famille de variable i.i.d. (X (u))yeu de loi
commune & est bien un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction &. |

Lemme 1.1.20 Soient (2, %, P), un espace de probabilité et 7 : Q0 — T, un arbre de Galton-Watson % -
mesurable de loi de reproduction & = (£(k))ren. On suppose que £(0) + £(1) < 1. On note rappelle que mg
est la moyenne de &, que ¢ est la fonction génératrice de & et que q¢ est la plus petite solution sur [0, 1] de
I’équation @¢(r) = r. Les assertions suivantes sont vérifiées.
(1) Pour tout t € T et tout n € N*, P(7), = tn) = [luerjuj<n §(ku(t)) et la loi de T est entierement
caractérisée par . De plus
vte T/, P(r=t)=]]&ka(t)). (1.25)

uct

(73) Pour tout r € [0, 1], on pose g(r) = E[T‘#Tl{#7<oo}]. La fonction g vérifie I’équation fonctionnelle
g(r) = ree(g(r), r € [0,1].

(t7i) On a P(#1 < o0) = q¢. Donc si m¢ < 1, alors P-p.s. T est un arbre fini et si mg > 1, alors
P(#17=00) =1—¢q¢ > 0.

Preuve : on fixe t € T et on montre le premier point de (¢) par récurrence sur n > 1. On observe d’abord que
{r1 =tp} = {ka(r) = kg (t)} et donc P(7y = 11) = &(ka(t)).

Supposons (i) vrai jusqu’au rang n > 1. Pour simplifier les notations on pose k = kg(t). On observe alors
que

{1 = g1} = {ka(r) =k} [ {07 = Opthnt -

1<j<k

Par la propriété (b) de la définition 1.1.19, on en déduit que

P(7'|n+1 = t\n+1) =P(ka(1) = k) H P(T\n = (e(j)t)ln)
1<5<k

et I’hypothése de récurrence s’applique au rang n pour montrer que P(7,, = (0(;)t)),) = Huer &(ky(t)) ou
Ui={()*xueU: |u <net (j)*u € t}. Comme les Uy, ..., Uy, forment une partitionde {u € t : 1 <
|u| < n+ 1}, on a bien

P(T|n+l = t|n+1) = 5(k) H H §<ku(t>) - H f(ku(t)) )

1<j<k ueU; u€t:lul<n+1

ce qui montre bien le premier point de (i) par récurrence. Ce premier point combiné au lemme 1.1.18 (i7)
implique que & caractérise la loi de 7.

Enfin on se donne ¢ € T/. Il existe n tel que |u| < n pour tout u € ¢ et on observe alors que tjn = tetque
{7n = tjn} = {7 = t} et le premier point de (i) implique alors (I.25).

Montrons (i7). On observe que si kg (7) = k > 1, #7 est fini si et seulement si les sous-arbres Oyt 0T
le sont aussi et dans ce cas #7 =1+ ; <j<k #(0(;)7). Par interversion série/ espérance positive, on a donc

g(r) = rP(kg(r) = 0) + ZE[l{kz(TFk}T H T#e(j>T1{#9<j>T<°°} ‘
E>1 1<5<
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Par les conditions (a) et (b) de la définition 1.1.19, on a bien pour tout k& > 1,

E[Lo oy T 707 Lpag, reoep] = rehgr)",
1<5<

ce qui implique que g(r) = rp(g(r)).

Montrons (4i7) a I’aide de (4¢). Si £(0) = 0, alors clairement #7 = oo et donc P(#7 < 00) = 0 = ¢g.
Supposons que £(0) > 0 ce qui implique que g¢ > 0. Pour tout r € [0, 1], on a g(r) = rpe(g(r)) < @e(g(r)).
Par (I.13), cela implique que g(r) < g¢. Or g(17) = lim, ;- g(r) = P(#7 < o0) satisfait g(17) =
©(g(17)) : c’est donc un point fixe de ¢ et on en déduit nécessairement que g(1~) = g¢. Le reste du point
(#41) est une conséquence du lemme 1.1.10. [ |

La proposition suivante montre que le cas particulier des arbres de Galton-Watson de loi de reproduction
géométrique permet de réaliser la loi d’un arbre enraciné ordonné uniforme a n sommets. Voir la figure I.1.b
pour une simulation d’un arbre enraciné ordonné uniforme a n = 5000 sommets.

Proposition 1.1.21 Soit p €]0,1/2]. On pose £(k) = (1 — p)p*, k € N. Soient (Q,.%,P), un espace de
probabilité et 7 : Q — T, un arbre de Galton-Watson .7 -mesurable de loi de reproduction & = (£(k))ken.
Alors T sous P( - |[#1 = n) est de loi uniforme sous T, I’ensemble des arbres enracinés ordonnés a n sommets.

On a de plus
1 2n 1
T, = ~nsoo =24 1.26
# dn — 2 ( n > - 2ﬁn (1-26)

Preuve : soit t € T/. On observe que Y, , ku(t) = #t — 1. Par (1.25), on a

(r=1) =] &(ku — p)Ftpttt
uet
qui ne dépend que de p et de #t. Donc
P(#r=n)=) P(r —p)" " H T,
teTy,

ce qui montre que P(7 = t|#7 =n) = 1/(#T,,), pour tout t € T,,, qui est le premier point de la proposition.
On observe ensuite que mg = p/(1 — p) < 1, P-ps. #7 < oo et g(r) = E[r#7] satisfait 'équation
g(r) = re(g(r)), r € [0,1]. Orici pe(r) = (1 — p)/(1 — pr) donc g satisfait g(r)(1 — pg(r)) = (1 — p)
c’est-a-dire que
g(r) = Lo VI —;Zp(l —or , rel0,1).
Pour simplifier on choisit p = 1/2 et on a le développement en série entiere

g(r) =1 - VT =7 = 3 (~1)"+! (1/2>r” re,1].

n
n>1

oiwn!(1/?) = 1/2(1/2 = 1)(1/2—2) ... (1/2 = n+1). Or g(r) = 3,150 7" P(#7 = n) par définition. Donc
par identification des coefficients, on a

P(fbr — n) = (_1)n+1(1/2> _ (2n—3).2n-5)...3.1 _ 1 )(2:) .

n nl2n 22n(2n — 1

Or, dans le cas olt p = 1/2, on a montré que P(#71 = n) = 2.47"#T,, ce qui entraine (1.26). [ |
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FIGURE 1.3 — Une représentation d’un arbre enraciné ordonné uniforme & n sommets avec n = 5000.

Lien avec les processus de branchement. Pour toutt € T et tout n € N, on pose
Lot)y={uect:|ju/=n} et Z,(t)=H#L(t) (1.27)

qui sont respectivement 1’ensemble des sommets de hauteur n dans ¢ et leur nombre. La fonction Z,, : T — N
est .Z (T)-mesurable car elle s’écrit Z,, = EueU:l ul=n LAy c’est-a-dire comme une somme dénombrable de
fonctions indicatrices d’événements appartenant a .% (T).

Soit ¢ = (£(k))ken. une loi de reproduction. On rappelle que pour tout i € N, £* € .#(N) est la loi &
convolée i fois avec elle-méme, en adoptant la convention £*° = §. On rappelle qu’un processus de branche-
ment de loi de reproduction £ est une chaine de Markov de matrice de transition Q = (p(%, j));, jen donnée par
p(i,5) = (£*)(4). La proposition suivante montre que si 7 est un arbre de Galton-Watson, (Z,,(7))nen est un
processus de branchement de méme loi de reproduction que 7.

Lemme 1.1.22 Soient (2, .7, P), un espace de probabilité et 7 : Q0 — T, un arbre de Galton-Watson % -
mesurable de loi de reproduction & = ({(k))ken. Pour tout n € N, on note .7, la tribu engendrée par Tin- Les
assertions suivantes sont vérifiées.

(1) Soitn € N. Alors L,,(T) est F,-mesurable et conditionnellement a F,, les sous-arbres 0,7, u € L, (T),
sont mutuellement indépendants de méme loi que T sous P.

(13) (Zn(T))n>0 estun (Fy,)n>0 processus de branchement de loi de reproduction € de valeur initiale Zy = 1.

Preuve : on montre (7) par récurrence sur 7, la cas n = 1 étant une reformulation de la condition (b) de la
définition I.1.19. On suppose (i) vérifiée au rang n. On fixe t € U tel que ¢}, = ¢ et pour tout u € Ly, +1(1),
on fixe des fonctions F}, : T — R mesurable bornées. On observe que

L=t 1] Fal0m) = Looomrowy T1 (Hopmn=snn T1 Fie@:(067) -

UWEL 11 (L) 1<j<kg(t) vELn (0()t)
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En appliquant la condition (b) de la définition I.1.19, on obtient

[ {Tin1=t} H Fu( UT)] = &(ko(t H E[l{T\n_e(J)t} H F) *v } ’

UELp+1(¢) 1<]<kz(t) ’UELn(Q(j)t)

L’hypothese de récurrence implique pour tout j € {1,...,kz(t)} que

E[Lp,20,n [1 Foml0ur)] =P, =061 T BlF.)] -

UELn(a(j)t) ’l)ELn(H(j>t)

Donc

B[1(r,. 2 [[ Fulr)] = o) T[] (Pl =000 ] ElFy(n)])

u6£n+1(t) 1§]§kz(t) ’UGLVL( ])t)
= ko) ( I Pmn:e(j)t)) [ E[Fu()
1§]§]€g(t) U€£n+1(t)

car les ensembles {(j) xv; v € L, (0;)t)}, 1 < j < ky(t), forment une partition de £,,11(t). En prenant les
fonctions F), égales a 1 dans ce qui préceéde, on obtient P(7j,,11 = t) = £(ka(t)) [T1<j<p, ) P (T = 05t

et donc
E|:1{T\n+1:t} 11 Fu(euT)] =P =1) [ E[Fu(r)
u€£n+1(t) u€£n+1(t)

ce qui entraine le résultat pour n + 1 et ce qui complete la preuve de (7).
Montrons (47) : pour cela on observe que

Znpi ()= > ku(m)= D ko(bur).

UEL(T) UELn(T)
Donc par (i), conditionnellement a .%,,, Z,,11(7) est la somme de Z,,(7) variables (conditionnellement) indé-

pendantes de loi £, c’est-a-dire que conditionnelement a .%,,, Z,,+1(7) a pour loi £ *Zn(7)_ Pour toute fonction
f N — [0, 00][, on a par conséquent

E[F(Zn+1 |¢/’n Zf *Zn(T (Q f)( ( ))

JEN

ce qui prouve (ii). [ ]

EXERCICES.

Exercice I.12 Montrer la proposition 1.2.4. ]
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I.1.c Construction comme systeme dynamique aléatoire.

On fournit ici une construction des chalnes de Markov comme des systemes dynamiques aléatoires. Cette
construction peut aussi se voir comme une méthode de simulation mais elle est trés naive et n’est en général
pas praticable quand I’espace d’états est grand.

Définition 1.1.23 (Fonctions d’échantillonnage) Soit P, une loi de probabilité sur (£2,.%). Soit U : Q@ — [0, 1],
une v.a. de loi uniforme.

(a) (Echantillonnage d’une loi) Soit p € ./, (F). Une fonction d’échantillonnage de p est une fonction
¢u : [0,1]— E, mesurable telle que

1
Vic E, u(z‘)zP(%(U):i):/o Lipu(@)=iyd -

(b) (Echantillonnage d’une matrice de transition) Soit Q = (p(,7))s,jer, une matrice de transition. Une
fonction d’échantillonnage de () est une fonction ®¢ : [0, 1[x E — E, mesurable telle que

1
Vid €8, p.0) = P(U.) =) = [ Lgeimnde-
Autrement dit ®¢(-, ) est une fonction d’échantillonnage de la probabilité p(i, -). O

Lemme 1.1.24 Toute mesure de probabilité ;. sur E, ainsi que toute matrice de transition Q = (p(4,j))i jcE
sur E admettent des fonctions d’échantillonnage.

Preuve : on pose N = #FE. Si F est fini, N est un entier et on indexe les éléments de £ d’une fagcon quelconque
par g, ...,in—1. 51 F estinfini, alors N = oo et E est en bijection avec les entiers N : on indexe les éléments
de F en une suite d’éléments distincts, suite notée (i, ),cn. Dans les deux cas, on se donne une indexation des
éléments de E par les entiers, qui est donnée par £ = { in;0<n< N}ouN =#E.

On définit une premiere fonction ¢, : [0, 1[— E de la maniére suivante :

— Va € [0, u(io)[, on pose ¢, () = ip;
— VO0<n<N,Vzel0,1] tel que Y goep, 1(ip) <o <D gcpcnin H(ip), On pose ¢p(x) = iny1.

On fixe ¢ € E. Il existe un unique entier 0 < n < N tel que ¢ = %y,

Sin>1, P(pu(U)=1i)= P( o) U< Y u(z'p)) = pu(in) = p(i) -

0<p<n-—1 0<p<n

Sin = 0,alors i = ig et P(¢,(U) = i) = P(U < pu(ig)) = p(io) = p(i). Cela montre que ¢, est une
fonction d’échantillonnage de p.
On construit ensuite une fonction ®¢ : [0, 1[x E — E de la maniére suivante : on fixe i € E et

— VY € [0,p(i,i0)[, on pose Pg(x,i) = ip;

— V0<n<NetVr € [0,1] tel que Y 5o, P(is3p) < & < D gcpcpiq Pisip), on pose @g(x, i) =
ing1.
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En raisonnant de méme, on voit que ®¢ est une fonction d’échantillonnage de (). |

La proposition suivante montre que les chaines de Markov sont, en quelque sorte, une généralisation des
suites définies par récurrence, c’est-a-dire des systeémes dynamiques aléatoires.

Proposition 1.1.25 Soit (2,.7, P), un espace de probabilité sur lequel est définie une suite U, : Q@ — [0, 1],
n € N, de v.a. indépendantes de loi uniforme. Soit 1, une mesure de probabilité et soit (), une matrice de
transition. Soient ¢, et O, des fonctions d’échantillonnage de i et (). On définit récursivement une suite
X = (Xy)n>0 de v.a. a valeurs dans E en posant

Xo = ng(UO) et YneN, X,;1= (DQ(UN+17 Xn) .
Alors, sous P, X est une chaine de Markov de loi d’entrée i et de matrice de transition Q).

Preuve : on remarque tout d’abord que o(Xy,...,X,) C o(Uy,...,U,) par conséquent Uy, ;1 est indépen-
dante de X, ..., X,. On en déduit que pour tout j € F,

1
E[1(x, .=} Xo,..., X,] :/0 Liag (2, x0)=j1d = p(Xn, J) -

Cela implique que pour tout n € N et toute fonction f : F — R,

E[f(Xn+1)|X0”Xn] = E{Zf(])l{Xn+1:j})XUa,Xn}
= Zf(j)E[l{XnH:jﬂXo,...,Xn]
= > p(Xn, ))F(G) = (Q-1)(Xn),
JEE
ce qui montre le résultat voulu. -

La proposition précédente suppose 1’existence d’un espace de probabilité (2,.%, P) sur lequel peut étre
définie une suite U,, : Q — [0,1[, n € N, de variables .% -mesurables indépendantes de loi uniforme. Un tel
espace de probabilité existe et peut se construire simplement a I’aide de la mesure de Lebesgue (voir 1’exercice
1.13 23). La proposition précédente entraine donc le résultat d’existence suivant.

Proposition 1.1.26 Soit ), une matrice de transition et soit i, une mesure de probabilité sur E. Alors il existe
un espace de probabilité (0, F ,P) et une suite X, : Q@ — E, n € N, de variables .7 -mesurables telle que
sous P, (X;,)n>0 soit une chaine de Markov de matrice de transition Q) et de loi d’entrée ju.

EXERCICES.

Exercice .13 Pour tout 2 € [0, 1] et pour tout n > 1, on pose

en(z) = [2" 1 a] — 2|27z .
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1. Montrer que £, (x) € {0, 1}, pour tout z € [0, 1] et tout n > 1. Montrer que pour tout = € [0, 1], 1a suite (e, (z))n>1 n’est pas
constante a 1 a partir d’un certain rang. Montrer de plus que

x = Z 27 "en () .

n>1

Réciproquement, on suppose qu’il existe une suite 7, € {0,1}, n > 1 qui ne stationne pas a la valeur 1 a partir d’un certain

rang et telle que
T = Z 27"y .

n>1
Montrer que 7, = e (x), pour tout n > 1. La suite (e, (x)),>1 est le développement dyadique (ou en base 2) de x € [0, 1].

2. Onpose 2 = [0,1[, # = %B([0,1]), la tribu des Boréliens et P = ¢, la mesure de Lebesgue sur [0, 1[. Montrer que sous P,

(en)n>1 est une suite de variables de Bernoulli .% -mesurable, indépendantes de parametre 1/2 : P(e, = 0) = P(e, = 1) =
1/2.

3. Montrer qu’il existe une partition de N* en une suite de sous-ensembles infinis notés Iy, k > 0. Pour chaque k& > 0, on indexe
de facon croissante les éléments de I, = {n(k,1) < n(k,2) < ...}. On pose ensuite

VE>0, Us=Y 2 "engm -

m>1

Montrer que Uy, : 2 — [0, 1) est .#-mesurable et que la suite (Ux)r>0 est une suite de variables indépendantes et de loi
uniforme sur [0, 1[. 1.1.26. O
I.1.d Trajectoire d’une chaine de Markov.

Il est assez naturel de voir une chaine de Markov comme une suite aléatoire, c’est-a-dire une trajectoire
aléatoire, ce qui demande quelques définitions.

Définition 1.1.27 L’ensemble des suites a valeurs dans F est noté
EN = {x = (Zp)nen : 2n € E,n € N} .
(a) Les sous-ensembles de EN de la forme suivante :
Cigrovin = 1x = (@i)ren € EY : 20 =10 ;...;20 = in}, n €N, dg,..., i, € E, (1.28)

sont appelés des cylindres élémentaires. On note ¢ 1’ensemble des cylindres élémentaires auquel on
adjoint () et EN. C’est clairement un pi-systéme.

(b) On note Z(E)®N := ¢(%), la tribu sur E engendrée par les cylindres élémentaires. On I’appelle la
tribu produit sur EY (un ensemble de la tribu produit est donc un ensemble de suites a valeurs dans E).

(c) Soit (Q2,.7) un espace mesurable et X = (X,,)n>0 : © — EN. On dit que c’est une suite aléatoire
F -mesurable (ou un processus .F -mesurable) si X est (F, 2(E)®N)-mesurable. O

Lemme 1.1.28 Soir (Q0,.%) un espace mesurable. Soit X, :  — E, n € N, une suite de fonctions, sur
lesquelles on ne fait pas d’hypothése de mesurabilité a priori. On pose X = (Xp)n>0 1 Q — EN. Alorsilya
équivalence entre les assertions suivantes.

(i) X est une suite aléatoire .F -mesurable (c-a-d que la fonction X est (F , P (E)*N)-mesurable).

F
(ii) Pour tout n € N, X,, est & -mesurable (c-a-d que pour tout n € N et touti € E, {X,, =i} € F).
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Preuve : on suppose que les v.a. X,, sont .#-mesurables. On observe que

(X€Chpit= () (Xp=i} €2,

0<p<n

pour tout cylindre élémentaire C;, . ;, € €.Comme o(¢) = P (E)®N, celamontre que X est (7, Z(E)®N)-
mesurable.

Réciproquement, on suppose que X est (., Z(E)®N)-mesurable. On fixe n € Net j € E. On vérifie que
{Xn =7} =Ui. i, 1en{X € Cig. i, 1,j} € F, ce qui entraine que X, est .7 -mesurable, et ce pour tout
n € N. ]

On fixe une probabilité¢ P sur (€2,.%) et on se donne une suite aléatoire X = (X,,),>0 a valeurs dans E.
On rappelle que sa loi sous P, notée yix, est une mesure de probabilité sur 1’espace mesurable (EY, 22(E)®N)
donnée par
VBe 2(E)*N  ux(B)=P(XeB).

On a notamment

Vn €N, Vig,...,ip € F, /Lx(CZ‘O in)ZP(X():io;...;XnZin). (1.29)

77777

Le théoréme de transfert montre que pour toute fonction ' : EN — R, #(E)®N-mesurable bornée ou positive,
ona

E[F(X)] = /ENquX.

Le lemme suivant montre que la loi d’une chaine de Markov est enti¢rement caractérisée par sa matrice de
transition et sa loi d’entrée.

Lemme L.1.29 Soient (0, .7 ,P) et (', %', P’), deux espaces de probabilité sur lesquels sont définies resp. X =
(Xn)n>0 et X' = (X )n>0, deux suites aléatoires a valeurs dans E. Alors, les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(i) px = pxr-

(i) P(X € B) =P/'(X' € B), VB € 2(E)®N.
(iii) E[F(X)] = E'[F(X')], VF : EN — R, 2(E)®N-mesurable bornée (ou positive).
(iv) P(Xo = io;...; Xp = in) = P'(X, = ig;...: X!, = i), ¥n € N, Vig, ..., in € E.

Par conséquent, si X sous P et X' sous P’, sont deux chaines de Markov de méme loi d’entrée et de méme
matrice de transition, alors elles ont méme loi.

Preuve : par définition (i) <= (ii) <= (éi7). Trivialement, (i4) = (iv). Supposons (iv) : (1.29) implique
que pux et ux coincident sur le pi-systeme % des cylindres élementaires. Le théoreme d’unicité du prolonge-
ment des mesures A.1.11, en appendice page 271, implique que ux et ux/ coincident sur o(%) = 2 (E)®N,
c’est-a-dire ux = px. Cela montre (iv) = (i).

Supposons que X sous P et X’ sous P’, soient deux chaines de Markov de méme loi d’entrée et de méme
matrice de transition. Le lemme 1.1.4 implique que X et X’ satisfont (7v), qui implique (), ce qu’il fallait
démontrer. |

Le processus canonique. On fixe Q = (p(4, 7)) jer, une matrice de transition et u € .#,(FE). La propo-
sition 1.1.26 montre I’existence d’un espace de probabilité (§2,.#,P) et une suite aléatoire X = (X, )n>0,
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définie sur cet espace telle que, sous P, X soit une chaine de Markov de matrice de transition () et de loi
d’entrée p. Le lemme 1.1.29 précédent montre que la loi ux de X sous P, qui est une mesure de probabilité
sur (EN, 2(E)®Y), est entierement déterminée par @ et . On note yx par IP’S. Le lemme 1.1.29 précédent et
le lemme 1.1.4 montrent que c’est I’unique mesure de probabilité sur (EN, 2 (E)®) telle que

P (Cig,....in) = 1io)p(io,i1) - . - plin—1,in) , M EN, dg,... in € E. (1.30)
On appelle ]P)fL2 la loi canonique d’une chaine de matrice de transition Q) et de loi d’entrée ;1. On pose ensuite
Q°=EN et F°=2(E)*N.

Pour tout n € N, et pour toute suite X = (2,)pen € E, on pose X2(x) = x,. Cela définit bien une
fonction X? : Q° — E : c’est simplement la n-iéme projection canonique. Méme si c’est un peu ridicule,
on pose X° = (X2),en, qui est une fonction de Q° dans EN. On vérifie immédiatement que pour toute suite
x € Q° = EY, X°(x) = x. La fonction X est donc I'identité sur ° = EN. Elle est donc clairement
(F°, 2(E)®Y)-mesurable. Le lemme I.1.28 implique donc que les projections canoniques X¢ : Q° — E sont
bien .7 °-mesurables. On appelle X° = (X?)n>0 le processus canonique.

On vérifie alors que Cj, ;. = {X§ = do;..., XS = in}. Donc (1.30) et le lemme I.1.4 impliquent

que sous IF’,?, X est une chaine de Markov de matrice de transition Q et de loi d’entrée 1. On introduit la
terminologie suivante.

o (Q°,.7° X, IP’,?) est appelée la chaine de Markov canonique de matrice de transition () et de loi d’en-
trée L.

Cette réalisation particuliere sert de référence : soit (€', %', P’), un espace de probabilité et soit X' = (X],),,>0,
une suite aléatoire définie sur cet espace telle que, sous P/, X’ soit une chaine de Markov de matrice de transi-
tion () et de loi d’entrée . Alors,

VB e #(E)*N, P/(X'e€B)=P?X°ecB)=PB).
La chaine canonique n’interviendra que dans certains résultats d’existence. O

Définition « globale » des chaines. Il arrivera trés fréquemment que 1’on change la loi d’entrée d’une chaine
de Markov. Pour ne pas affronter des problemes de notation insurmontables, on ne veut pas changer de suite de
variables aléatoires. On préfere fixer I’espace mesurable et la suite des variables qui y sont définies, et changer
les probabilités sur I’espace mesurable sur lequel on travaille. C’est pour cela que 1’on introduit la définition,
définitive pour ce cours, des chaines de Markov, qui portera temporairement le nom de « définition globale des
chaines de Markov ». Le terme « global » n’est pas standard et nous 1’abandonnerons rapidement.

Définition I.1.30 Une chaine de Markov globale, de matrice de transition (), est la donnée des objets mathé-
matiques suivants :
(Q; F 5 (Fn)n>0; X = (Xn)n>0; Q; Py, p€ #(E)).

ou on précise que :

o (£,.7) est un espace mesurable, (%, ),>0 est une filtration sur (2, .#), X = (X,,),>0 est une suite de
variables (.%,),>0-adaptée a valeurs dans E.

e Pour toute mesure de probabilité ;» € .#,(FE), P, est une mesure de probabilité sur (2, .%) telle que, sous
P, X est une chaine de Markov relativement a (Fn)n>0, de loi d’entrée 1 et de matrice de transition
Q, selon la définition 1.1.2. O
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Pour tout n € N, on note .% = (X, ..., X3) : (F2)n>0 est la filtration canonique. On appelle
(Q°5 725 (Fnz05 X0 = (Xnz0; Q; PY, p € A(E))

la chaine de Markov (globale) canonique de matrice de transition (). Cela montre immédiatement le théoréme
d’existence suivant.

Théoreme 1.1.31 Pour toute matrice de transition @, il existe une chaine de Markov globale ayant () pour
matrice de transition.

I.1.e Propriétés de Markov.

Dans la suite (Q;.7; (Fn)n>0; X = (Xn)n>0; @ = (p(i,4))ijem; Pu, i € A1 (E)) désigne une chaine
de Markov (globale). La propriété de Markov s’énonce informellement de la maniere suivante : soit ng € N;
la suite (Xpy+n)n>0, qui représente la trajectoire de la chaine de Markov aprés 1’instant ng, ne dépend du
passé .%,, qu’a travers sa position (ou son état) X,,, a Iinstant ng et elle se comporte comme une chaine de
Markov issue de I’état X,,, et de matrice de transition (). Pour pouvoir énoncer formellement cette propriété,
on introduit I’opérateur de décalage sur les suites a valeurs dans F.

Définition I.1.32 On fixe ny € N. On définit I’application 6, : EN — EN par OnoX = (Tng+n)nen, pour
toute suite X = (1, ),eny € EN. L application 6,,, est appelée I’opérateur de décalage au temps ng. 1l est facile
de vérifier que 0,,, o 0,,, = 0,,y4n,, pour tous ng,n; € N. O

Lemme 1.1.33 0,,, : EN — EN est (2(E)®N, 2(E)*N)-mesurable.

Preuve : on remarque que

O (Cigoin) = {x=(@R)ken € BV : @y =05 ... 5 Tngan = in}
N
= U CjOv---JnO—lviOv--win € ‘@(E)® .

jOv--wjno—lEE

Comme 0(%) = 2(E)®Y, cela permet de conclure. [ |

Conventions et notations importantes. Avant d’énoncer la propriété de Markov simple, un peu de "gym-
nastique notationnelle" s’avere utile.

e On note E, I'espérance associ€e a P . Par définition la loi de X sous P, est Pg, la loi "canonique". On
note de méme Eg I’espérance associée a IP’:";“). Soit F' : EN — R, une fonction #(E)®"N-mesurable bornée
ou positive. On notera I'intégrale [,y F dIP’,ﬁ2 plutdt par E,? [F'] que par ES [F'(X°)]. Avec ces conventions, le
théoreme de transfert s’exprime donc E,[F(X)] = E$[F). On a donc cing maniéres d’écrire la méme quantité
avec une préférence de notation pour le premier et le dernier membre de ces égalités :

E,[F(X)] = /QF(X(w))dP(w) = /ENFdIPff =EQ[F(X°)] =EY[F].

e On fixe i € E. On note d; la masse de Dirac en i, qui est une mesure de probabilité sur E : §; € .#,(E). On
rappelle que 0; = (6;(j));jer est donnée par 0;(j) = 0sii # j et ;(i) = 1. Pour simplifier les notations, on
pose

Vie F, PZZPEZ
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On a donc P;(Xy = i) = 1, c’est-a-dire que P;-p.s. Xy = i. On note E; I’espérance associée a P;. De méme
on préfere noter Pg par IP’ZQ et Eg par IE?

e Soient Z : 2 — F, une v.a. .%-mesurable et F : EY — R, une fonction Z(E)®N-mesurable bornée ou
positive. On définit la fonction Y : @ — R en posant Y (w) = Ez(,,[F(X)], pour tout w € 2. On note Y
simplement par Ez[F(X)]. On a donc Y (w) = E;[F(X)] si Z(w) = i, ou encore

EZ[F(X)] =Y 1z BilF(X)] = ) Lz B [F] .
i€E icE
Si ¢ une sous-tribu de .7 et si Z est ¥-mesurable, alors Ez[F'(X)] est ¥-mesurable également.

Théoréme 1.1.34 (Propriété de Markov simple) Pour tout ng € N, pour toute loi d’entrée | € M1(E) et pour
toute application F : EN — R qui est QZ(E)(@N -mesurable bornée, on a

P.p.s. E,[F(0n,X)|Fn] = Ex,, [F(X)]. (L31)
Preuve : on fixe yu € .#(FE). Pour tout m € Nettout j € E,ona
Pups. Eullix, . =it Fm] = p(Xm,j) - (132)

Ceci résulte de la définition I.1.2 avec P = P, n = met f = 1y;, et donc (Q.f)(i) = p(4,), pour tout
1€ E.

On fixe ensuite ig, . . ., %, € £ et on montre d’abord la propriété de Markov (1.31) pour F' = 101,0 ;- On
remarque que F'(6,,,X) = L (X0 =i0:Xng 1113 Xng tn—1=in_1} H{Xng 1 n=in}- Comme X est (Fn)n>0-adaptée,
ona{Xn, =1i0; Xng+1 =115 -3 Xng+n—1 = in—1} € Fno+n—1 eten appliquant (1.32), avec m = ng+n—1
et j = in, On voit que

EH [F(GHOX”}\HO'F’N—].] = 1{Xn0:i0§Xn0+1:il3‘-~§Xn0+n71:in71}E[1{Xn0+7zzin} | yno-i-n—l]
= 1{Xn0:’L'0§X'VL0+1:7;1§~--§Xn0+n71:in71}p(Xn0+n_17/I:n)

- 1{Xn0 :i0§Xn0+1:il§-~-§Xn0+n—1:in—1}p(zn_17 Zn) :

En répétant I’argument, on voit que

E [F(0noX)|Fno+n—2] = L{X, mi0:Xng 112015 i Xng n—2=in_2}P(in—2, in—1)P(in—1,n),
et en recommencant, on finit par obtenir
E, [F(0,0X)|Fng] = 1(x,,=ig}P(i0,01) - - - P(in—1,n) - (1.33)
On observe ensuite que pour tout ; € F
E;[F(X)] =Pi(X € Cy,...i,) =Pi(Xo =1t0;..., Xpn =in) = 0i(i0)p(i0, 1) . . . p(in—1,1n)

et par (1.33) E, [F(0,,,X)| T, | = Px, (X € Ci,. i,), Pyu-p.s., ce qui montre la propriété de Markov (1.31)
pour F' = 1¢, ou C est un cylindre élémentaire quelconque.

On note ensuite .7 I’ensemble de toutes les fonctions ' : EN — R qui sont 2 (E)®N-mesurables bornées
et qui satisfont (I.31). Par linéarité de 1’espérance et de 1’espérance conditionnelle, on voit que 7 est un R-
espace vectoriel. On vient de montrer que 1¢ € 7, pour tout C' € €. Supposons que I’on ait I, € 7, p € N,
une suite de fonctions telles qu’il existe une constante ¢ > 0, satisfaisant 0 < Fj,(x) < Fj,11(x) < ¢, pour tout
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x € ENettoutp € N. On pose F = sup,, Fp. C’est clairement une fonction P (F)®N-mesurable positive et
majorée par ¢, donc bornée. Par convergence monotone conditionnelle, on a P,-p.s.

By [F(00X) | Fog] = lim By [F}(00X) | Fg] = lim Ex,, [F(X)] = Bx,, [FX)] .
ce qui montre que F' € . La version fonctionnelle du théoreme A.1.20 de la classe monotone (prouvé en

appendice page 273) implique donc que .7 contient toutes les fonctions &2 ( E)®N-mesurables bornées, ce qui
termine la preuve. |

En appliquant la propriété de Markov (I.31) au temps ng = 0, et en intégrant I’expression obtenue, on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.35 Pour toute fonction F' : EN — R qui est (E)®N-mesurable bornée, et pour toute loi
d’entrée i € M1(E), ona B, [F(X)] = .. p p(i)E[F(X)].

Propriété de Markov forte. Nous généralisons la propriété de Markov a des temps d’arrét. Pour cela, on a
besoin de préciser les notations suivantes. On fixe i* € F, qui ne joue aucun role spécifique. Soit T : 0 —
N U {oo}, un temps aléatoire. On pose alors

X siT =n 0,X = (X siT =n

Xr = .*n . et 0rX = n* . £ .T+n)m20 .

i siT = o0 (a*, 0%, 3%, 0%, ..0) siT = 0.

Théoreme 1.1.36 (Propriété de Markov forte) Soit T, un (ﬁn)nzo-temps d’arrét. Alors les assertions suivantes
sont vérifiées.

(i) X7 :Q — E est Fp-mesurable.
(ii) 07X : Q — EN est (F, 2(E)®N)-mesurable.

(iii) Pour toute i € M1 (E), et toute F' : EN — R, 2(E)*N-mesurable bornée, on a
Pu-p.s. EM [1{T<oo}F(9TX) ]ﬁﬂ = 1{T<oo}EXT [F(X)] . (134)

Preuve : on fixe i € E et on observe que pour toutn € Nyona {Xy =i} N{T =n} ={X,, =i} n{T =
n} € F,, car X,, est .%,-mesurable. Cela montre que {Xp = i} € .Zp, pour tout i € E, donc que X est
ZFp-mesurable, ce qui est le point (7).

On note [1*], la suite constante a i*. On fixe C' € € et on pose A* = () si [i*] ¢ C et A* = Qi [i*] € C.
On remarque que

{0rX eC}= (A" N{T=oc})U | J{:XeCIN{T =k}
keN

Comme les 6, sont mesurables, {0, X € C} N{T = k} € .#, pour tout k& € N. Cela implique que {67X €
C} € .Z pour tout C' € €. Comme o(%) = P(E)*N, cela montre que 67X est (F, 2(E)*N)-mesurable,
ce qui est exactement le point (27).

Montrons la propriété forte de Markov qui est le point (¢72) : on fixe p et F' comme dans I’énoncé. On fixe
A € %p. Comme F est bornée, on en déduit I’interversion série / espérance suivante :

E, [1{7<oojnaF(07X)] = B, [Lir—nnaF (6.X)] .

neN
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Par définition de Zp, {T' = n} N A € %,, pour tout n € N. La propriété de Markov simple au temps n
implique alors que E, [17—,3qa F(6,X)] = E, [1i7—naEx, [F(X)] |. Ona donc

E, [1i7<oo}naF(0rX)] = Eu[lir—mnaBx, [F(X)] ] = B, [1ircoinaBx, [F(X)]] .

neN

Comme cette égalité est vraie pour tout A € Fr, et comme Ex,, [F(X)} est #p-mesurable, cela entraine
(1.34). [

Exemple 1.1.37 On se place dans le cas ot la chaine de Markov est une marche aléatoire sur Z. Il est facile
de voir que la propriété de Markov forte implique le résultat suivant : soit 7', un (%, ),>o-temps d’arrét et
soit € .#1(Z%). On suppose que P, (T < oc) = 1. Alors, sous P, la suite de v.a. (X, 7 — X7)n>0 est
indépendante de la suite (X,A7)n>0 et elle est distribuée comme X sous Py (les détails de cette vérification
sont laissés au lecteur). O

EXERCICES.

Exercice 114 Soit (Q; .Z; (Fn)nz0; X = (Xn)nz0; Q = (p(3,5))ijer; Pu, p € A1 (E) ), une chaine de Markov. On fixe
F' C E, un sous-ensemble non-vide de E. On pose

Tr=inf{neN: X, € F}
avec la convention que Tr = oo ssi pour tout n € N, on a X,, ¢ F. Tr est le temps d’atteinte de F.

1. Montrer que T est un (% )n>o-temps d’arrét.

2. Pour tout n > 0, on pose Y, = Xpa1,. Montrer que
(Q; 32; (yn)n20§ Y = (Yn)nZO; Q* = (p*(ivj))i7j€E§ PH , b€ %I(E) )
est une chaine de Markov dont on précisera la matrice de transition Q). Cette chaine s’appelle la chaine absorbée en F associée
aX. d
Exercice 115 Soit (Q; .Z; (Fn)nz0; X = (Xn)nz0; Q = (p(3,5))ijer; Pu, p € A1 (E) ), une chaine de Markov. On fixe
F' C E, un sous-ensemble non-vide de E. On pose
Tr=inf{neN: X, € F}

avec la convention que Tr = oo ssi pour tout n € N,ona X, ¢ F. Tr estle temps d’atteinte de F, qui est un (%, ), >o-temps d’arrét.
On se donne un point cimetiere 0 ¢ E et on définit pour tout n € N

v, — X, sin<Tp,
[ sin>Tp.

1. Onpose E* = (E\F) U {9}. Montrer que
(Q; 75 (Fn)nz05 Y = (Ya)nz0: Qx = (pe(i,))ijen~; Pu, p € A(E))

est une chaine de Markov dont on calculera la matrice de transition Q.. Cette chaine s’appelle la chaine tuée en F' associée a
X.
2. Quel est le lien avec la chalne absorbée en F'?

3. Onpose ¢ = inf{n € N: Y, = 9}, avec les convention habituelles. Montrer que Tr = (. O
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Exercice 116 Soit (Q; Z; (Zn)nz0; X = (Xn)nz0; Q = (p(i,4))ijer; Pu, p € A1 (E) ), une chaine de Markov. On fixe
F C E, un sous-ensemble non-vide de E. Pour tout k € N, on définit

T =inf{n>0: X, € F} et Vk>0 TE™ =inf{n>7T" : X, € F},
avec la convention habituelle inf @ = co.

1. Montrer que les temps T° ng), k > 0 sont des (%, )n>o-temps d’arrét. Ce sont les temps de retour successifs de la chaine en F'.

2. On se donne un point cimetiere @ ¢ F et on définit pour tout k € N
X SiTH < oo,
Y. = F k)
0 siTyp’ = oo.
On pose F* = F' U {0}. Montrer que
(Q; 9; (ﬁT}(?k))kZO; Y = (Yk)kZ(); Q* = (p*(’i7j))i,jeF* > Pu» JIAS <//1(F*) )

est une chaine de Markov dont on calculera la matrice de transition Q. O

Exercice I.17 Soit G = (S, A) un graphe simple, fini. On rappelle qu’une suite finie v = (so, S1,. .., Sn+1) est un chemin dans le
graphe ssi {sk, sk+1} € A, pour tout 0 < k < n. On dit que le chemin ~ relie le sommet so au sommet s,,. On dit que le graphe G
est connexe ssi toute paire de sommets distincts sont reliés par un chemin. Le chemin v est un cycle ssi (1) :s0 = sp+1,(2) :n > 2 et
(3) : tous les sommets so, S1, - - . , S, sont distincts. Un arbre est un graphe connexe et sans cycle.
On suppose que T = (S, A) est un arbre. On se donne un sous-arbre T/ = (S’, A’), c’est-a-dire un arbre tel que S’ C S et
A’ C A. Soit
(93 F; (ﬂn)nzo ; X = (Xn)n20§ Q= (p(i,j))i,jes i Pu,pe jfl(s) ) )

une marche aléatoire simple sur I’arbre T = (S, A). On pose
TV =inf{n>0:X,€8} et Vk>0 T4 =inf{n>T1{ : X, €8},
avec la convention habituelle inf ) = co. On suppose que
Vue #(S), PuLTE <oo)=1.
1. Montrer que pour toute loi d’entrée p € .#1(S) et pour tout k > 0, P#(Tgf) < 00) = 1 et donc que
P.(Vk>0, T <oo0)=1.

Que signifie ce résultat ?

2. Montrer que la question précédente implique que pour toute loi d’entrée p € .#1(S), il a un sens a définir P, -presque slirement
la suite (Y%)x>o0 par
Ye =X, k2>1.
s/

Montrer que

(Q; 75 (fTél/c))kzo; Y = (Ya)kzo; @« = (0+(i,5))ijes s Pu, p € 41 (S'))

est une marche aléatoire simple sur le sous-arbre 7”. Ou la propriété d’arbre est-elle utilisée de facon essentielle ? Ce résultat
peut-il rester vrai pour des marches aléatoires simples des graphes qui ne sont pas sur des arbres ? ]

L.1.f Exemple d’application : le probleme de Dirichlet sur les graphes.

Probléme de Dirichlet dans R%. Soit D C R? un domaine, 4 savoir un ensemble ouvert connexe. Nous
désignons par D son adhérence et par 0D = D\ D sa frontiere qui est un ensemble fermé. Soit f : 9D — R
une fonction bornée et continue.

Imaginons que D soit un objet métallique : nous imposons la température 2 la frontiere de D, la valeur de
la température a x € 0D étant notée f(z). On attend qu’un régime stationnaire s’établisse.

Quelle est la température a l'intérieur de D ?
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Si on note par u(x) la température en x € D. Alors u = f sur &D. De plus, la physique implique que u doit
étre continue sur D (et bornée). Enfin la température dans I’ objet métallique est le résultat d’un flux de chaleur
en régime stationnaire et v est la moyenne de ses propres valeurs dans un voisinage.

Plus précisément, on désigne par B(z, ) la boule ouverte de centre € D et de rayon r €]0,00[. On
note /4 la mesure de Lebesgue. Alors, u satisfait a la propriété de la valeur moyenne dans D si elle satisfait les
conditions suivantes

— 1
Vo € D,Vr €]0,00[ tel que B(z,r) C D, u(xr) = ————-% / u(z + 1ry) La(dy). (L35)
10 o0f LBO.D) Sty T 1Y)
Le membre de droite correspond 2 intégrer uniformément sur la sphere 0B (z,7) = {y € R : ||y — z|| = r}.

Nous disons, de facon synonyme, que u est harmonique dans D (Fourier a développé I’analyse harmonique
pour résoudre ce probleme). Mentionnons que la propriété de la valeur moyenne peut étre reformulée (locale-
ment) de la maniere suivante.

e Soit v : D — R, une fonction mesurable et localement bornée. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.
(a) v satisfait la propriété de la valeur moyenne dans D.

(b) v est C? dans D et
d

VeeD, Av(z):= Z
k=0

Ici ’opérateur différentiel A est appelé le Laplacien. Le probléeme que nous avons décrit est appelé le (D, f)-

probléme de Dirichlet et il peut étre reformulé de la maniere suivante.

e Soit D C R% un domaine et soit f : D — R une fonction continue. Alors % : D — R est une solution
du probleme de (D, f)-Dirichlet si

u € C*D)NCY(D), u=fsurdD et Au=0sur D. (1.37)

Spheres de Poincaré. H. Poincaré a congu une solution probabiliste au probleme de Dirichlet, connue sous
le nom de « spheres de Poincaré », qui se décrit comme suit. Pour simplifier, nous supposons que D est un
domaine borné. On se donne (Up,),>1 une suite de vecteurs aléatoires indépendants de loi uniforme sur la
sphere unité B(0, 1), c’est-a-dire que pour toute fonction g : R — R mesurable bornée, on a

Blo(U)] = sratamy | (i)t

A partir de x € D et de la suite (U, ),,>1, nous définissons une suite de v.a. (X,,(x))nen & valeurs dans D de la
maniere récursive suivante.

(a) On pose Xp(x) = x.
(b) Supposons que X, () ait déja été construit. On définit alors R,, = sup{r €]0,00[: B(X,(z),r) C D}.
On pose alors
Xnt1(z) = Xp(2) + RpUpya -
Autrement dit X, 1(x) est choisi uniformément sur la sphere 0B (X,,(z), R,)

On remarque que (X,,(z))nen est une chaine de Markov a temps discret mais a espace d’état continu. Modulo,
des hypotheses de régularité sur 0D, Poincaré affirme ce qui suit.

(i) Presque sirement, lim,,_,~ X, () = Xoo(x) existe et p.s. Xoo(x) € OD.
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(ii) Pour tout x € D, on définit u(z) = E[f(Xs(x))]. Alors, si dD est suffisamment régulier, u est une
solution au (D, f)-probléme de Dirichlet.

Cette procédure remarquable explique parfaitement comment la propriété de la valeur moyenne s’étend a la
frontiere. Le point (7) est relativement facile a prouver a I’aide du théoréme de convergence des martingales (et
lorsque D est borné). Cependant (ii) est plus difficile & prouver directement mais si le probleme de Dirichlet
admet une solution (et si D est borné) alors il n’est pas difficile de montrer qu’elle elle est nécessairement
donnée par (7i) : voir I’exercice I.18, page 36 en fin de section.

Le probleme de Dirichlet sur les graphes. La méthode des sphéres de Poincaré ne permet pas une preuve
facile de I’existence d’une solution au probleme de Dirichlet. Néanmoins, une version discrétisée de ce pro-
bleme sur les graphes est prouvable, ce qui est le but de cette partie. Cela fournit également une méthode
d’approximation possible des solutions au probleme de Dirichlet dans R

Soit G = (S, A), un graphe simple (non-orienté sans boucle et sans aréte multiple). On suppose S dénom-
brable et connexe, ¢’est-a-dire que pour tout s, s’ € S il existe sg, 1,...,5, € S tels que sg = s, 5, = s’ et
S0 ~ 81 ~ ...~ Sp.On le munit d’un systeéme de poids C = (C,; a € A). On rappelle que 0 < C, < oo,
pour toute aréte a € A et que

VseS, n(s)= Z Cis,sy €10,00].

§'€S:s'~vs
On considere la marche aléatoire sur G associée au systeme de poids C :
(25 F 5 (Fn)n>0; (Xn)nz0; Q = (p(s,5))s,s s Pu, p € A (S))
On rappelle que

Vs,s' €S, p(s,s) =Crsey/m(s) sis~s et p(s,s’) =0 sinon.

Définition 1.1.38 Soit D C S.

(a) Ondit que D est un domaine du graphe G si et seulement si D est intrinsequement connexe, ¢’est-a-dire
que pour toute paire de sommets distincts s et s’ de D, il existe un chemin s = s ~ 51 ~ ...~ s, = &'
tel que s1,...,5, € D.

(b) Le bord d’un domaine D de G est donné par
OD:={seS\D : 3 e D, s~s}.
(c) Soit D C S, un domaine. Soit v : D U 0D — R. On dit que w is harmonique sur D si

VseD, wu(s)= 7|-(13) Z Csou(s') . (1.38)

s'€S:s~s’

Remarque 1.1.39 Soit D, un domaine du graphe G set soit v : D U D — R. Alors pour toute mesure intiale
p € A (S), P,-ps.si Xg € D, alors X; € DUOD. On observe également que  est harmonique sur D si et
seulement si pour tout s € D, u(s) = Eg[u(X7)]. O
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Proposition 1.1.40 (Principe du maximum discret) Soit D, un domaine de G. Soit v : D U 0D — R, une
fonction harmonique sur D. Supposons que

dsopeD : wu(sg) = SEI%%)éDU(S) .

Alors, u est constante sur D U 0D.

Preuve : on définit K = {s € D : u(s) = maxgepugp u(s’) }. Alors, sy € K. Soit s € K. Puisque u est
harmonique sur D,
S Cpowy(uls) —u(s)) = 0.
s'€S:s~s!
Puisque, par définition C, oy > 0 et puisque s € K, u(s) — u(s’) > 0, pour tout s’ tel que s’ ~ s. Par
conséquent, u(s") = u(s) et donc s’ € K pour tout s’ tel que s ~ s'. Puisque D est connexe, on obtient alors
que K = D, ce qui implique facilement la proposition. |

Définition 1.1.41 Soit D C S, un domaine tel que 9D # (). Soit f : 0D — R. Alors u : D UdD — R est
une solution au (D, f)-probleme de Dirichlet discret si cette fonction satisfait les conditions suivantes.

(a) w est harmonique dans D,
(b) u(i) = f(i), pour tout i € 9D. O

Le principe du maximum implique le résultat d’unicité suivant pour le probleme de Dirichlet.

Proposition 1.1.42 (Principe d’unicité) Soit D un domaine dans S. Nous supposons que D est fini. Soit f :
0D — R. Supposons que uy et ug soient deux solutions au (D, f)-probléme de Dirichlet. Alors, w1 = us.

Preuve : on pose u = u; —ug. On observe tout d’abord que u est une solution au (D, 0)-probleme de Dirichlet.
Supposons que u; # ug. Puisque u; et uy coincident sur 9D, il existe un sommet s € D. tel que ug(s) # ua(s).
Puisque u; et ug jouent le méme role, on peut supposer sans perte de généralité que u1(s) > ua(s). Puisque D
est fini,

dso € D wu(sg) = Slen%au)éDu(s') > 0.

Par conséquent u est constant sur D U 0D par le principe du maximum discret. Puisque, w est nul sur 0D, u
doit étre nul sur D, ce qui contredit u (s) # ua(s). Cela montre par I’absurde que u; = us. [ |

Enongons maintenant le résultat principal concernant le probleme de Dirichlet discret.

Théoreme 1.1.43 (Solution probabiliste au probleme de Dirichlet discret) Soit D un domaine de G tel que
0D # (. Soit f : 0D — R. On définit Tpe = inf{n € N : X,, ¢ D}, avec la convention que inf () = co. On
définit ensuite la fonction u : DU 0D — Ry par

Vs € DUJD s u(s) = ES [1{TDc<oo}f(XTDc)] .
Alors u est une solution au (D, f)-probléme de Dirichlet discret. De plus, si D est fini, c’est la seule solution.

Preuve : pour simplifier les notations, on définit F'(X) = 1y, . <o} f(X7,.). On observe que si Xy € 9D,
Tpe = 0et F(X) = f(Xp). Ainsi, si s € 9D, alors u(s) = f(s). Remarquons ensuite que si Xy € D, alors
Tpe > let F(X) = F(0;X). Ainsi, si s € D, la propriété de Markov simple au temps 1 implique ce qui suit :

u(s) = Es[F(X)] =E; [F(61X)]
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= E[Ex, [F(X)]
= B fu(Xy)],

ce qui implique que u est harmonique sur D par la remarque 1.1.39 (page 33). Nous avons donc prouvé que u
est solution au (D, f)-probleme de Dirichlet discret. Le principe d’unicité compléte la preuve du théoreme. W

Lorsque D n’est pas fini, le probléme de Dirichlet n’a pas nécessairement de solution unique comme montré
dans I’exercices 1.19, en fin de section page 36. Nous renvoyons également a 1’exercice 1.36 (page 73) pour plus
de détails lorsque le domaine D n’est pas fini, situation dans lesquelles des hypothéses probabilistes sont a
préciser.

Pour conclure expliquons comment un probléme de Dirichlet discret sur Z¢ (utilisant la marche aléatoire
symétrique) peut étre utilisé pour approcher un probléme de Dirichlet sur R Ici cette présentation n’est pas
mathématiquement justifiée dans les détails. Voici I’esquisse de la méthode : on fixe un domaine borné D dans
R?; soit f : 9D — R, une fonction continue. Nous supposons que le (D, f)-probleme de Dirichlet (dans R?)
a une solution unique (ce qui est vrai si D a une frontiere suffisamment réguliere).

— Nous fixons un pas £ > 0 qui est petit. Nous approchons R? par eZ? = {ex;x € Z%}, que I’on voit
comme un graphe. Nous définissons ensuite

D.={xeZ%: exeD};.

Si D est suffisamment régulier et £ suffisamment petit, D, est aussi un domaine de Z% (au sens de la
définition 1.1.38, page 33). On note 9D, le bord de D,, au sens des graphes (définition 1.1.38, page
33). Dans un certain sens 0D est proche de {ex;z € 9D.}. Supposons que soit définie une fonction
fe 1 0D, — R qui soit également « proche » de f, c’est-a-dire que f.(x) ~ f(x.) ol . est point de 9D
le plus proche de z. Soit u, une solution du probleme (D,, f.) dans Z¢. Nous affirmons alors que

Ve € Doy ue(z) ~ u(ex) ,

avec un contrdle uniforme sur |u.(z) — u(ex)| en termes de &.

— Nous obtenons u. griace au théoreme 1.1.43 et a la loi des grands nombres. Plus précisément, on fixe
p € N (grand) et pour n’importe quel z € D,, on génere p marches aléatoires symétriques simples sur
7% indépendantes

(Xn(l))HEN’ R (Xn(p))neNa

toutes issues du vecteur z. Ensuite, on définit
Vke{1,...,p}, Tp.(k)=inf{n e N: X,,(k) ¢ D} et Z;= XTDg(k)(k) .

Autrement dit, Zj, est la position de la marche aléatoire (X, (k)),cn quand elle sort pour la premiere fois
sort de D.. Alors, par la loi des grands nombres

ue(2) = Blf(X1p, )] = = (fe(Z1) + ... + [:(Z)),

1

p
I’erreur étant (moralement) de I’ordre de O(pil/ 2) par le théoréme de la limite centrale.

La figure I.1.f page 36 montre le résultat de cette méthode dans le cas suivant : la dimension est d = 2 et le

domaine est le carré D := [—1,1]2. La fonction f : 9D — R est donnée par
V.T == (xlaxQ) € 8D, f(x) — 40082 (Il—ng) ,

Le pas du maillage est e = 1/30 et le nombre p de marches aléatoire est p = 400.
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FIGURE 1.4 — Approximation probabiliste d’une solution de Dirichlet. Ici z = u(z, y).

EXERCICES.

Exercice 1.18 Soit D un domaine borné de R?. Soit z € D. Soient X n(z) et Ry, n € N, les variables construites par 1’algorithme
des spheres de Poincaré a la page 32.

1. Soitv : D — R une fonction bornée et C? telle que Av = 0. En d’autres termes, v satisfait 2 la propriété de la valeur moyenne.
On pose alors Y, = v(Xn(x)). Prouver que (Yx)nen est une martingale bornée. Elle est donc convergente.

2. Pourtoutk € {1,...,d}, définir p, : © = (z1,...,24) € D — x1 € R. Prouvez que Ap,, = 0 sur D. Prouvez que presque
strement, limy, o0 Xn(2) = Xoo () existe.

3. Pour tout 2 € D on pose dist(x, dD) = inf{|lz — y||; ¥ € D}, ot ||-|| représente la norme euclidienne sur R?. Prouver que
Va1,22 € D, |dist(z1,0D) — dist(z2,dD)| < ||z1 — z2||.
Prouver que pour tout x € D, dist(z,dD) = 0six € dD.

Prouver que tout n € N, on a dist(X,, (), 0D) < 2R, = 2||Xn(z) — Xnt1(z)]|-

Prouver que presque siirement X o, (z) € dD.

N o s

Rappelons que D est borné. Soit f : 9D — R, une fonction continue. Supposons que u soit une solution au (D, f)-probleme
de Dirichlet. Prouvez que pour tout € D, u(z) = E[f (X (z))]. O

Exercice 1.19 Nous considérons Z comme un graphe (S, A) :ici S = Z et A = {{i,i + 1};i € Z}, c’est-a-dire le graphe linéaire
habituel. Nous fixons A €]0, co[ et nous définissons 1’ensemble de poids suivant : C'y; ;413 = X', 4 € Z. On se donne comme dans la
définition 1.1.30 une marche aléatoire associée a I’ensemble de poids C. Nous choisissons ici A > 1. Cela implique que facilement que
ue pour tout o € A#1(Z)), Pu-p.s. lim, 00 Xpn = 0.

On définit D = {i € Z : i > 1} qui est un domaine de Z tel que 9D = {0}. Soit u la fonction harmonique dans D et telle que
u(0) = 1 qui est donnée par le théoréme 1.1.43. Prouver que lim;_, o u(¢) = 0. Trouvez une autre solution au méme probleme de
Dirichlet discret. ]
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I.2 Algebre linéaire pour les matrices de transition.

Dans la suite (Q;.%; (F)n>0; X = (Xn)n>0;Q = (p(4,]))ijer; Py, it € A1 (E)) désigne une chaine
de Markov.

I.2.a Notation et calcul matriciel.

Produit de matrices de transition. On peut définir un produit pour les matrices de transition comme suit :
soient Q@ = (p(4,7))ijer et Q" = (p'(4,7))ijcr, deux matrices de transition; on définit la matrice produit

QRQ =Q" = (p"(i,]))ijek par

Vi,jeE, p'i,§) =Y pli,k)p(k,j
keE

qui a toujours un sens dans [0, oo], a priori. On observe que Q" est elle-méme une matrice de transition : pour
tout ¢ € F, on a en effet,

S P65 =D pli k) (kg) =Y plik) Y _p(k,j) = pli,k).1=

JEE JEE kEE keE JjEE keE

On définit récursivement Q" par Q"' = QQ" = Q"Q et Q° = Idg, I'identité sur E. Il est parfois utile
de poser la notation suivante [Q](i,7) = p(i,7) ol p(i, ) est U'entrée (i,j) de Q. On vérifie facilement par
récurrence que

Vn>2,VijeE, [Q"(i,j)= Y p(i,i)p(i1,iz) .. plin-1,]) - (1.39)

115esin—1€E

Action sur les fonctions. Comme déja expliqué au début de ce cours, une matrice de transition Q = (p(4, ) )i jeE
agit sur les fonctions de F dans R : a une telle fonction f, on associe la fonction Q. f donnée par (Q.f)(i) =

> jer P, j)f(j) qui a bien un sens des que

VieE, Y pli, ()] <oo.

JEE
Cette action préserve les fonctions bornées. Plus précisément on rappelle que ||Q.f|lcc < || f]lco de&s que

[[flloo < 00

Action sur les mesures. La matrice de transition () agit également sur les mesures positives sur £ de la fagon
suivante : si y est une mesure positive, on définit la mesure p.Q) en posant

VieE, (uQ)() =Y u)p@j) €[0,00]. (1.40)
i€l

I1 faut bien remarquer que (p.Q2)(j) peut étre une quantité infinie. On note (1) = > ;¢ p 1(j) la masse totale
de p. Notamment p € 1 (E) ssi (u) = 1. On note

My(E)={p: E 0,00 () < o0},
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I’ensemble des mesures de masse finie sur F. L’action de () sur les mesures de masse finie préserve leur masse,
c’est-a-dire que

Ve Mp(E), (u) = (pQ)
car (11.Q) = 3 jer p-Q(J) = Yijer p(i)p(t, ) = Yier w(i) 3 jepPis ) = Yjer p(i) = (1)

En particulier, on voit que

w € A(FE) = pn.Q € A (E).

Pour toute fonction f : ' — R et toute mesure positive y, on définit

£y =" u(@)f()

el
qui a bien un sens si Y ierx p1(7)]f(7)| < co. Si f estbornée et u € #;(E), alors [{u, )| < ()] f|loo-

Lemme 1.2.1 Soit o € .#1(E). La loi de X,, sous P, est (1.Q™. Donc, pour toute fonction f : E — R bornée,
VneN, Eu[f(Xn)] = (nQ", )= (u, Q".f).

Preuve : on remarque que (I1.39) implique que pour tout j € F, on a

P, (X, ZP (Xo=1i;...; X = j) = Y u(i)p(i,ir)p(in,ia) .. plin-1, )

8,0 50ty 1 EE 1,8 505ty 1 EE
= ZM (Zth (i1,32) ... pin-1,] ) ZM Q™4 )
i€E i1yesin_1€E i€ER
= pQ"(j).
Cela montre bien que .QQ™ est la loi de X, sous P,,. |

Un des buts généraux de ce chapitre est de trouver des hypothéses satisfaisantes sous lesquelles lim,, [Q™] (%, j)
existe.

Remarque 1.2.2 Lorsque I’espace F est fini, ce qui précede se traduit par du "vrai" calcul matriciel. On peut
toujours se ramener 8 £ = {1,..., N}, ou N = #E. Une fonction est un vecteur, c¢’est-a-dire une matrice
N x 1, une mesure est un vecteur du dual (une forme linéaire), ¢’est-a-dire une matrice 1 x V. [ |

Exemple 1.2.3 On considére une marche aléatoire sur Z¢ de loi de saut 7. La matrice de transition de la marche
Q = (p(i,j)); jeza est donnée par 7 (j—1i) = p(i, j) (voir I'exemple I.1.5, page 4). On étend la notion de produit
de convolution * introduite 4 I’exemple I.1.b, page 9, aux mesures de probabilité sur Z¢ et on vérifie facilement
que

vneN, Vi,jezd, [QY@1]) =n"(G—1).

Les détails sont laissés au lecteur. O

Exemple 1.2.4 Soit Q = (p(4, j))i jen, une matrice de transition sur N. On dit qu’elle satisfait la propriété de
branchement si la condition suivante est satisfaite :

Vivi/ € Na p(l,)*p(ll,) :p(l+llﬂ) ) (141)

ol * désigne le produit de convolution introduit a I’exemple 1.1.b, page 9. On pose £ = p(1, -). Il est alors facile
de voir que p(i, ) = £*' et donc que @ est la matrice d’un processus de branchement de loi de reproduction &.
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L.2.b Irréductibilité, période.

Dans cette section nous étudions les propriétés algebriques d’une matrice de transition Q = (p(i, j))i jek-

Définition 1.2.5 Soit ' C E, un sous-ensemble de E. On dit qu’il est Q-fermé si p(i,j) = 0, pour tout i € F'
ettoutj ¢ F. O

Lemme 1.2.6 Soit F' C E, un sous-ensemble de E. On note Q|r la matrice Q, restreinte a F, c’est-a-dire
Qr = (p(i,J))ijer- Alors, I est un sous-ensemble Q-fermé ssi Q| est une matrice de transition sur F.

Preuve : pour touti € F,onal = p(i, F) + p(i, E\F) := Ejer(i,j) + ngpp(@j)- Par conséquent,
> jerPi,3) = 0ssid i pp(i,j) = 1, ce qui permet de conclure. [ |

Exemple 1.2.7 On considere la marche aléatoire sur Z de loi de saut 7, donnée par

On note () la matrice de transition d’une telle marche. On voit que 1’ensemble 27 des entiers pairs est fermé
ainsi que I’ensemble 27 + 1 des entiers impairs. On voit d’ailleurs que 1’étude d’une telle marche se ramene a
étudier la marche aléatoire simple sur Z. U

Le lemme suivant montre que les parties Q-fermées constituent des pieges pour les chaines de matrice de
transition ().

Lemme 1.2.8 Si I’ est Q-fermé, alors pour toute loi d’entrée u € M1 (F),
P,-ps. VYneN, (X,eF)= (VmeN, XpmeF). (1.42)

Supposons que p(F) = 1, alors sous P, X est une chaine de Markov de loi d’entrée |1 et de matrice de
transition Q| p.

Preuve : il est facile de montrer que pour tout ¢ € F,tout j € Fettout{ € N,on a
Pi(X,=j)=0sij ¢ F et Py(X,=j)=[(Qpr)]( j)sijeF. (1.43)
Pour montrer (1.42), il suffit de montrer que
P,(In,meN: X, € Fet Xpym ¢ F) =0. (1.44)

Or on remarque que

{GnmeN: XpeFet Xpm ¢ F} = |J | U{Xn =8 Xngm =14},
n,meNIeF j¢F

I1 suffit donc montrer que pour tout n € N, tout m € N*, touti € F ettout j ¢ F que P, (X, = ©; X,y =
j) = 0. La propriété de Markov au temps n sous P, implique que P, (X,, = 4; Xyt = j) = Pu(X,, =
i)Pi(X,, = j) et (1.43) montre que P;(X,, = j) = 0, ce qui prouve donc (1.42). Le dernier point du lemme
est une conséquence simple du lemme 1.2.6, dont la preuve est laissée au lecteur. |

Définition 1.2.9 Rappelons que Q) = (p(i, j)):,jer est une matrice de transition sur F.
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(Accessibilité) Soient ¢, 7 € E. On dit que j est accessible depuis i, ce qui est noté ¢ — j,sii = jousii # j
ets’il existe n > letiy,...1,—1 € Ftels que

p(i,i1)p(it, i2) . .. p(in—1,7) > 0.
On observe que si p(i,j) > 0, alors ¢ — j. D’autre part (1.39) montre que
i—j < In>0, [Q"](ij)>0.
(Communication) Soient,j € E. On dit que ¢ et j communiquent (ce qui est noté ¢ <> j7) ssit — jetj — 1.
On remarque que <+ est une relation d’équivalence sur E.

(Irréductibilité) On dit que () est irréductible ssi tous ses états communiquent.

(Etat absorbant) Un état i € E est dit absorbant ssi p(i, i) = 1. On remarque que si une matrice de transition
sur un espace d’états admettant au moins deux éléments distincts, possede un état absorbant, alors elle
n’est pas irréductible.

(Période) Soiti € E.On pose D; = {n > 1:[Q"](i,i) > 0}. Si D; est vide, alors on définit la période de
1 par d; := oo. Si D; n’est pas vide, on définit la période de ¢ comme le plus grand commun diviseur de
I’ensemble D; :

d; = PGCD{n >1:[Q"](3,7) > 0} .

Si d; = 1, on dit que i est apériodique. O
Remarque 1.2.10 11 est nécessaire de préciser ce que 1’on entend par le PGCD d’un ensemble infini d’entiers.

Soit D, un ensemble infini d’entiers. Pour tout ¢ € N, on pose d(q) = PGCD(D N {1,...,q}). Il est facile de
voir que ¢ — d(q) > 1 décroit : cette suite d’entiers est donc stationnaire a sa limite notée d, que 1’on définit

comme PGCD(D). O
Exemple 1.2.11 On considere le graphe circulaire a d sommets : S = {0,...,d — 1} et

A={{0,1}, ... {s,s+1}, ..., {d=2,d—1},{d—1,0} } .
On note Q@ = (p(s,s'))s.ses la matrice donnée par p(s,s +1) = 1 ob s+ 1 désigne le seul entier £ €

{0,...,d — 1} tel que d divise s + 1 — £. On voit que @ est irréductible et d périodique. Cette matrice de
transition correspond a une chaine de Markov déterministe qui tourne sur le graphe circulaire a d sommets. [J

Exemple 1.2.12 On considere la marche aléatoire simple sur Z?. Il est assez facile de voir qu’elle est irréduc-
tible et 2 périodique. O

Exemple 1.2.13 Pour les processus de branchement de loi de reproduction, 1’état 0 est absorbant : cela découle
de la définition. O

Exemple 1.2.14 Soit G = (S, A), un graphe non-orienté, simple (pas d’arétes multiples), et bien siir, dénom-
brable (c’est-a-dire que S est dénombrable). On munit G d’un systeéme de poids (Cy;a € A) et on suppose
toujours que

Vs eSS, 7T($) = ZC{S’S/} S Ri .

§'~s
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On note @ = (p(s,s"))s,s’es la matrice de transition de la marche sur G associée aux poids C = (Cy;a € A),
comme défini a I’exemple 1.1.7, page 5.

Soit n € N* et soient n + 1 sommets sq, s1,...,S, € S. Alors on introduit la notion de chemin comme
suit :

v = (S0, 81, - - -, Sp) est un chemin ssi pour tout 0 < k < n,ona {sx_1,s;} € A. (1.45)

On dit alors que ~y relie sy a sy, dans G. On définit ensuite le poids d’un chemin vy = (sg, S1, . .., Sp) comme

le produit des poids des arétes qui le composent :

TC (7) = C{so,sl}C{sl,SQ} cee C{sn_1,sn} .

On voit facilement que

mc(y) == (7(so)m(s1) ... 7(sn=1)) - (p(s0,51)p(51,82) . . P(Sn—1, n)) -

Cela montre que ( est irréductible ssi pour tous sommets s, s’, il existe un chemin les reliant qui est de poids
strictement positif. On observe aussi que pour une marche sur un graphe, s — s’ implique s’ — s et donc que
s < &, ce qui est une propriété remarquable sur laquelle nous reviendrons plus loin.

Lorsque 1’on considere une marche aléatoire simple sur G, alors les poids sont constants et on rappelle
que p(s,s’) = 1/deg(s) si s ~ s et p(s,s’) = 0, sinon. On voit alors qu’une marche aléatoire simple sur un
graphe est irréductible ssi pour tous sommets s, s' € S, il existe un chemin les reliant et on dit dans ce cas que
le graphe est connexe. U

Exemple 1.2.15 Soit Q@ = (p(i,])): jen, la matrice de transition d’un processus de naissance et de mort,
comme défini a I’exemple I.1.6, ¢’est-a-dire que p(i, 7) = 0 dés que |i — j| > 2. On voit que si p(n,n+1) =0,
alors F' = {0,...,n} est un ensemble Q-fermé. De méme si p(n,n — 1) = 0, alors {n,n + 1,...} est un
ensemble Q-fermé. On suppose que p(n,n + 1)p(n+ 1,n) > 0, pour tout n € N. Alors, @ est irréductible. La
réciproque est vraie (nous laissons cela en exercice). (I

On s’intéressera surtout aux chaines irréductibles et la plupart des exemples de chaines non-irréductibles
que nous traiterons seront des chaines possédant des éléments absorbants. Examinons ici la notion de période
bien qu’elle n’intervienne qu’a la fin de ce cours.

Théoreme 1.2.16 Soient i,j € E deux états qui communiquent : i <+ j. On note d; la période de i et d;, celle
de j. Alors, d; = dj := d. De plus, il existe un entier n(i, j) > 1, qui dépend de i et de j, tel que

¥n >0, [Q (i, ) > 0.
En particulier; si d = 1 (c-a-d si i et j sont apériodiques) alors [Q™](i,7) > 0, pour tout entier n assez grand.

Preuve : onpose D; = {n > 1 : [Q"](i,i) > 0}etD; ={n>1 : [Q"](j,j) > 0}. Puisque i <> j, il existe
mo,no > 1 tels que [Q™0(4, j)] > 0et [Q™°](4,7) > 0. Soit n € D;. Pour tout p > 0, on observe que

QU (i) = 37 QTNGhi0) - [QNiosin) - [Q")(ip-1. ) - [Q™ (i)
> Q™) - (@G - [@™1G.8) > 0.

On voit que pour tout n € D;j et tout p € N, on a mg + ng + pn € D;. Cela implique notamment que
mo +ng € D; et que mo + ng +n € D;. Par conséquent d;|n, pour tout n € Dj, ce qui entraine que d;|d;. De
méme, on montre que d;|d;, ce qui montre que d; = d; = d.
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Soient m,n € D;. On observe que

Q™) = > _1Q™M >, k) - [Q")(k, 5) = Q™ (4, H)[Q™ (. 4) >0,

keE

ce qui montre que m + n € D;. Par conséquent, D; est stable par addition. 11 est facile ensuite de voir
qu’il existe ny,...,ny € Dj tels que d = dj = PGCD{ny,...,n.}. Par le théoreme de Bezout, il existe
ki,..., k¢ € Ztelsque kiny + ...+ keny = d. On pose alors

a= Z kpn, et b= Z |kplny,

1<p<¢ 1<p<¢

kp>0 kp<0
Puisque D; est stable par addition, a,b € D;. De plus, on a d = a — b, par définition. On considere deux cas.
Cas 1:b=0.Alorsd = a € D;. Puisque D; est stable par addition, on a nd € D;, pour tout n > 1. Cela
entraine facilement que

Vn>1, [Q™(i,5) > [Q"™](,4) - [Q")(4,5) >0,

et on a prouvé le théoréme avec n(i, j) = my.

Cas 2 :b>1.Soitn > b(b— 1). On note ¢ le quotient de la division Euclidienne de n par b : n = gb + r, ot
r €40,...,b—1}. On aalors nd = dgb + dr. Rappelons que d = a — b. On a donc nd = dgb + (a — b)r =
ar +b(dg —r). Puisque n > b(b—1),¢ > b—1etdonc gd —r > d(b—1) —r > 0. Comme a,b € D; et que
D; est stable par addition, cela implique que nd € Dj, pour tout n > b(b — 1). Cela entraine facilement que

vn>bb—1),  [QM(G,5) > [Q™), ) - [Q"(5.4) >0,
et on a prouvé le théoreme avec n(i, j) = mo + db(b — 1). [ |

Corollaire 1.2.17 Si Q) est irréductible, tous les états ont la méme période d, qui est appelée période de Q) (ou
de la chaine de Markov associée). Si d = 1, on parle de matrice de transition (ou de chaine) apériodique.

Exemple 1.2.18 Soit @ = (p(4, j))i jen la matrice de transition d’un processus de naissance et de mort, comme
défini a I’exemple 1.1.6, c’est-a-dire que p(7,7) = 0 dés que |i — j| > 2. On a vu a I'’exemple 1.2.15 que @ est
irréductible ssi

Vn>0, p(n,n+1)pn+1,n)>0.

On suppose que () est irréductible et on détermine la période de Q) : si p(n,n) > 0, alors il est clair que 7 est
apériodique. I est facile de voir que si p(n,n) = 0, pour tout n € N, alors la période est 2 : en effet, pour revenir
en n, il faut monter autant de fois que I’on est descendu et par ailleurs [Q?](n,n) > p(n,n+1)p(n+1,n) > 0.
Le résultat précédent implique donc que Q) est apériodique ssi il existe ny € N tel que p(ng,ng) > 0 et que si
p(n,n) =0, pour tout n € N, alors la période de Q) est 2. O

La proposition suivante montre que 1’étude d’une chaine d-périodique se ramene a 1’étude de d chaines
apériodiques.

Proposition 1.2.19 On suppose que ( est irréductible de période plus grande ou égale a 2. Alors, la période
de Q) est d ssi il existe une partition de E en d sous-ensembles Ey, . .., Eq_1 tels que

Vke{0,....,d—1},Vj e E, (EIz'EEk, p(i,j)>0) — (jeEm), (1.46)
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o k + 1 est 'unique entier £ € {0, ...,d—1} tel que d divise k+1—{. De plus, si les ensembles Ey, ..., Eq_1
satisfont la condition précédente, alors pour tout 0 < k < d — 1, la matrice

d di(;
Qly, = Q% 1))ijem
est une matrice de transition irréductible et aperiodique.

Preuve : on suppose d’abord que () est d-périodique, avec d > 2. On fixe ig € Fetpourtout 0 < k <d —1,
on pose
Ey={icE : 3In>0, [Q" " (is,i) >0} .

Puisque @ est irréductible, il est facile de vérifier que Uz;é Er = FE.Onfixeensuite 0 < k < /¢ <d—1leton
raisonne par I’absurde en supposant que i € Ej, N Ey. Il existe donc ny, ny > 0, tels que [Q*+™19](ig,4) > 0 et
[QF24] (ig, i) > 0. D’autre part, puisque @ est irréductible, il existe n3 > 1,tel que [Q"3(i,ig)] > 0. On voit
facilement que cela implique que

[Qk+”1d+n3](io,io) > [Qk—i-md] (io,i) . [Qn3](7'v io) >0.

Cela entraine que d divise k + n1d + ng. Par un argument similaire on montre que d divise ¢ + dny + ns. Par
conséquent, d divise { — k € {1,...,d — 1}, ce qui entraine une contradiction. On a donc montré par 1’absurde
que E N E; = () dés que k < .

Soit k € {0,...,d — 1} et soit j € E. On remarque que par définition de E}, et puisque QFT1+7¢ —
QkJrnd. Q, ona

VneN,Vie By, (@G, )= Y [0, i) - p(i',5) > [Q%(io,1) - p(i,j) . (147)
i'€Ey,

Si i € Ej, alors, par définition il existe n > 0, tel que [Q*+"](ig,i) > 0 et si p(i,7) > 0, (1.47) implique
que [QFT1H7d](4y, 5) > 0, c’est-a-dire j € Er=7. Si j € Ejz7, alors par définition, il existe n > 0 tel que
[QFF1Hnd] (5, 7) > 0 et (1.47) entraine qu’il existe i’ € E, tel que p(i, ) > 0. On a donc montré que si Q est
irréductible d-périodique, il existe une partition de E en d sous-ensembles FEy, ..., F;_1 qui satisfont (1.46).

Montrons la réciproque ainsi que le dernier point du théoréme. Supposons que E est partitionné en d — 1
ensembles Ey, ..., Eg_1 qui satisfont (I.46). On fixe = € Ejp. Il est facile de montrer par récurrence que si
[@Q"](i,7) > 0, alors j € Eg. Nous laissons les détails au lecteur. On en déduit que la période de 4, notée
d;, divise d. Comme @ est irréductible, on a montré que tous les états ont méme période, notée d’. On a donc
montré que d’|d.

Montrons ensuite que QflEO est une matrice de transition qui est irréductible : on se donne ¢ € Eyetj € F.
On a montré que si [Q9](i, j) > 0, alors j € Ey. On en déduit que

Vie By, Y [QUG5) =) Q1G5 =1. (L48)
JEEY JjEE

Cela montre que Q|dE0 est une matrice de transition.

On fixe i, j € Ey. Comme @ est irréductible, il existe n > 0, tel que [Q"] (7, j) > 0. Soit ¢ le quotient de n
pard:n=qd+r,0 <r <d—1.On observe que

Q"](0,5) = Y [QU(Evin) - [Q) (g1, ) [Q")(igs ) -

1,0l
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Puisque [Q"](4,5) > 0, il existe i1, . .. ,4, € E tels que [Q4](i,41) > 0, ..., [Q¥](i4—1,74) > 0t [Q"](ig,5) >
0. Par conséquent 71, ..., i, € Fq et puisque j € Ep, onar = 0. On a donc prouvé que

Vi,j € Eg,Yn>1, [Q"(i,j)>0=dn et 3¢g>1, [(Q1(i,5) >0, (1.49)

ce qui implique bien que Q‘IjE est irréductible. Rappelons que d’ désigne la période de ) et que d’|d. On fixe
0
1 € Ey. Il existe ny, ..., ng tels que

[Q"](i,4),...,[Q™](i,i) > 0 et PGCD{ny...,n;} =d .

Par (1.49), on voit que d divise nq, ..., ng. Par conséquent d|d’, et donc d = d’. On a prouvé que @ est d-

périodique. Ce qui implique que Q|dE est apériodique. On prouve un résultat similaire pour QfE , en réindexant
0 k

les ensembles. Cela termine la preuve du théoréeme. |

Si on suppose que @ est irréductible de période d et si Ey, ..., E 1 sont comme dans le théoréme précé-
dent, alors il est facile de montrer que pour tout 0 < k < d — 1 et pourtout? € Ey, on a

P, -ps. XnEEm, n>0.

L.2.c Fonctions harmoniques.

Définition 1.2.20 Soit () une matrice de transition sur £. Soit f : £ — Ry. Soit F' C F, un sous ensemble
non-vide de F.

— On dit que f est Q-harmonique sur F' si (Q.f)(i) = f(i), pour tout i € F.
— On dit que f est Q-sur-harmonique sur F si (Q.f)(i) < f(i), pour touti € F.
— On dit que f est Q-sous-harmonique sur F si (Q.f)(i) > f(i), pour tout i € F.

— Enfin, on dit que f est (sur/sous)-harmonique, si elle est (sur/sous)-harmonique sur F tout entier. O

Proposition 1.2.21 Soit f : E — R.. Soit F' C E, non-vide. On introduit le temps aléatoire T = inf{n € N :
X, ¢ F'}, avec la convention que T = oo ssi pour toutn € N, on a X, € F. Alors, T est un (:F,,)n>0-temps
d’arrét et il y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

(i) Pour toute p € M\(E), sous P, (f(Xnar))n>0 est une (sur/sous)-martingale positive relativement a
(Fn)n>o0-

(ii) f est (sur/sous)-harmonique sur F.

Preuve : T est un (.%,),>0-temps d’arrét car c’est le premier temps d’atteinte de E'\ F', et car la suite (X, ),>0
est (% )n>0-adaptée. On traite le cas harmonique, les autres cas se prouvant de la méme maniere. On suppose
(2). On fixe = € F'. On remarque que P;-p.s. T' > 1 et donc X107 = X;. Donc

f(@) = Ei[f(Xo)] = Ei[f (Xoar)] = Ei[f(Xaa7)] = Ei[f(X1)] = (Q-f)(3),

qui entraine bien (¢1).
Réciproquement, on suppose (%) et on remarque que

f(X(n+1)/\T) = 1{T§n}f(XT) + 1{T>n}f(Xn+1) .
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Or 1i7<pny f(XT) = X 0<p<n L{r=k} [ (Xk), qui est clairement .%,,-mesurable. De plus {T' > n} € 7, car T
est un temps d’arrét. La propriété de Markov simple au temps n implique alors

Pups. Eu[f(Xgeoar)Zn] = Y f(X7) + 1panyEx, [f(X1)]
= Lr<n) f(X7) + Lirony (Q-f)(Xn).

OrsiT >n, X, € Fetona (Q.f)(X,) = f(X,). Donc
P,ps. E, [f(X(n—i-l)/\T)‘ﬁn] = 1{T§n}f(XT) + 1{T>n}f(Xn) = f(Xnar)

ce qui montre (¢). |

Exemple 1.2.22 Soit Q@ = (p(i,j))i jen, la matrice de transition d’un processus de naissance et de mort,
comme défini a I’exemple 1.1.6, page 5, c’est-a-dire que p(i,j) = 0, dés que |i — j| > 2. On a vu a ’exemple
1.2.15, page 41, que @ est irréductible ssi

Yn>0, pn+1,n)p(n,n+1)>0.

On suppose que Q) est irréductible et on se propose de trouver les fonctions Q-harmoniques sur N* = {1,2, .. .}.
Supposons que f : N — R soit une telle fonction, ¢’est-a-dire que (Q.f)(n) = f(n), pour tout n € N*. Cela
est équivalent a dire

f(n) =p(n,n—=1)f(n = 1) +pn,n)f(n) +pln,n+1)f(n+1), n=>1.

Comme () est une matrice de transition, on a p(n,n) =1 —p(n,n — 1) — p(n,n + 1). Le systeme d’équations
précédent est donc équivalent a

1) = f(n) = B (f(n) — f(n—1)), n>1,

ce qui est équivalent a

fin+1) = f(n)

I
S
~
—~
—
N~—
|
g
~—~
=]
N—
S—
o qbs
A
FE
| o
+ 1
= =
Ze

ce qui est encore équivalent a

fo+1) = f0) + (F) - fO) 1+ > TT 4e5g] n=1.

1<0<n 1<k<¢

On voit que f(0) et f(1) peuvent étre fixés arbitrairement. On remarque, en raisonnant de la méme fagon, que
les fonctions (Q-harmoniques sur N sont nécessairement constantes. (I

Donnons deux exemples importants. Soit ' C F, non-vide. On adopte la convention inf () = oo et on pose
Tp=inf{neN: X, eF} et TV =inf{n>1:X,€cF},

On a donc T = oo (resp. T} = 00) ssi X,, ¢ F pour tout n € N (resp. pour tout n € N*). Ce sont des
(Zn)n>o-temps d’arrét : T est appelé le premier temps d’atteinte de la partie F' et T." est appelé premier
temps de retour en F. On observe que si Xy ¢ F', alors Tp = T,
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Lemme 1.2.23 Avec les notations précédentes, on pose
Vie B, f(i)=P;(Tr<oc) et f*(i)=P;(T5" <0).

Alors f et f* sont des fonctions sur-harmoniques : f > Q.f et f* > Q.f*. De plus, ces fonctions prennent
leurs valeurs dans [0, 1] et on a f(i) = f*(i), pour tout i ¢ F.

Preuve : sii € F, alors f(i) = 1. Comme f(j) < 1, pour tout j € E, on a bien

Vie P, (QN)@) =Y pi,i)f() <D pli,j)=1=f(i).

jeEE jeE

On suppose que ¢ ¢ F. On utilise la notation Tr(0;X) = inf{n € N : X, 1; € F} et on vérifie que
{Xo ¢ F;Tp < oo} ={Xo ¢ F; Tr(61X) < co}. La propriété de Markov et le fait que ¢ ¢ F entrainent que

P;ps. E; [1{Tp<oo}‘ﬁl] = PX1 (TF < OO) = f(Xl)

et en intégrant, f(i) = P;(Tr < o0) = E;[f(X1)] = (Q.f)(i), pour tout i ¢ F, ce qui implique le résultat
voulu pour f.

On introduit la notation 77 (6;X) = inf{n > 1 : X,,1 € F}, et on vérifie que que 1{T(1)<OO} =
“ . . . F
lixierm + 1{X1¢F}1{T1(,1)(91X)<oo}' La propriété de Markov au temps 1, implique que P;-p.s.

Bi[1,00 ol 71] = Lpaer + LixgnPx (T7) < )

Lix,ery + Lix,¢ry /7 (X0)
Z f*(X1)7

car 0 < f* < 1. Enintégrant, on a f*(i) = P;(T) < oo) > E;[f*(X1)] = (Q.f*)(i), pour tout i € E, ce
qui termine la preuve. |
I.2.d Mesure invariantes, chaines réversibles.

Définition 1.2.24 Soit Q) = (p(i, j)); jer, une matrice de transition et soit /., une mesure positive sur £. C’est
une (Q-mesure invariante si elle satisfait les conditions suivantes.

(a) pn’est pas identiquement nulle, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € E tel que pu(i) # 0.
(b) Pourtouti € F,ona u(i) < oo.
(¢) Onap = p.Q, c’est-a-dire pu(j) = Y .. u(i)p(i, j), pour tout j € E.
La mesure p est dite QQ-excessive si elle satisfait (a), (b) et (y), ou la condition () est donnée comme suit.
(7) Onap > p.Q, c’est-a-dire pu(j) > >, u(i)p(4, j), pour tout j € E.

Lorsque la mesure p est (Q-invariante et de masse totale 1, on parle plutot de loi Q-invariante ou de loi Q-
stationnaire ou encore de loi d’équilibre. (ce sont des synonymes). (Il

Justifions le terme de loi invariante : on suppose que 7 est une loi Q)-invariante. Le lemme 1.2.1 montre que
la loi de X, sous P est m.Q". Or 7.QQ™ = 7. Donc, sous P, toutes les variables X,, ont méme loi 7.
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Remarque 1.2.25 Si p est Q-invariante, il en est de méme pour c.u, ol ¢ est n’importe quel nombre réel
strictement positif. Par conséquent, si () admet un mesure invariante p, de masse finie la loi 7 donnée par
m(i) = p(i)/(u), pour tout i € E, est une loi invariante. O

Exemple 1.2.26 Soit Q@ = (p(i,])): jen, la matrice de transition d’un processus de naissance et de mort,
comme défini a I’exemple 1.1.6, c’est-a-dire que p(i,7) = 0 dés que |i — j| > 2. On a vu a I’exemple 1.2.15
(page 41) que Q est irréductible ssi

Vn>0, pn+1l,n)pnn+1)>0.

On suppose que @ est irréductible et on se propose de trouver les mesures QQ-invariantes. Une mesure positive
est Q-invariante ssi p.Q) = p, c’est-a-dire ssi pour tout n > 1, on a

p(1,0) + 1(0)p(0,0)
p(n) = (n Dp(n +1,n) + p(n)p(n,n) + u(n — 1)p(n — 1,n)

On voit que si 14(0) est fixé, il n’y a qu’une seule solution a ce systéme d’équations : en effet, on vérifie que

p(k—1,k)
>
k- 2L
1<k<n

ce qui est équivalent a dire que p1(n + 1)p(n + 1,n) = p(n)p(n,n + 1), pour tout n € N.
Un processus de vie et de mort n’admet donc qu’une seule mesure (Q-invariante, a une constante multipli-
cative pres. Cela implique le résultat suivant : on pose

S=1+> I pzk”; €]1,00] .

n>11<k<n

— Si S < o0, alors il existe une unique mesure de probabilité QQ-invariante donnée par

1 p(k—1,k)
w0) =5 et pun (1) n>1.
1<k<n

— Si § = o0, alors toutes les mesures (J-invariantes sont proportionnelles entre elles et donc de masse
totale infinie. Il n’y a pas de probabilité ()-invariante. (I

Mentionnons que certaines matrices de transition (qui peuvent étre irréductibles) n’admettent pas de mesure
invariante. Le probléme consistant a trouver une mesure invariante n’est, en général, pas simple. Il y a cependant
des chaines dont la mesure invariante est simple a trouver : ce sont les chaines réversibles.

Définition 1.2.27 Soit @ = (p(4, j))i jck, une matrice de transition. On dit qu’elle est réversible s’il existe une
mesure positive u sur E telle que

Vi,je E, 0<p@)<oo et u(@)p(i,j)=pn(i)p(i).
On appelle une telle mesure p, une mesure de réversibilité de Q). U

Lemme 1.2.28 Soit () une matrice de transition réversible et on note 1, une mesure de réversibilité de Q). Alors
W est Q-invariante.
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Preuve : pour tout j € E, on a ) jier pu(i)p(i,j) = D ien u(4)p(4,%) = u(j) Y ier p(j,7) = pu(j), ce qui
montre le lemme. |

La proposition suivante explique le terme "réversible".

Proposition 1.2.29 Soit Q) = (p(i,j))i jer une matrice de transition qui admet une mesure invariante notée
. On suppose que ji(i) > 0, pour tout i € E. On définit Q. = (p*(4, j))i jer par

Vi,je E, p*(i,5) =p(j,))u)/n() .
Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Q« est une matrice de transition sur E (on ’appelle matrice de transition duale de Q). Elle admet 1
comme mesure invariante. De plus, Q. = Q ssi Q) est réversible de mesure de réversibilité .

(ii) On suppose (i est une probabilité et que, sous P, (X,,)n>0 et (X)n>0 sont deux chaines de Markov de
loi d’entrée i et de matrices de transition respectives Q) et Q.. Alors pour tout n € N,

* * * * l i
(x5, x5, X0 x0) Y (X X, X0 X) (1.50)

Par conséquent, () est réversible de mesure de réversibilité p, ssi, lorsque X est de loi i, on a

.
(X0, X10o o X1, X)) 2 (X X1, X1, Xo) - @L51)

Preuve : puisque p est une loi J-invariante, on voit que pour tout ¢ € F/, on a
w1 N N
D_ P (0d) = oy 2 m)pGi) = p(i) /i) =1,
JjeE JEE
ce qui montre que (), est une matrice de transition. On observe ensuite que pour tout j € E, on a
> it (i,5) = pG) > p(,4) = n(j) ,
i€E i€ E

ce qui montre que 4 est une mesure ().-invariante. Il est par ailleurs immédiat de vérifier que @ est p-réversible
ssi Q« = Q. Cela prouve (7).

On fixe ensuite n € Netig,...,%, € £.Ona

P(XG =0, i Xp=in) = plio) T] p"Gninsr) = ntio) [T 2G5 plinen in)
0<k<n 0<k<n

= u(in) H Pin—k>in—k—1)

0<k<n
= P(XO = ipn; X1 :in—1;~‘~;Xn:i0),

ce qui implique (I.50). On voit donc que (I.51) a lieu ssi Q = @, et on conclut. |

Exemple 1.2.30 (Les marches sur les graphes pondérés sont exactement les chaines réversibles) On se donne
G = (S, A), un graphe non-orienté, simple (pas d’arétes multiples) et bien siir, dénombrable (c’est-a-dire que
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S est dénombrable). On le munit d’un systeéme de poids C = (C,;a € A) (on rappelle que 0 < C, < oo, pour
toute aréte a € A). On suppose toujours que

Vs€S, m(s)=> Cpyy € RY.

s'~s

On note Q = (p(s, s))s,s’es, la matrice de transition de la marche sur G associée aux poids C, comme défini
a’exemple I1.1.7, page 5 : on rappelle que p(s, ') = C, o1 /7(s) si s ~ s’ et p(s, s’) = 0 sinon. On voit alors
que

Vs,s' e Stelsque s ~ ', 7w(s)p(s,s') = Cts 91 = Cry .1 = 7(s)p(s, 5) . (1.52)

Si s et s’ ne sont pas voisins alors p(s, s') = p(s’, s) = 0. Cela implique donc dans tous les cas que
Vs,s' €S, m(s)p(s,s) =n(s)p(s,s) .

On voit donc que 7 est une mesure de réversibilité pour () et donc que la matrice de transition () est réversible.
Cela implique par la méme occasion que 7 est une mesure (Q-invariante. Si on a une marche simple sur le
graphe G = (S, A), alors 7(s) = deg(s) est une mesure ()-invariante.

Réciproquement. Soit () une matrice de transition sur £ qui est rendue réversible par la mesure u, c’est-
a-dire que p(i)p(i,7) = u(j)p(j, 1), pour tous i, j € E. On rappelle que la mesure rendant () réversible doit
satisfaire 0 < p(i) < oo, pour tout ¢ € E. On voit donc que si p(i, j) > 0, alors p(j,7) > 0. Bien qu’on ait le
choix pour définir le graphe pondéré correspondant a la matrice réversible (), on prend le plus économique qui
est donné par

S=E,A={{i,j};i,jeE : p(i,j) >0} et Cpn=pi)plj), {ij}cA.

On voit facilement que la matrice de transition de la marche aléatoire sur les graphe pondéré ainsi défini, est
exactement la matrice réversible (). O

Examinons maintenant le lien entre loi invariante et période.

Proposition 1.2.31 Soit Q = (p(i,]))i jeEr, une matrice de transition que I’on suppose irréductible et d-
périodique avec d > 2. Soit Ey, ... , E4_1 une partition de E en d sous-ensembles non-vides qui satisfont
la condition (1.46) de la proposition 1.2.19. On suppose que Q admet une loi invariante notée w. Alors les
assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Onarn(Ep) =...=m(Eq_1) = 1/d.
(ii) Pourtout 0 < k < d — 1, on pose m, = (dm(i); i1 € Ey). Alors . est une loi invariante de la matrice de
transition Q|dEk
Réciproquement, si on se donne wy = (mo(i),7 € Ey), une loi QiiEO -invariante, on définit, 7, = (m(j),7 €
Ey), pourtout 1 < k <d—1, par

Vi€ By, m(j) =) moli) Q") . (L53)

i€Fp

Alors, y, est une loi -invariante. De plus T = d" Yo + ... + d" 7 4_1 est une loi Q-invariante.
p

d
15,

Preuve : nous laissons la preuve de résultat en exercice. |
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I.2.e Constructions de chaines stationnaires dont le temps est indexé par Z.

Dans cette section on étend le résultat de la proposition 1.2.29 (ii) page 48 a tous les temps n variant dans
Z. Soit Q = (p(,7))s,je k. une matrice de transition sur un espace d’états E' dénombrable discret. Soit 1 une
mesure de probabilité telle que.

VieE, p(i)>0 etpest@-invariante : p.Q = p. (1.54)
On introduit la matrice duale Q. = (p*(i, j))i jer comme a la proposition 1.2.29 :

La proposition 1.2.29 montre que c¢’est une matrice de transition dont y est une mesure invariante.

Soit (2, %, P), un espace de probabilité que 1’on suppose suffisamment riche pour qu’y soit définie une
va. U:Q— [0, 1] .#-mesurable de loi uniforme.

On considere des suites de v.a. indexées par Z et 4 valeurs dans E. Pour cela on note EZ I’espace des suites
a valeurs dans F et indexées par Z, espace que I’on munit de la tribu produit, notée 22 (E)®” et définie comme
la tribu engendrée par les cylindres élémentaires de EZ qui sont les ensembles de la forme

C = {x:(:cn)HEZEEZ :Vke[m,n] : xp = zk}

ol m, n € Z sont tels que m <n, ou [m, n] désigne Z N [m,n] et out iy, € E, k € [m,n]. On note ¢ 1’ensemble
constitué des cylindres élémentaires de EZ, de I’ensemble EZ lui-méme et de 1’ensemble vide : on remarque
que % est un pi-systeme. On a donc
P(E)%E .= o(F) .

On raisonne comme dans les énoncés de la section 1.1.d (page 24) pour montrer que si pour tout n € Z, on se
donne des fonctions X,,: Q— FE, alors il y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

— Pour tout n€Z, X,, est % -mesurable.

— X=(Xp)nez:Q— E? est (F, P (E)®%)-mesurable.

De méme : soit Yy,, n € Z, une autre suite de v.a. a valeurs dans E et .%-mesurables; alors il y a équivalence
entre les deux assertions suivantes.

— Sous P, (X,)nez et (Yn)nez ont méme loi.

— Pour tous m,n€Z tels que m <n et tous ix, € E, k € [m,n],
P(Vke[m,n] : Xp=ix) = P(Vke[m,n] : Vy=iy)
Nous laissons la preuve de ces faits en exercice.

Proposition 1.2.32 On reprend les notations et les hypothéses ci-dessus. Alors, il existe une suite de v.a. X, :
O — E, n€Z qui satisfait les propriétés suivantes pour tout ng € Z.

(1) (Xng+n)nen est une chaine de Markov de loi initiale i et de matrice de transition Q).
(13) (Xng—n)nen est une chaine de Markov de loi initiale 1 et de matrice de transition Q.
(791) Pour tout i€ E, sous P(-|Xpn,=1), (Xng+n)neN €t (Xng—n)neN sont indépendantes.
(10) (Xng+n)nez et (Xn)nez ont méme loi sous P.

En particulier, pour tout n € Z, X,, a pour loi p, ¢’est pourquoi (X, )ncz, est appelée chaine stationnaire.
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Remarque 1.2.33 Si p est une mesure de réversibilité pour @, alors @ = Q. et (X,)nez et (X_)nez ont
méme loi. O

Preuve de la proposition 1.2.32. On a supposé qu’était définie sur (2,.#,P) une v.a. U de loi uniforme.
A partir de U, on obtient facilement deux suites indépendantes de v.a. uniformes sur [0, 1], notées U, et U},
n € N, comme cela est expliqué dans I’exrcice 1.13 23. On fixe les fonctions suivantes.

— Une fonction d’échantillonnage ¢,,: [0, 1] = E de la loi 1, ¢’est-a-dire que P (¢, (Up) =1) =pu(i), i€ E.
— Deux fonctions ®¢ et ®g, : [0,1] x E — E, d’échantillonnage des matrices de transition rspectives () et
Q. ¢’est-a-dire que P (P (U, i) =j) =p(i, j) et P(Pq, (Uo, i) =7)=p*(i, j) pour tous i, j € E.

On définit alors par récurrence deux suites de v.a. X, et X:QQ— E,n € N, en posant :
Xo=Xy =0,(Upg) et VneN, X, 1=0(Uns1,Xn) et X; .1 =®0.(U; 1, Xn). (1.56)

On observe d’abord que Uy n’est pas utilisée dans la construction. La proposition 1.1.25 (page 23) permet
ensuite d’affirmer que (X, ),>0 et (X,}),>0 sont deux chaines de Markov de matrices de transition respectives
Q@ et Q.. On pose alors

VneN, X_,:=X,.

On vérifie ensuite que la suite de v.a. (X,,)nez que I'on a contruite vérifie bien les propriétés (i)-(iv) de
I’énoncé.

On voit que la construction implique que les propriétés (i) et (i7) sont vraies pour ng = 0. Ensuite sous
P(-|Xo = i), on observe que (X, )nen est une fonction déterministe de (Uy,)n>1 et que (X),en est une
fonction déterministe de (U}),>1. Comme (U, )n>1 et (Ur)n>1 sont indépendantes, cela montre la propriété
(4i7) lorsque ng=0.

On fixe ng € Z et on montre ensuite que la propriété (iv) pour ng implique (7), (¢7) et (iii) pour ng. Pour
simplifier, on pose X, = X,,,+n, n € Z. La propriété (iv) signifie donc que (X))nez et (Xp,)nez ont méme
loi sous P. En particulier (X,),en et (X, )nen ont méme loi sous P, c’est-a-dire que ce sont deux chalnes
de Markov de matrice de transition @ et de loi intiale u, ce qui montre () pour ng. De méme (X' ) en et
(X_n)nen ont méme loi sous P, ¢’est-a-dire que ce sont des chaines de Markov de matrice de transition @), et
de loi intiale 1, ce qui montre (47) pour ng. Enfin, pour tout i € E et pour toutes fonctions F, G : EN — R qui
sont 2 (E)®N-mesurables bornées

B[F ((Xngtn)new) G (Xng—n)nen) | Xng =1]
((Xno+n)n€N)G((Xno—n)nEN) 1{Xn0=i}] /P(Xno :i)
(X/)HEN)G((X/ )nGN)l{X’q‘}]/P(X(/):i)
(X )nen) G((X—n)nen) 1ixp} | /P(Xo=1)
= (Xn)neN) ((X n)neN)‘XO—Z]
= E[F((Xn)nen) [ Xo =1 E[G((X-n)nen) | Xo=1]

la derniere égalité venant de 1’indépendance (prouvée) de (X, )nen et de (X_,,)nen sous P(-| Xg=1). Cela
implique facilement que

E [F(<Xno+n)n€N)G(<Xn0—n)n€N) ‘Xno :Z] = E[F((Xno—‘rn)nEN) ‘Xno :Z]E[G((Xno—n)nEN) ‘Xno :Z]

et donc la propriété (iii) pour ng.

E[F
E[F
E[F
E[F

~ ~~ —~~

Il reste donc a prouver (7v). Montrons qu’il suffit de prouver que (X, )necz et (X,+1)nez ont méme loi
sous P. En effet, pour tout ng, on définit I’opérateur de décalage 6, : EZ — E”, en posant 0,,,X = (Zng+n)nez
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pour toute suite X = (2, )ncz € EZ. On vérifie facilement que I’image réciproque d’un cylindre élémentaire par
0y, est un cylindre élémentaire et donc que 6., est (Z(E)®?, 22(E)®%)-mesurable. On vérifie immédiatemnt
que Oy, © Oy, =60py1n,, pour tous ng, ni € Z. Si on montre que #;X a méme loi que X alors 02X =6, (6,X))
a méme loi que ¢, X, qui a méme loi que X et on montre ainsi facilement par récurrence que pour tout ng €N,
0r, X a méme loi que X. Pour les décalage de temps négatifs I’argument est le méme X =6_;(0; X)) a méme
loi que _;X. Donc 0_2X =6_1(0_1X)) a méme loi que _;X qui a méme loi que X, et on montre ainsi
facilement par récurrence que pour tout ng €N, 0_,,X a méme loi que X.

Il reste donc a prouver que (X, )nez et (Xy+1)nez ont méme loi sous P. Pour cela on fixe (ix)recz et pour
tout NV € N*, on calcule tout d’abord ay = P(Vk €[-N,N] : Xjq1 = zk.) explicitement pour montrer que
cela vaut P(Vk € [N, N] : X, = ix). Par (iii) pour ng = 0 (qui est prouvée et est une conséquence de la
construction), on a

ay = P(Xo=i_1)P((X_g)o<ken—1=i—k—1)o<k<n—1; (Xi)o<kN+1=(ix—1)o<k<n | Xo=i_1)
= p(i-1) P((Xp)o<ken—1=(i—k-1)o<k<n-1 | Xo=i-1) P((Xk)o<k<n+1=(ir-1)o<k<nt1 | Xo=i-1)
= w(i-1)p*(i-1,i-2)...p"(i—(n-1),i-n~) p(i-1,70)p(i0,i1) - . . P(IN—1,iN)

)p(LQ, i—1)p(ig) N pli-N,i(n—1))p(i-N)
p(i-1) n(i—(v-1))
)P(Z 1d0)piz1) plize,i—1)pu(i—e)  Pli-N,i_(v—1))1(i-N)

11(io) pu(i-1) o plio(n-1))
(i0) p* (0, i—1)p*(i-1,i-2) ... p"(i_(v_1),i-N) P(i0,i1) . . . P(in—1,iN)
p(io) P
P(Xo=1i0)P ((X_r)o<k<n—1=(i—r)o<k<n-1; (Xi)o<kn+1=(ir)o<k<n | Xo=10)
= P(Vke€[-N,N]: Xp=iy).

= pliog p(i—1,%0)p(io, 1) ... p(iN—1,IN)

(70 p(i0,1) ... plin—1,iN)

I
=

|
=

((Xk)0<lc<N 1= (i—k)o<k<n—1| Xo=10) P((Xk)o<k<n+1=(ir)o<k<n+1 | Xo=10)

Cela prouve que P(Vk € [N, N]: X} =iy) =P (Vk € [N, N]: X}, =i}, pour toute suite (ix)rez € EZ et
tout N € N*. Cela entraine facilement que pour tout cylindre élémentaire C de EZ, P(X € O)=P(6, X €C)
et donc que X et ;X ont méme loi sous P, ce qui prouve (iv) comme démontré précédemment. Cela clot la

preuve de la proposition. |
EXERCICES.

Exercice 1.20 Prouver la proposition 1.2.31. O

Exercice 1.21 (Critére de Kolmogorov) Soit Q = (p(i,7)):,jcE, une matrice de transition sur un ensemble dénombrable E. On

suppose que @ est irréductible. Montrer que () est réversible ssi les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Pourtousi,j € E,onap(i,j) > 0ssip(j,i) > 0.

(b) Pour toute suite finie d’états (4o, @1, - . ., in = i0) telle que p(io,%1) ... p(in—1,%n) > 0,0na
Pk, dkt1) _
ocien P+, 7k)
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Exercice 1.22 (Serpent) Soit (Q; .75 (Fn)n>0; (Xn)nz0; Q; Pu, p € #1(E) ), une chaine de Markov. On fixe k& > 1 et on
pose
X® = (Xn,...,Xn4k), n>0.

On pose également
E® = {i = (io,...ix) € E"™ : p(io,i1)...p(ix_1,ix) > 0} .

On définit aussi la matrice Q1) = (p¥ (1,3))i je g(w » une matrice sur E™ en posant

PP (1) = LgomivsgeyminyP(ikodn) 1= (0., ik).§ = Gos ... jx) € B .

1. Montrer que Qx) = (»*(1,3)); je z(k » €st une matrice de transition. Montrer que

(5 F5 (Fari)nz0; (XP)nz0; Quiys Py p € h(BEW) ),

est une chaine de Markov. C’est le k-serpent associé & (Xr)n>o0.
2. Montrer que si @ est irréductible, il en est de méme pour Q ().
3. Montrer que si @ est irréductible et d-périodique, il en est de méme pour @ (x).

4. Soit p une mesure @ (x)-invariante. On définit py sur £ ) par

pr (i) = p(io)p(io,in) ... plix—1,ik), 1= (io,...,ix) € BE® .

Montrer que ji5, est QQ(x)-invariante. O

Exercice 1.23 (Certaines chaines irréductibles n’ont pas de mesure invariante) L’espace d’états est E = N. Soit (a;, ¢ > 0) une suite
de réels strictement positifs tels que ap = 1 et a; €0, 1[, pour tout ¢ > 1. On définit Q = (p(i, 5))i,jen en posant

p(t,7) =0si j¢{0,i+1} et p(4,0)=1—-p(i,i+1)=a; .
1. Montrer que pour tous 4,5 € N,ou j > 1,ona
[Qj+l](’i,j) > (1 — ai)ao Q-1 > 0.

En déduire que @ est irréductible apériodique.

2. On suppose que
> (1-a;) <oo. (1.57)

i>0

On peut prendre par exemple a; = 1 — i > 1letao = 1 (comme requis). On suppose que () admet une mesure 4 qui

1
(i+1)2
est invariante, ¢’est-a-dire que (1) : p n’est pas identiquement nulle, (2) : ona 0 < (i) < oo, pour tout? € Net (3) : ona
1.QQ = p. Montrer que

Vi>1, p(i)=aoai...a;—1u(0).

3. On conserve les hypotheses de la question précédente. Montrer que
p(0) = p(0) (1~ lim L a1 ...an) .

Montrer que (1.57) implique que
lim | ai...an <exp (Z(l—ai) ) <1.

i>1
En déduire que p(0) = 0.
4. Conclure. 0

Exercice I.24 On reprend la matrice de transition ci-dessus 1’exercice 1.23 ci-dessus

1. Sous quelle hypothese nécessaire et suffisante sur les (a;)i>0, la matrice @ qui y est associée admet-elle une mesure invariante ?
Montrer que sous cette hypothése toutes les mesure Q-invariantes sont proportionnelles et telles que (7)) > 0, i € N.

2. Sous quelle hypothése nécesaire et suffisante sur les (a;);>0 admet-elle une probabilité invariante ? Montrer que sous cette
hypothese, cette probabilité invariante est unique.
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3. On fixe 8 €]0,3[ eton pose ag = leta; =1 — W, pour tout ¢ > 1. Pour quels £, la matrice () admet-elle une loi de
probabilité invariante ? Pour quels 5 (s’il y en a) () admet-elle une mesure invariante de masse infinie ? Pour quels 3 (s’il y en
a) @ n’admet-elle aucune mesure invariante ?

4. Onfixe c €]0,2[ etonpose ag = leta, =1 — 71 bour tout ¢ > 1. Pour quels ¢, ) admet-elle une loi de probabilité Q-
invariante ? Pour quels ¢, (Q admet-elle une mesure invariante de masse infinie ? () admet-elle toujours une mesure invariante ?
O

Exercice 1.25 Quelles sont les périodes possibles d’une matrice réversible irréductible ? Donner des exemples. (]

Exercice 1.26 (h-transformée de Doob) Soit
(Q; Z 5 (Fa)nz05 (Xn)nz0; Q = (p(i,5))ijer; Pu, p € A(E) ),

une chaine de Markov. On suppose qu’il existe une fonction h : E' — R4 qui n’est pas identiquement nulle et qui est Q-harmonique :
Q.h = h. On pose
Ey={i€E :h(i)>0} et Eo=FE\Ey={i€E : h(i)=0}.

1. On remarque que Q™.h = h, pour tout n > 0. En déduire que si ¢ € Eg et si ¢ — j, alors j € Ey. Montrer que Fy est
Q-fermée.

2. Pour tout i, j € E, on pose pr(i,5) = p(4,7)h(j)/h(i). Montrer que Qn = (pn(i,7)):jer, estune matrice de transition.
On I’appelle la h-transformée de Doob de Q).

3. On fixe une loi initiale p telle que u(Eo) = 0, c’est-a-dire que p € .#1(E+ ). Pour tout n € N et pour tout A € .%,,, on pose

h(Xn)]
h(Xo)- "

Pp"(A) =E.[1a

Montrer que P/ est une loi de probabilité sur I’espace mesurable (£2,.%,). On note E/""* ’espérance (I’intégrale) qui lui est
associée. Soient m, n € N tels que m < n. Montrer que pour toute variable Z : Q@ — R, .%#,,,-mesurable bornée, on a

E;"[Z] = E"" (2],

4. Pour tous m,n € N tels que m < n, montrer que la suite finie (Xo, ..., X, ) sous PZ”’ est une chaine de Markov a valeurs
dans E de loi initiale u € .#1 (E+) et de matrice de transition Qp, la h-transformée de Doob de Q. |

Les deux exercices suivants donnent une interprétation de la h-transformée de Doob sur deux exemples.

Exercice 1.27 Soit (Q; .7 ; (Fn)nz0; (Zn)nz0; @ = (p(4,7))ijen; Pu, p € 41 (N) ), un processus de branchement de loi de
reproduction £. On suppose que

my =Y (i) =1.
ieN
On rappelle que 7" = inf{n > 0 : Z, = 0} est le temps d’extinction. Comme le nombre moyen d’enfant est égal a 1, pour toute
loi initiale, la population s’éteint presque stirement : P, (T < oo) = 1, ¢’est-a-dire P, (lim, Z, = 0) = 1. On note ¢ la fonction
génératrice de £. On rappelle que
E, [TZ"“L?TL] = (pg(’l‘)Z" , relo,1], neN.

On note @¢" la n-ieme itérée de ¢. On déduit de ce qui préceéde que
E, [r7] = Eu[" (1) ] ,
et donc que
VneN, Pu(T>n)=1-E,[p"(0)7].
On rappelle que @ est caractérisée par

VieN, ¢e(r)' =) pli,j)’, relo1].

JEN
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. Enremarquant que (Z, ), >0 est une (.% ), >o-martingale positive sous P, pour toute loi intiale 1, en déduire que h : N — R

donnée par h(i) =i, 1 € N, est Q-harmonique. Ona N = N* = {1,2,...} et Ng = {0}.

. Onnote Qr = (pr(%,7))s,jen*, la h-transformée de Doob de Q). Montrer qu’elle est caractérisée par

Vie N, oe(r)ee(r) ™t = puGig)r’, rel01].

JEN*

. Montrer que pour tout entier b € N, on a les inégalités

Vrel01], 0<(1—r)"—1+0br<gbb—1)r" et 0<(1—7)"—1+0br <br

En déduire que

vre0,1], 0<(1—r)"—1+br <br- (1A,

. On fixe m > 1. Soit F' : N™ — R, une fonction bornée. On fixe i € N*. Pour tout k¥ > 1, on pose ry, = apgk(O). On rappelle

que limy, T 7, = 1. Montrer que
Vn>1, Ei[F(Zo,....,Zm)l{r>min}] = Ei[F(Zo,..., Zm)(1— (1 —10)"™)].

On pose €, = E; [Zm (1 A M)} . Montrer que lim,, €, = 0. Montrer ensuite que

" Bi[F(Zo, s Zin) Zim) — Ba[F(Zo, . Zn) | T > mt ]|

1—(1—rp)i = °

< Pl = en -

. En déduire que pour tout m € Net touti € N*,

(loi) m.h
(Zo,...,Zm) sous Pi(-|T>n+m)—— (Zo,...,Zm) sous P"".
n—oo
C’est-a-dire que la chaine dont la matrice de transition est la h-transformée de celle du processus de branchement critique
s’interpréte comme la loi du processus critique conditionné a ne jamais s’éteindre. Ici, il faut remarquer que I’événement "ne
jamais s’éteindre" est de probabilité nulle pour le processus de branchement critique : il faut comprendre ce conditionnement
exactement comme la limite en loi donnée précédemment. ]

Exercice 1.28 Soit (Q; .7 ; (Fn)n>0; (Xn)nz0; Q@ = (p(i,5))ijen; Py, p € #1(N) ), une marche aléatoire simple sur N,
considéré comme un graphe, I’ensemble des sommets étant S = N et I’ensemble des arétes étant A = { {4,7 + 1};7 € N}.

1.
2.

Montrer que cette marche est un processus de naissance et de mort dont on précisera la matrice de transition Q).

Si (Y5)n >0 est une marche simple sur Z, montrer que (|Y5,|),>0 est une marche aléatoire sur N, considéré comme un graphe,
c’est-a-dire une chaine de Markov de matrice de transition Q.

Montrer que la fonction h : N — R, donnée par h(i) = i, ¢ € N, est Q-harmonique. On a donc N; = N* = {1,2,.. .} et
No = {0}.

On pose Ty = inf{n > 0 : X,, = 0} et pour tout M, Thy = inf{n > 0 : X,, = M}.On fixe 1 < i < M. D’apres
la question 2), P;(Ta < To) est égale a la probabilité qu'une marche simple issue de 4 atteigne M avant 0. Montrer que
Pi(T]u < To) = H_#M
On fixe m > 1. Soit F' : N™ — R, une fonction bornée. On fixe ¢« € N*. Montrer que pour tout M > 1

. ,h
Jim E, [F(Xo,...,Xm) | T < To) = E/"" [F(Xo,..., Xm)] -
C’est-a-dire que la chaine dont la matrice de transition est la h-transformée de celle de la marche simple sur N s’interpréte
comme la loi de 1a marche simple sur N conditionnée a ne jamais revenir en 0. Ici, il faut remarquer que I’événement "ne jamais
revenir en 0" est de probabilité nulle pour la marche simple sur N : il faut comprendre ce conditionnement exactement comme
la limite en loi donnée précédemment. U

Exercice 1.29 On explique ici le mot "duale" dans I’expression "matrice de transition duale". Soit @ = (p(%, j))i,je £ qui admet une
mesure invariante  telle que p(¢) > 0, pour tout ¢ € E. On rappelle la définition de la matrice duale Q. = ((p* (3, j))s,jer donnée



56 CHAPITRE I. CHAINES DE MARKOYV.

par p* (%, ) (7)p(4,%)/p(4), pour tous i, j € E. On équipe E de la tribu Z2(E) de tous ses sous-ensembles : Z(E) = {B C E}.
Onnote L7 (E, 2 (E), 1) I'espace des fonctions f : E — R dont le carré est p-intégrable :

LB, 2(E),0) = {f: E=R: (1,7 =Y ful) <o},

i€EE

Pour toutes fonctions f, g € I7 (E, 2(E), i), on pose

(f,9)u =D f@)g@)p@) et [l = (f, fu = f7) =D F@uli) < oo

i€E i€E

1. Vérifie que ( -, - ), est un produit scalaire bien défini sur L’ (E, 2(E), ). On note que cela n’est plus vrai sil existe ig € E
tel que pu(ip) = 0. Expliquer (ou redémontrer) pourquoi (L2 (E,2(E),p); (-, -)u) estun espace de Hilbert, ¢’est-a-dire
qu’il est complet.

2. Soient f, g € L’ (E, 2(E), ). En utilisant Cauchy-Schwarz, montrer que

[@Q-F,9)u | < D IFDINVRG) - D u@)pli, 5)g2 (),

JEE i€EE

I’inégalité ayant lieu a priori dans [0, oo]. En utilisant encore Cauchy-Schwarz, montrer que

Q-1 9)u | < D wi)f2G) - [ D m 2@) = 11w - llglle -
JEE 1,jEE
3. On rappelle le théoréme de représentation de Riesz : si (H, [+, -]) est un espace de Hilbert et si ¢ : H — R est une forme linéaire

continue, alors il existe un unique élément 24 € H tel que ¢(y) = [z4,y], pour tout y € H. Pour tout g € L’ (E, Z(E), ),
on définit la forme linéaire ¢, : L7 (E, 2 (E), 1) — R par

Vel (E,2(E),n), ¢éq(f)=(Q.f.9)x

La fonction ¢4 est bien définie grace a la question précédente. En utilisant cette question, constater que ¢4 est une forme
linéaire continue. En utilisant le théoréme de Riesz, montrer qu’il existe un unique élément, noté Q*g de 17 (E, Z(E), u) tel
que (Q.f,9)= = (f, Q*g)~. En utilisant la linéarité de ) et I'unicité dans le théoréme de Riesz, montrer que g — Q°®g est une
application linéaire. En utilisant la question précédente, montrer que

Vg € L (B, 2(E), ), 11Q°gllu < llgll, -

C’est donc un opérateur continu (borné en norme) sur L (E, 2 (E), ).
4. Montrer que Q° = Q..

5. Puisque (Q+)« = @, en appliquant les résultats précendents a Q)., montrer que @ est tel que ||Q.f]|. < ||f]|. et donc que
Q:L’(E,Z(E),n) — L’ (E,Z(E), i) (ce qui n’a rien d’évident a priori).

En résumé : on a montré que si f € 17 (E, 2(E), u), alors Q.f et Q..f € I (E, Z(E), 1) et que

Vf7g€L2(E7<@(E)mu')7 (Qfag)//a:(va*g)H

ce qui justifie que I’on appelle Q. la matrice de transition duale de Q). De plus on a montré les inégalités suivantes :

Vf,g€ r (B, Z2(E),n), | (Q-f,9)u | <l gl s 1Q-Fllu et [1Qu-fllw < fllis

Q et Q. sont des opérateurs linéaires continus (bornés en norme) pour la norme ||-|| . O

1.3 Asymptotique des chaines : résultats qualitatifs.

Dans la suite (;.7; (Fp)n>0; X = (Xn)n>0;Q = (0(4,]))ijer; Py, it € A1 (E)) désigne une chaine
de Markov.
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I.3.a Excursions, états récurrents et transitoires.

Commengons par quelques notations déterministes : soit X = (7, ),>0 € E", une suite a valeurs dans F et
soit ¢ € F, un état fixé. Les temps de retour successifs de x en ¢ sont récursivement définis par

T,(O) (X) -0 et Ti(p-&-l)(x) — inf{n > Ti(p) (X) g Z} ,

1

avec la convention habituelle inf ) = co. On pose ensuite
N;i(x) =sup{pe N : Ti(p)(x) <oo} € NU{oo}.

N;(x) est égal au nombre de visites de la suite x en {i} a partir du temps 1. En effet il est facile de vérifier que

Ni(x) = L —iy -

n>1

Pour alléger les notations, on notera simplement

7% =TP(X) et N;:=N;(X).

[ i

Il est facile de montrer par récurrence que pour tout p > 0, 7\*) est un (:Zn)n>o0-temps d’arrét. Nous donnons
plus loin un contenu plus parlant a la définition suivante.

Définition 1.3.1 Avec les notations introduites ci-dessus, on définit les notions suivantes.

(Etat récurrent) i € E est récurrent si Pi(Ti(l) < o0)=1.

(Etat transient) i € F est transient (ou transitoire) ssi Pi(Ti(l) < o0) < 1. O

Excursions. On définit ensuite les excursions de la suite x en dehors de I’état {i}. Pour cela on choisit un
point 0 qui n’est pas dans ’espace d’état E' : 0 ¢ E. On voit d comme un point cimetiére (ou bien un point a
I'infini). On pose E* = E U {9}, qui reste un ensemble dénombrable. On note (9), la suite a valeurs dans E*
qui est constante a 0. Soit x = (z,)p,>0 € EN. On définit la premiére excursion de x hors de {i} comme la
suite &V (x) = (& (x))n>0, 2 valeurs dans E* donnée par

z, sin<TM(x
& (x) = { 0 sin> T}”Ex;

Si TV (x) = oo, alors &1 (x) = x. On définit ensuite les excursions successives &) (x), p > 1, en posant

)
&P (x) = { i

Il est facile de voir que pour tout p > 1,

T.(p)(x) <00 —> g(pﬂ)(x) — &) (GT.(l)(x)X) . (1.58)

(2
On voit aussi que si ;""" (x) < oo, alors

é"(P-i—l) (X) — (xTi(p> (x)’xTi<p) (x)+17" " IETi(erl)(x)_l, 87 8, A )
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et si 7" (x) < oo mais T,""" (x) = oo, alors

(53(?-‘!'1)()() = (xTi@) (x)’ xTi(p)(x)+1, - ,xTi(p)(x)_i_n, ... ) .

On s’épargne la peine de montrer formellement que pour tout p > 1, la fonction
x e BN — &P (x) e (BN

est bien (Z(E)®N, 2(E*)®N)-mesurable (ce résultat, trés simple & montrer mais fastidieux a écrire, est laissé
au lecteur). Pour simplifier les notations, on note pour tout p > 1,

&’ — (g(p) = £&P(X) .

n )nEO
EP) Q- ENest (F, 2(E*)®N)-mesurable.

Théoréme 1.3.2 On note &), p > 1, la suite des excursions de X en dehors de I’état {i}, comme définies
précédemment. Alors, on a I’alternative suivante.

(Cas 1) Si i est récurrent, c-a-d si Pi(Ti(l) < o) =1, alors
P;-ps. Vp>1, Ti(p) <o et N;=o00.

De plus, sous P;, les excursions & (p), p > 1, sont indépendantes et de méme loi.

(Cas 2) Si i est transient, c-a-d si Pi(Ti( ) < 00) < 1, alors sous P;, la variable aléatoire N; a une loi
géométrique. Plus précisément, si on pose p; := Pi(Tim =o0)>0,0na

Vp >0, Pi(N;=p)=pi(l-p)".
De plus, sous la probabilité conditionnelle P;( - | N; = p), les assertions suivantes sont vérifiées.
o Les excursions &V, ... &PV sont indépendantes.
o &M . &P ont méme loi que &V sous P;( - [TV < o0).
o &P a meme loi que &) sous Py( - |T" = o).

Preuve : on fixe p > 1. Soient G1, . .., Gpy1, p+ 1 fonctions de (E*)N dans R qui sont 22( E*)®N-mesurables
bornées. Pour tout 1 < ¢ < p+ 1, on pose

Fy(X) Go(EMY ... G (&Y .

- 1{Ti(271)<oo}
On observe alors que (1.58) implique

Fp1(X) i1 (EMVEL (0, 1)X). (1.59)

= 1{Ti(1><oo} Tfl)

On remarque que X, ¢ sur I’événement {Tfl) < oo}. Par conséquent la propriété de Markov forte au

™ =
temps 77" implique que P;-p.s. on a

E;[F,1(X) yﬁTim] Gpi1(EE; [Fp(eTi@)X) yﬁTia)]

1{Ti(l)<c>o}
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Ly oy Gt (6B [ (X))

a7

car Gp11(6M) est clairement Z 1y-mesurable. On a donc

E; [F,11(X)] = Ei[1 Gpi1(EW)]E; [Fp(X)] (1.60)

{Ti(1)<oo}

Une simple récurrence entraine alors que

Ei 1{Ti(p)<oo}GP+1(é&(1)) = ~G2(5(p))G1(5(p+1))}
= E[Gi(¢D)] [ Ei[l{Ti(n@o}GHl(5(1))]- Lo61)
1<e<p
Comme, {N; > p} = {T\”) < oo}, enprenant G = ... = G, = 1 dans (1.61), on obtient
Vp>1, Pi(N;>p) =P (7Y < o). (1.62)

Si on se place dans le premier cas ol P(Tim < 00) = 1, on voit que (1.61) et (1.62) impliquent immédiatement
les résultats désirés.

On se place dans le second cas ol p; = P(Tf) = 00) > 0. (1.62) implique immédiatement que N; sous P;
suit une loi géométrique de parametre p;. On déduit ensuite facilement de (1.61) que

E; [I{Ni:p}GpH(g(l)) . GQ(g(p))Gl(g(pH))}

- Ei[l{Ti(1>:OO}G1(£’(1))] H Ei[l{Ti(l)<oo}Gf+1(éa(1))] .

1<e<p

Par conséquent

E; Gp+1(5(1))~~-G2(5(p))G1(£(p+l))‘Ni:p]
=EC1(M) TV = o] [ BilCria(6M) TV < 0],

1<<p

ce qui entraine le résultat voulu. |

Bien que les variables constituant une chaine de Markov soient dépendantes en général, le résultat précédent
montre qu’il existe de larges portions de trajectoire qui sont indépendantes. Ce phénomene de renouvellement
est la clef d’une partie des résultats des prochaines sections. Le théoréme précédent montre également la loi
du 0-1 suivante : ou bien P;(/N; = co) = 1 ou bien P;(N; = co0) = 0, ce qui est une propriété remarquable
des chaines de Markov. Le corollaire suivant donne un contenu plus concret aux notions de récurrence et de
transience des états.

Corollaire 1.3.3 1l y a équivalence entre les assertions suivantes.
(i) L’état i € E est récurrent, c’est-a-dire, Pi(Ti<1> <o) =1
(ii) P;(N; = o0) = 1.

(iii) Ei[N;] = anﬂQn](i)i) = Q.
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De méme, il y a équivalence entre les assertions suivantes.
(i*) L’état v € E est transient, ¢’est-a-dire, PZ‘(Ti<1> <o) < 1L
(ii*) P;(N; < o0) = 1.
(iii*) Eq[Ni] = > ,51[Q"](i,4) < oo.
Par ailleurs si (iii*) est satisfaite, on a E;[N;] = P;(T{" < 00)/Pi(T" = o0).

Preuve : on remarque d’abord que (i) <= (ii) et que (i*) < (i7*), d’apres le théoreme 1.3.2. Ce méme
théoréme implique que ou bien N; = oo, P;-presque sirement, ou bien V; suit une loi géométrique sous P;.
Cela implique que E;[N;] = oo ssi P;(N; = co) = 1 et aussi que E;[V;] < oo ssi P;(N; < 00) = 1, ce qui
n’arien d’évident a priori. On conclut par Fubini positif qui implique que

E;[Ni] = E; {Z 1{Xn:i}} = ZPi(Xn =1i)= Z[Q”](z,z) :

n>1 n>1 n>1

Le calcul E;[NV;] = P;(T" < 00)/P;(T" = 00) est élémentaire. [ |

I.3.b Classification des états.

Lemme 1.3.4 Soienti,j € F, deux états qui communiquent : i <> j. Alors, seules les deux situations suivantes
sont possibles : ou bien 1 et j sont tous les deux récurrents, ou bien i et j sont tous les deux transients.

Preuve : comme i et j communiquent, il existe k, ¢ € N tels que [Q*](,7) > 0 et [Q%](j,i) > 0. Pour tout
n € N, on voit facilement que

(QU+G3) > (@16 )[Q")G. NIQG.) et [QF1(5.4) > [Q13.)[Q"1.)[Q"G.)

Cela entraine que les séries > -, [Q"](i,7) et Y, ~,[Q"](J,j) sont de méme nature, ce qui permet de conclure
grice au corollaire 1.3.3. n

Le lemme suivant montre que, en un certain sens, la récurrence se propage.

Lemme 1.3.5 On suppose que j est accessible depuis i : i — j. Si i est récurrent, alors j — 1 et j est récurrent.
De plus on a P;(N; = c0) = 1, et Pj(N; = 00) = 1 également.

Preuve : raisonnons par 1’absurde en supposant que ¢ n’est pas accessible depuis j. Cela signifie que pour tout
n € N,onaP;(X, =1i) = [Q"](j,i) = 0, ce qui implique que P;(T}" = c0) = 1. Comme i — 7, il existe
k € N tel que P;(X; = j) = [Q*](4,4) > 0. En appliquant la propriété de Markov au temps k, on voit que

_ )
Pips. Billiq o) ,x)=00) | 74 = 1=y P (T;

=00) = 1{x,=j} -
En intégrant, on obtient P; (X}, = j; T\ (6,X) = 00) = Pi(Xy, = j) > 0, Or {X}, = j; TV (0xX) = 00} C
{N; < oo} et on aurait P;(V; < co) > 0, ce qui contredit le fait que ¢ est récurrent (on utilise ici le corollaire
1.3.3). Cela montre par I’absurde que j — ¢. Comme on a supposé ¢ — j, cela implique que 7 <> j. Le lemme
(I.3.4) entraine alors que j est récurrent.

Il reste 2 montrer que P;(N; = oo) = 1 : le théoreme 1.3.2 montre que sous P;, les excursions & (p),
p > 1, de la chaine en dehors de I’état {i} sont indépendantes et de méme loi. Pour tout p > 1, on pose
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{ eEN: &P = ]} Il est clair que les variables de Bernoulli 15, p > 1, sont i.i.d. sous P;. On pose
P(B1) = E;[1p,]. La loi des grands nombres sous P;, implique que

P;-p.s. Zqu—>a.

p—o0
1<q<p

Si o > 0, alors cela entraine que P;-p.s. Zp>1 1p, = oo. Par ailleurs, il est clair que

I)i—p.S. ]V} > 2{: 15&

p>1

On a donc montré que si & > 0, alors P;(N; = co) = 1. Il suffit donc de prouver que

=P(EneN: &Y =4)>0. (1.63)
Comme 7 — j, il existe 41, . .., tel que p(4,41)...p(i¢,j) > 0. On note r = max{s € {1 N
i}. Onadonc ipiq,...,0¢ # i et p(i,iry1)...p(ig,7) > 0. Cela montre qu’il existe i7,...,75, € E\{z} tel

que p(7,77) ... p(i},,7) > 0. Or on observe que

Pips. 1o ne_jy 2 HXo=isXi=ifi i Xm=if i Xmi1=i} -
En prenant I’espérance de cette inégalité sous P;, on a donc o > p(¢,47) ... p(},,5) > 0, ce qui entraine (1.63)
et donc que P;(N; = 0o) = 1. On a également, P ;(N; = co) = 1, en échangeant les roles de i et j. [ |

Définition 1.3.6 On note R 1’ensemble des états récurrents et on note T 1’ensemble des états transients. Par
définition RUT = E. Si R # (), on note Ry, Ry... les classes d’équivalence de R pour la relation de
communication <. Les classes R, Rs . . . sont appelées les classes de récurrences et on a la partition suivante
de I’espace des états :

EFE=TUR=TUR;URsU... .

On note que T ou R peuvent étre vides mais que les deux ne peuvent étre vides a la fois car F est non-vide. [

Supposons que R ne soit pas vide et soit Ry, une classe de récurrence. Si ¢ € Ry et si ¢ — 7, alors j est
récurrent et ¢ <+ j, par le lemme de propagation de la récurrence 1.3.5. Cela implique donc que 5 € R,. On voit
donc que c’est une partie (Q-fermée. Autrement dit, si la chaine visite a un certain temps un état récurrent, elle
reste piégée par la suite dans la classe de récurrence de cet état (ce d’apres le lemme 1.2.8) et elle évolue dans
cette classe Ry comme une chaine de matrice de transition Q|g,. Le lemme de propagation de la récurrence
1.3.5 indique qu’elle visite alors tous les états de R, une infinité de fois.

La classe des états transients n’est pas nécessairement fermée : une chalne peut commencer par ne visiter
que des états transients puis a un certain instant, elle visite pour la premiere fois un état récurrent; a partir de
cet instant la chalne reste piégée dans la classe de récurrence de cet état récurrent et visite une infinité de fois
tous les états de cette classe.

Il se peut également que la chaine ne visite aucun état récurrent. Dans ce cas, elle ne visite qu’un nombre
fini de fois chaque état car si elle visitait une infinité de fois un état, la propriété de Markov au premier temps
d’atteinte de cet état impliquerait que cet état soit récurrent.

Nous énongons sous forme de théoréme cette analyse du comportement d’une chaine : ce théoreme est
appelé théoreme de classification des états. Pour I’énoncer, on introduit pour tout sous-ensemble F' C F le

temps d’arrét suivant :
Tp=inf{neN: X, € F},

avec la convention inf () = oo, ¢’est-a-dire que {Tp < o0} ={In e N : X,, € F}.



62 CHAPITRE I. CHAINES DE MARKOYV.

Théoréme 1.3.7 (Classification des états) Pour toute loi d’entrée i € M1 (E), les assertions suivantes sont véri-
fiées P,,-presque siirement.

(i) Si Ry est une classe de récurrence telle que Tr, < 0o, alors :

(a) pour toutn > Tr,, X, € Ry,
(b) pourtout0 <n <71gr, X, €'T;

(c) pourtout j € Ry, ona N; = oo.

(ii) Si'Tr = o0, ¢’est-a-dire si la chaine n’atteint aucun état récurrent, alors pour tout j € E, ona N; < oo.

Preuve : on suppose qu’il y a au moins un état récurrent. Alors, il existe une ou plusieurs classes de récurrence
comme définies dans 1’énoncé. Soit Ry, une telle classe. Supposons que ¢ € Ry et que j € E soit tel que
p(i,7) > 0. Alors i — j. Le lemme 1.3.5 entraine que i <> j et que j est récurrent. Par conséquent j € Ry.
Cela montre que R est une classe fermée.

On fixe ensuite u € .#(F). On suppose qu’il y a au moins une classe de récurrence Ry. Comme elle
est fermée, pour tout i € Ry, et pour tout n > 0, on a P;(X,, € Ry) = 1 (voir (1.42). Par conséquent,
P;(Vvn € N, X,, € Ry) = 1. La propriété de Markov forte implique que P ,-p.s.

E# |:1{TRZ<OO}1{3TL6N:X’IL+TRZ iRg}LgTR[] = l{TRg<OO}PXTRE(3n eN: X, §é Rg) =0.

En intégrant, on a P, (TR, < 0co; In > TR, : X, ¢ Ry) = 0, ce qui montre (a).

Soient Ry, et Ry deux classes de récurrences distinctes. Elles sont fermées et le point (a) entraine facilement
que P, (Tr, < oo; Tr, < 0o) = 0. De plus, par définition, on a X,, ¢ Ry, pour tout n < Tg,, et donc
P,(Tgr, < co; In < TR, : X, € R) =0, ce qui prouve (b).

On remarque tout d’abord que le lemme 1.3.5 implique que pour tout 7, j € Ry, on ait P;(N; = c0) = 1.
Par conséquent, pour tout ¢ € Ry, ona P;(Vj € Ry, Nj = 0o) = 1. On remarque ensuite que

{TRg < OO} N {3] eRy: Nj < OO} = {TR[ < OO} N {3] eRy: NJ(HTRZX) < OO} (1.64)
Or la propriété de Markov, combinée avec ce qui précede, implique que P,-p.s.
Eu[1{TRZ<OO}1{3jeRZ;Nj(9TRZx><oo}IfTRJ = 1{TRZ<oo}PXTRZ(3j €Ry: Nj<o0)=0.

En intégrant et en utilisant (1.64), on obtient que P, (Tr, < c0; 35 € Ry : N; < 00) = 0, ce qui prouve (c).

Il reste & montrer (i) : on suppose que i € E est tel que P,(N; = oo) > 0. On rappelle que Ty
est le premier temps d’atteinte de 1’état i et on observe que {N; = oo} C {T¢;; < oo}. Cela montre que
P, (T(; < 00) > 0. La propriété de Markov entraine ensuite que

P,-ps. E, [1{Ni:OO}|yT{i}:| = E, [1{T{¢}<00}1{Nz‘(9T{i}X)=OO}’yT{i}]
= L1, <00} Pi(Ni = 00) .
En intégrant, on a donc 0 < P,(N; = c0) = P, (Ty;; < 00)P;(N; = 00). Par conséquent P;(N; = o0) > 0,
et le corollaire I.3.3 entraine donc que P;(V; = 0o) = 1 et que ¢ est récurrent.
On a donc montré que si PM(NZ- = o0) > 0, alors 7 est récurrent. Autrement dit, si ¢ est transient, alors

P,(N; = oo) = 0. Cela implique que P,(3i € T : N; = oo) = 0. Ensuite on constate facilement que si
TR = 00, alors N; = 0, pour tout j € R.. Par conséquent

P, (TR =00;F€FE : Ny=00)<Py,(FieT: N;=00)=0,
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ce qui montre (7). |

On peut rapidement réexprimer le théoreme de classification comme suit. Une chaine a deux types de
comportement asymptotique :

— ou bien, avec une certaine probabilité, elle a un comportement récurrent, c’est-a-dire qu’elle visite un
nombre fini d’états transients avant d’atteindre une classe de récurrence ou elle reste indéfiniment en y
visitant tous les états une infinité de fois;

— ou bien, avec une certaine probabilité, elle a un comportement transient, ¢’est-a-dire qu’elle ne visite que
des états transients et dans ce cas elle ne visite qu’un nombre fini de fois chaque état.

En général la probabilité qu’elle ait un comportement récurrent et la probabilité qu’elle ait un comportement
transient sont des probabilités qui peuvent étre strictement positives et strictement inférieures a 1 et ces quantités
ne sont pas toujours faciles a calculer. Mais lorsque la chaine est irréductible, la situation est beaucoup plus
simple, comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.8 On suppose que @ est irréductible. Alors E = T ou E = R = Ry, c¢’est-a-dire que l’on a
I’alternative suivante.

(i) Ou bien tous les états sont récurrents et pour toute p € #1(E), ona

P,ps. VieE, N;=o00.

(ii) Ou bien tous les états sont transients et pour toute . € M1(E), on a

P,ps VieE, N;<oo.

Par conséquent, si tous les états sont transients, E est nécessairement infini et toute chaine de Markov irréduc-
tible a valeurs dans un espace d’états fini est récurrente.

Preuve : si () est irréductible et s’il existe un état récurrent, alors le lemme 1.3.5 implique que tous les états
sont récurrents. Comme tous les états communiquent, il n’existe qu’une seule classe de récurrence qui est
tout 1’espace d’état et le théoreme 1.3.7 de classification implique (7). Si tous les états sont transients, on est
clairement dans le cas (¢¢) du théoréeme 1.3.7 de classification qui implique immédiatement le point (i) du
corollaire.

Supposons ensuite que E soit un ensemble fini. On constate donc que {Vi € E', N; < 0o} = {> ice N; <
00}. Or {> ice N; < oo} = () car la chaine reste indéfiniment dans E. On adonc P, (Vi € E, N; < 00) = 0.
Or si tous les états sont transients, on doit avoir P, (Vi € E', N; < oo) = 1, ce qui termine la preuve. |

Exemple 1.3.9 Soit (Z,,),>0 un processus de branchement de loi de reproduction £. On a montré a I’exemple
I.1.b que (Z,)n>0 est une chaine de Markov dont la matrice de transition @) = (p(i, j)); jen est donnée par
p(i,§) = £*(j) (voir I'exemple I.1.b, page 9). On rappelle que  désigne la fonction génératrice de €.

On s’intéresse aux classes de récurrence et de transience du processus de branchement en se plagant dans
le cas le plus intéressant ou

€0)>0 et £0)+¢&(1)<1.
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On vérifie d’abord que {0}, qui est un élément absorbant est 1’unique classe de récurrence : on voit en effet que
pour tout ¢ € N, p(¢,0) = £(0)* > 0; on adonc i — 0; comme 0 est absorbant, si i # 0, on n’a pas 0 — .
Cela montre que N* est I’ensemble des états transients :

R=R;={0} et T=N*.

Le théoréme de classification des états permet alors d’affirmer que pour toute p € .#,(N), P,-p.s. : ou bien
il existe un temps n (aléatoire) ou Z, = 0 et la chaine reste absorbée en 0 (la population s’éteint), ou bien
lim,, Z,, = oo, c’est-a-dire

P,GneN:VmeN, Z, 1, :0)+Pu(n1LngOZn:m) =1.

Cela démontre de nouveau le lemme 1.1.12, page 13, qui a été prouvé a I’aide de technique de martingales. On
rappelle que ¢ désigne la plus petite racine de ¢(r) = r (voir le lemme 1.1.10, page 11). Il est facile de déduire
que
P,(3neN:VYmeN, Z,1,,=0)=E, [qZO] = Zqip(z') .
i€k
Cette probabilité (de tomber dans une classe de récurrence) peut, selon les lois de reproduction &, prendre toutes
les valeurs réelles entres O et 1. 0

Exemple 1.3.10 (Le probleme de Polya) On s’intéresse a la récurrence ou a la transience des marches aléatoires
simples symétriques dans Z?. On note (ey, . . ., €4), la base canonique de R?. On définit la mesure de probabilité
7 sur Z% par w(e1) = m(—e1) = ... = m(eq) = m(—eq) = 55. Pour simplifier, on se place sur (Q, .7, P),
sur lequel on suppose définie une suite i.i.d. de v.a. notée (&,,),>1 de loi commune 7 et on pose Xp = 0
et X, = & + ...+ &, n > 1. 1l est facile de montrer que la matrice de transition d’une telle marche est
irréductible. Le corollaire 1.3.8 montre 1’alternative suivante.
e La marche est récurrente ssi E[No] = > -, P(X,, =0) = oo.
00

e La marche est transiente ssi E[No] = >, -, P(X, =0) <

Cas de la dimension d = 1. Un argument combinatoire simple montre que P(Xs,+1 = 0) = 0 et que

(2n)!
()2

On rappelle la formule de Stirling n! ~ v/27n(n/e)™, ce qui implique que

2
P(XQn _ 0) _ 2—2n< n) —9—2n
n

1
N

On adonc E[No] =3, -, P(X, = 0) = oo, et la marche est récurrente.

P(Xy, = 0) ~

Cas de la dimension d = 2. La aussi, un argument combinatoire simple montre que P(X5,11 = 0) = 0. On
trie les trajectoires de longueur 2n qui partent de I’origine 0 et qui y reviennent, selon le nombre ¢ € {0, ..., n}
de fois ou elles sont montées vers le Nord : elles ont donc été ¢ fois vers le Sud, n — £ vers I’Ouest ainsi que
vers ’Est. On a donc

n

P(Xp, =0) = 472")°
=0

@2n)!  (20)! (2n — 20)!
(20)1(2n — 20)! ()2 ((n — O)1)2
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ce qui implique que
1
P(X9,=0) ~ —.

n—oo TN

On adonc E[No] = 3, P(X;, = 0) = oo, et la marche est récurrente.

Cas de la dimension d = 3. Un argument combinatoire simple montre que P (X5,,+1 = 0) = 0. En triant les
trajectoires de la méme facon on a

|

. _ a—on ﬂ _ o9—2n (27’L) . 3—7"71! 2
P(X2,=0) =6 Z (K10im!)2 =2 (n!)2 Z (k‘!f!m!) '
k-+0+m=n k+l+m=n

La loi multinomiale implique que 3" = (1+1+1)" =%, , #;n, On a donc

(2n)! . B _p n!
(e Meoou Mu=, max Sl

P(Xo, =0) <2727

klm!

Supposonsquek+€+m:netqueOgkgégmgnaveck‘<m.Onam:kLHgl,cequi

A ! ! . . L. .
entraine que zi— < G +1)!Z.(m71)!' Cela implique par symétrie, que si k,, + £, + m, = n, alors

n! n

3

w2 a2 <.

kpn —

)

ke lpmy,!

Par la formule de Stirling, il existe une constante C, telle que M,, < C/n. Il existe donc une constante C* telle

que
*

n3/2

On adonc E[No] =3 - P(X,, = 0) < oo, et la marche est transiente.

Cas des dimensions d > 4. On introduit la notation suivante
X,= (XL ... X et V,=(X X2 X2

ot X} ..., X% sont les coordonnées de X,, dans la base canonique (e1,...,ey). On introduit également les
temps aléatoires 7, k > 0, définis par

=0 e VE>0, mp=inf{n>m :Y,#Y,}.
Il est facile de voir que les variables (7j4+1 — 7)r>0 sont indépendantes et de loi géométrique :

1-3"" m>1.

Q| w

P(Tp41 — Tk =m) =

On voit également que (Y7, )x>0 est une marche aléatoire simple symétrique sur Z3. Elle est donc transiente :
elle ne visite qu’un nombre fini de fois chaque site, ce qui implique que limy||Y7, || = co, P-presque sirement.
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Ici ||-|| désigne la norme euclidienne. Comme Y}, est constante pour tout 7, < n < 7;_1, on a donc lim, [|Y,,|| =
oo, P-presque stirement. Enfin on remarque que ||Yy,||? < || X,[|?, ce qui implique que

P-ps. lim||X,| =0
n

La marche aléatoire est donc transiente en dimension d > 4.

En résumé, on a montré qu’en dimensions d = 1,2, la marche aléatoire simple est irréductible récurrente :
quelle que soit sa loi initiale, presque siirement elle visite tous les points de 7. une infinité de fois. En dimension
d > 3, la marche aléatoire simple est irréductible transiente : quelle que soit sa loi initiale, presque siirement
elle ne visite les points de Z.* qu’un nombre fini de fois (et elle tend en norme vers ’infini).

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Polya. A 1a fin des années 20, Polya a posé la question de
la récurrence ou de la transience des marches simples sur Z? comme un exercice dans une revue allemande. Il
en a rédigé la solution une ou deux années plus tard. Ce théoréme est le premier d’une longue série concernant
la récurrence ou la transience des marches aléatoires, probleme qui requiert en général des techniques plus
sophistiquées que celles que nous avons présentées ici (voir les exercices pour quelques idées). ]

Remarque 1.3.11 La figure 1.3.10 page 67 montre le graphe de n — || X, ||, ou n € {1,...,50000}. En
dimension 1 la marche aléatoire visite assez souvent 0 (2 peu pres /50000 = 220 fois). Notez cependant
qu’il y a des excursions assez longues en dehors de 0 (comme la derniere qui dure plus de 20000 étapes). En
dimension 2 la marche aléatoire visite 0 moins souvent (a peu pres log(50000) =< 10 fois) et les excursions en
dehors de 0 sont assez longues.

La figure 1.3.10 page 67 montre le graphe de || X, || en dimensions d = 3 et d = 20 : la marche semble ne
jamais revenir a 0, ce qui est cohérent avec le fait qu’en dimension d > 3, la marche est transitoire.

La figure 1.7 page 68 montre le graphe de la marche aléatoire sur Z%°°. et compare ||.X,,|| avec \/n. En
fait, d’apres le théoreme de la limite centrale, en toute dimension d (y compris les dimensions 1 et 2) la
v.a. || X,||/+/n tend en distribution 2 la loi de la norme d’une v.r. gaussienne standard en dimension d qui
est la racine carrée de d v.a. indépendantes de Rayleigh. Ainsi, si d = 500, dans I'intervalle n € {25,20000},
la loi des grands nombres s’applique grossierement a la distribution limite et le graphe semble assez proche de
celui de n — +/n, mais I’image n’est plus valable pour n >> 50000. O

Pour conclure, nous donnons un critere de récurrence des chaines irréductibles utilisant la théorie des mar-
tingales (ce critere servira par la suite).

Proposition 1.3.12 On suppose Q) irréductible. Alors la chaine est récurrente ssi toute fonction positive (Q-sur-
harmonique est constante.

Preuve : on suppose d’abord que la chaine est récurrente. Soit f : F — Ry telle que f > Q.f (f est sur-
harmonique). On pose Y,, = f(X,), n > 0. La proposition 1.2.21 montre que pour tout i € FE, sous P;,
(Y2)n>0 est une sur-martingale positive relativement a la filtration (.%,,),,>0. Le théoréme de convergence des
sur-martingales positives implique qu’il existe Yo, : © — [0, 0], telle que P;-p.s. on ait lim, Y,, = Y.
Comme les sur-martingales décroissent en espérance, on a de plus E;[Y;,| < E;[Yy] = f(4). Par Fatou, on en
déduit que E;[Y] < f(i) < oo. Cela implique donc que P;(Ys < 0o0) = 1. On a donc

P;,-ps. limf(X,) =Y <.
n
Comme la chaine est supposée récurrente, pour tout j € F, P;-p.s. 'ensemble des temps {n € N : X, = j}

est infini. Donc, pour tout j € E, ona P;(Y = f(j)) = 1, ce qui entraine que P;(Vj € E,Ys, = f(i) =
f(4)) = 1, etdonc que f(i) = f(j), pour tout j € E. La fonction sur-harmonique f est donc constante.
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Montrons la réciproque. Pour tout io € E, et pour tout i € E, on pose f(i) = P i(Ti, < 00) et f*(i) =
P; (TL(O1> < 00), ou on rappelle que Tj, est le premier temps d’atteinte de i et T ) est le premier temps de
retour en 7p. Le lemme 1.2.23 1mp11que que f et f* sont sur-harmoniques. Elles sont donc constantes, selon
notre hypothese. Il existe alors deux constantes c,c* > 0, telles que f = cet f* = ¢*. Or f(ip) = 1,
par définition. Donc ¢ = 1. De plus f(i) = f*(i), pour tout i # iy, donc ¢ = ¢* = 1. Cela montre que
f*(io) = Py (T < 00) = 1 et donc 4 est récurrent. Comme la chaine est supposée irréductible, tous les

états sont récurrents. [ ]

Exemple 1.3.13 On consideére une chaine de naissance et de mort, c’est-a-dire que sa matrice de transition
Q = (p(i,7))i jen est telle que p(i, j) = 0 dés que |7 — j| > 2. On la suppose irréductible, ce qui est équivalent
a supposer que p(i,7+ 1)p(i+1,7) > 0, pour tout s € N. Pour tout ¢ € N, on pose T; = inf{n >0 : X,, =i}
avec la convention que 7; = oo ssi pour tout n € N, X,, # i. T; estun (%, ),>0-temps d’arrét : c’est le premier
temps d’atteinte de 1’état i.

Soient 7,a € N tels que ¢ < a. Comme la chaine est irréductible, elle est soit transiente soit récurrente
mais dans les deux cas P;(T, < oo) = 1. Soit f : N — R une fonction @-harmonique sur N* qui n’est
pas constante, comme on en a construit a ’exemple 1.2.22, page 45. La proposition 1.2.21 page 44 montre que
pour toute loi d’entrée p € .#1(N), sous Py, (Y)n>0 = (f(Xna1,))n>0 est une (%), >o-martingale. La
proposition ??, page ??, implique que sous P, (Y,A7, )n>0 est une (%, ),>o-martingale également. Or on a

VneN, 0<Yoar, <max(f(0),...,f(a)).

C’est donc une martingale bornée. De plus,
Pips.  lim Yonr, = fla)Yyr, <y + F(O)1ypyer,y -

Or Yy = f(i), P;-p.s. Le théoreme de convergence p.s. des martingales combiné avec de la convergence
dominée, implique que

f(i) = Ei[Yo] = EYoaz,] = E[ lim Your, | = f(a)Pi(Ta < To) + f(O)Pi(Th < Ta).
ce qui implique que .
fla) — f(@)
fla) = f(0) "

On observe ensuite que P;-p.s., T, > a — i, et donc lim,_, T, = oco. Par conséquent P;(T) < o0) =
lim,—y00 T Pi(Ty < Tg). On choisit f(0) = 0 et f(1) = 1. Alors, on pose

L= i s =3 T] By € ool

n>11<k<n

Pi(To < T, = O<i<a.

Si L = oo, alors P;(Ty < oo) = 1, pour tout ¢ € N*. En appliquant Markov fort, cela montre que

PZ-(TZ.“) =o0) = Pi(Tp < oo; T = o0) =Pi(Ty < oo;Tf”(GTOX) = 0)
= PZ'(TO < OO)P()(TZ' = OO) =0.

Donc P;(T" < oo) = 1 et la chaine est récurrente.

Si L < oo, alors P;(Th < o0) = f J]:((z)) < 1.0n adonc P;(Ny = 0) > 0, ce qui montre que la chaine est
transiente. Par conséquent
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< : plkk=1) _
— Qestrécurrente si Y, 1 [[1<p<p o hTT) = °°-

1 1 p(k‘,k,‘—l)
— Qesttransiente si > o1 [[1<4<, phEFD) < 00 O

EXERCICES.

Exercice 130 Soit (Q; .7 ; (Zn)n>0; (Xn)n>0; Q; Pu, p € 1 (E) ), une chaine de Markov. On suppose que la chaine est
irréductible (c’est-a-dire que @ 1’est). Soit f : ' — R, une fonction. On utilise les notations suivantes : on dit que " f tend vers co
en I’infini", ce qui est noté lims, f = oo ssi pour tout réel ¢ > 0, 'ensemble {i € E : f(i) < c} est fini. De méme on dit que " f
tend vers 0 en I'infini" ssi pour tout réel ¢ > 0, 'ensemble {i € E : ¢ < f(i)} est fini. Soit F' C E un sous-ensemble fini d’états. On
suppose que E est infini. On suppose que

Vie E\F, Q.f(i) < f(i).

On veut montrer les criteres de récurrence et de transience suivants :
(i) Silims f = o0, alors la chaine est récurrente.

(ii) On suppose que f(7) > 0, pour tout i € F et que limo, f = 0. Alors la chaine est transiente.

1. Montrer (et c’est un fait général) que puisque @ est irréductible, pour toute loi d’entrée (i, sous P, la chaine visite une infinité
de site, c’est-a-dire que
P,ps. #{Xn;neN}=00.

2. On pose TI(,l) = inf{n > 1: X, € F} avec la convention que TIE}) = oo ssi pour toutn > 1, ona X,, ¢ F. Il est facile de
Voir que T}l) estun (Fy)n>o-temps d’arrét : c’est le premier temps de retour de la chaine en F'. On pose Yy = f(X 1)),

nAlp

n > 0. Montrer que la proposition 1.2.21 page 44 montre que pour ¢ € E\ F', sous P;, (Y3,)n>0 estune (%, ), >o-sur-martingale

positive. Elle converge presque stirement vers Y., et montrer que

Vie E\F, E;[Ys] < f(i).
En déduire que si lims, f = oo, alors

Vie E, P;ps. #{XMTS) ;ineN} < oo.

3. Montrer que si lims, f = oo, alors pourtout¢ € F,ona Pi(Tlf})

pour toutz € E, on a

< o0) = 1. En utilisant la propriété de Markov, montrer que

P,ps. #{neN: X, €eF}=00.
Comme F est fini, montrer que
S Nj=#{neN: X, €F}
JEF
en déduire que la chaine est récurrente, ce qui montre (i).
4. En raisonnant de fagon proche, montrer (ii).

5. En appliquant ce critére aux processus de naissance et de mort. ]

Exercice 131 Soit (Q; .7 ; (Fn)n>0; (Xn)nz0; Q; P, p € #1(E) ), une chaine de Markov. Soit F' C E, un sous-ensemble.
Onnote Tr = inf{n > 0 : X, € F} avec la convention habituelle T = oo ssi pour tout n € N, on a X,, ¢ F. On suppose qu’il
existe n > 0 etm € N tels que

Vie E\F, Pi{Xmn€F)>n.

1. Montrer que
VkeN,Vie E, Py(Tr>km)<(1—-n)".

2. En déduire que E;[TFr] < m/n et donc que P;(Tr < c0) = 1, pour tout ¢ € E.
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3.

Montrer que pour tout 0 < u — - log(1 — 1), pour tout i € E ona E; [€*T7] < oo. O

Exercice 132 Soit (2; .7 ; (Zn)n>0; (Xn)nz0; Q; Py, p € #1(E) ), une chaine de Markov.

1

2.

Montrer qu’une classe de récurrence est réduite a un singleton {4} ssi i est absorbant.

On suppose que toutes les classes de la chaine sont réduites a des points (donc des états absorbants). Décrire le comportment
possible de la chaine.

. On suppose que E est fini, que la chalne posséde g états absorbants, notés a1, . . . , aq. On suppose également que

VieE, J1<k<q:it—ag.

Montrer que la chaine admet exactement g classes de récurrence R1 = {a1},. .., Ry = {aq} et que la classe des états transients
estT = E\{ai,...,aq}. Montrer que quelle que soit la loi d’entrée p € #1(E), sous P, la chaine va étre absorbée :

P,(3neN: X, € {a1,...,aq})=1.
On suppose que E est fini, que la chaine possede deux états absorbants notés a et b. On suppose que
Vie E, soiti— a,soiti — b.
Onpose A={In e N: X, =a}et B={3n € N: X,, = b}. Montrer que pour toute loi d’entréee ;1 € .#1(FE), ona
P.,(ANB)=0 et P,(AUB)=P,(A)+Pu(B)=1.
On se donne f : E — R4 qui est Q-harmonique sur E'\{a, b}. Montrer que

V€ M(E) (p, f) = f(a)Pu(A) + f(0)Pu(B) .
Quelle est I’hypothese a faire sur f et  pour en déduire un calcul P, (A)?

On rappelle ’exercice 1.9 page 8 ol () est donnée de la maniere suivante : on considere NV individus distincts qui portent deux
sortes d’alleles d’'un méme gene : 1’allele A et 1’allele a. La population évolue en restant de taille constante N et les génes
se transmettent d’une génération a 1’autre de la maniere suivante (trés simplifiée) : chaque individu de la génération n choisit
indépendamment uniformément un "pére" a la génération précédente et il hérite de la forme (A ou a) de son "pére". On note X,
le nombre d’individus porteur de la forme A a la génération n. Montrer que (X5 )n>0 est une chaine de Markov a valeurs dans
E ={0,...,N}. Montrer que 0 et N sont les seuls éléments absorbants. Montrer que (X,)»>0 est une martingale. En déduire
que si la population au temps 0 compte ¢ individus porteur de 1’allele A, la probabilité pour que tous les individus finissent par
porter I’allele A est i/ et la probabilité pour que tous les individus finissent par porter I’alléle a est (N — 3)/N. d

Exercice 1.33 (Décomposition de Riesz) Soit

(Q; F i (Fr)n>0; (Xn)n>0; Q; Py, p € A (E) )

une chaine de Markov. Pour tous i, j € E, on pose

Ui,5) = 6is + 1Q")(0,5) = B[ D 1ix,=] € 10,00,

n>1 neN

ol d;; =1sii=jetd;; =0sii+# j. Lamatrice (U(3,J))i,jer est appelée la matrice potentielle de Q.

1.

2.

Soit h : B — Ry. On définit U.h(i) = 32,5 U(i,5)h(j) € [0,00] avec la convention que si U(4, j) = oo et h(j) = 0,
alors U(4,5)h(j) = 0. On a donc U.h(i) = E; [Z"GN h(Xn)], pour tout ¢ € E. Montrer que U.h : E — [0, 00| est
Q-sur-harmonique. La fonction U.h est appelée le potentiel de h.

Soit f : E — Ry une fonction Q)-sur-harmonique. Pour touti € E, on pose h(i) = f(i)—Q.f (). Montrer que 0 < h(i) < oo,
pour tout ¢ € E. Montrer que
vn>1, > Q“h=f-Q".f.
0<k<n

En déduire que pour tout ¢ € E, la suite (Q™.f(Z))n>0 est décroissante et qu’il existe une fonction @)-harmonique positive
f' E — Ry telle que
f=lm]Q".f = inf Q"f.

Montrer également que 0 < U.h(i) < oo, pour touti € F etque f = U.h + f'.
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3. Montrer que pour toute fonction f : E — R qui est Q-sur-harmonique, il existe un unique couple de fonction h, f' : E — R
telles que les conditions suivantes soient satisfaites.

— Lafonction f’ est Q-harmonique.

— Onaf=Uh+f.

Cette décomposition est appelée décomposition de Riesz de f.

4. Si les fonctions h, f' sont issues de la décomposition de Riesz de la fonction Q-sur-harmonique f : £ — R, montrer que
pour tout¢ € E, on a

P;-ps. lim f(X,) existedans Ry et lim f(X,) = lim f'(X,) ,

(Indication : on montrera que (U.h(X,))n>0 converge en norme L' vers 0.) O

Exercice 1.34 Cet exercice est une application de la décomposition de Riesz obtenue a I’exercice précédent 1.33. Soit
(25 75 (Fa)nz0; (Xn)nz0; Q5 Py, p € M(E) )

une chaine de Markov. Soit /' C E. On pose Tr = inf{n > 0 : X, € F} avec la convention habituelle T» = oo ssi pour tout
n € N,ona X,, ¢ F. On pose également

Ne =) Ix,ery et Vi€ E, f(i)=Pi(Tr <o0).

neN
1. Montrer que f : E — [0, 1] est Q-sur-harmonique. D’apres I’exercice précédent 1.33, il existe donc un unique couple de
fonctions h, f' : E — R tels que f’ est Q-harmonique et f = U.h + f'.
2. Montrer que f'(i) = P;(Nr = 00), pour tout 7 € F.
3. Montrer que

Vie E, h(i)=Pi(Vn>1, X, ¢F).

4. Montrer que
Vi€ E, Pips. lim f(Xn) =1lim f'(X5) = L{np—oo} -

Exercice .35 En application des deux exercices précédents 1.33 et 1.34, on redémontre des résultats du cours. Soit
(25 75 (Fa)nz0; (Xn)nz0; Q5 Py, p € M(E) )

une chaine de Markov. Pour tout ¢ € E. On pose T; = inf{n > 0 : X,, = i} avec la convention habituelle 7; = oo ssi pour tout
n € N,on a X,, # ¢. On pose également
Ni=3 Lix,—i) -

neN

et ¢;(j) = P;(T; < 00). On a démontré a ’exercice précédent 1.34 que ¢; : E — [0, 1] est Q-surharmonique. On note h; : £ — R4
et ¢} : B — Ry, les fonctions issues de la décomposition de Riesz de ¢; : on a ¢p; = U.h; + ¢} avec ¢, qui est Q-harmonique.

1. Montrer que
— soit ¢; = 0 et P;(N; = 0o) = 0 : 4 est donc récurrent,
— soit U.h; = 0et P;(N; = 00) = 1: 7 est donc transient.
2. Montrer que si ¢ est récurrent alors pour tout j € E, ou bien P;(N; = co) = 0, ou bien P;(N; = o0) = 1.

3. Pour tout état ¢ € F récurrent, on pose R; = {j € E : P;(N; = o0) > 0 .}. Montrer que si j € R; alors j est récurrent et
C; = Cj. O
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Exercice 1.36 (Probléeme de Dirichlet sur les graphes.) Soit G = (S, A), un graphe simple, non-orienté, dénombrable, connexe et
sans boucle. On le munit d’un systéme de poids C = (C; a € A). On rappelle que 0 < C'ea < 00, pour toute aréte a € A et que

Vs€S, m(s)= Y  Clowy €]0,00[.

s'€S:s/~s

On considere une marche aléatoire sur G associée au systeme de poids C :
(Q; 75 (Fa)nz0; (Xn)nz0; Q = (p(s,5)s,sr; Pu, p € A1 (S))

On rappelle que

Vs,s' €8S, p(s,s') =Clsey/m(s) sis~s et p(s,s’)=0 sinon.
Puisqu’on a supposé G connexe et que 0 < C; < oo, pour toute aréte a € A, on voit facilement que () est irréductible. De plus, on
rappelle que la matrice de transition est réversible et 7 en est une mesure de réversibilité.

On fixe un sous-ensemble D de sommets. On dit que D est un domaine du graphe G ssi D est connexe, c’est-a-dire que pour
toute paire de sommets distincts s et s’ de D, il existe un chemin v = (so = s, 51,...,8, = §') tels que s1,...,s8, € D. On fixe
un domaine D C S et pour éviter les trivialités, on suppose que D est non-vide et distinct de S. On fixe g : S\D — R, une fonction
bornée. Le probleme de Dirichlet associé a D et g consiste a trouver un fonction f : S — R qui est Q-harmonique sur D et telle que

f(i) = g(7), pour tout i & D.

.. ) ) ) Q.f(i) = f(z) pourtouti € D,
Pb Dirichlet(D, g) : 37f : E - R : { £0) = g(3) pour tout i € S\ D.

On introduit Tpe = inf{n >0 : X, € S\D} avec la convention que Tpe = oo ssi pour tout n > 0, X, € D.

1. Pourtout s € S, on pose f(s) = BEs[g(Xrpe)1l{rpe<oo})- Montrer que f : £ — R est une fonction bien définie bornée.
Montrer qu’elle est une solution au probleme de Dirichlet(D, g).

2. On suppose que  est récurrente. Montrer que pour tout s € S, on a Ps(Tpe < oo) = 1. Montrer que le probleme de
Dirichlet(D, g) a une unique solution qui soit bornée et elle est donnée par la formule de la question précédente. (Indication :
si f' est une solution bornée, (f'(XnATDC ))n>0 est une martingale bornée sous P .)

3. Que dit le résultat précédent si le graphe est fini ou si D est fini ?

4. On suppose que D est infini. On suppose que g est positive. Soit f une solution probleme de Dirichlet (D, g) qui est positive
également. Montrer que
\V/S € S, Es[g(XTDC)l{TDc<OO}] S f(S) ‘

5. On suppose que D est infini. Soient f; et fo deux solutions du probléme de Dirichlet(D, g). On suppose que lim., f1 =
lims fo = 0dans D : c’est-a-dire que

V>0, #{seD : |fi(s)|>n}<oo et #{s€D : |fas)|>n}<o0o.

On suppose qu’il existe so € D tel que f1(so) < f2(so). Montrer que f2 — f1 est solution de du probleme de Dirichlet(D, 0).
On pose
C={s€S : fas) = fi(s) = sup fa(s') = fu(s) } .

s'es
Montrer que C' # ). Montrer que C C D. Montrer que si s € C'et s’ ~ s, alors s’ € C. En déduire que C = D et que f2 — f1
est constante et strictement positive. Montrer que cela n’est pas possible. Montrer que le probleme de Dirichlet (D, g) a au plus
une solution f telle que lim, f = 0 dans D.

6. Montrer que dans Z?, si on prend D : Z*\{0} et g(0) = 1, le probléme de Dirichlet admet au moins deux solutions bornées
distinctes. Est-ce le cas dans Z*? O

Exercice 1.37 (Marches nostalgiques sur les arbres symétriques) Soit T = (S, A) un graphe simple, non-orienté, sans boucle. On
rappelle qu’une suite finie v = (s, S1, . . ., Sn+1) est un chemin dans le graphe ssi {sx, sx+1} € A, pour tout 0 < k < n. On dit que
le chemin +y relie le sommet sop au sommet s,,. On rappelle que le graphe T est dit connexe ssi toute paire de sommets distincts sont
reliés par un chemin. La longueur du chemin v = (so, s1,- .., Sn) est n et elle notée |y|. On définit la distance du graphe T qui est
une une fonction d : S X S — R4 donnée par

Vs,s' €S, d(s,s') = min{|y| ; y, chemin joignant s 2 s’.} sis#s et d(s,s)=0.

Un chemin v = (80, 81, - - ., 8n) est un cycle ssi (1) :s0 = $n, (2) : m > 3 et (3) : tous les sommets so, $1, . . ., S» sont distincts. Un
arbre est un graphe connexe et sans cycle.
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On suppose que T = (S, A) est un arbre infini. On distingue un sommet € S que I’on appellera la racine. On suppose que
I’arbre T est a symétrie sphérique, ¢’est-a-dire qu’il existe une suite (an)n>1 d’entiers strictement positifs tel que

Vn>1,VseS telqued(r,s) =n,onadeg(s) =an+1.
On fixe A €]0, oo[ et on considére la marche aléatoires
(Q; Z5 (Fa)nz0; Xn)nzo; Qx = (a(5,8))s,s s Pu, 1 € A1(S))
associée au systeme de poids C* = (C2; a € A) donné par C{r,s'y = 1/ao, pour tout s’ ~ r et

A4T>e) sid(r,s") =d(r,s) + 1,

/ /
Ve EStehqes v sets Er Oy = { D=L sid(r,s') = d(r,s) — 1.

On voit que si A < 1 la marche va avoir tendance a de rapprocher de la racine. Comme c’est surtout ce cas qui est intéressant, on donne
a ce modele le nom de marche nostalgique.

1. Montrer que si s ~ 7, p(r,s) = 1/ag et

A : ’
, L P v S d(r,s") =d(r,s) + 1,
Vs,s € Stelsques ~ s ets #r, p(s,s)= { o sid(r,s') = d(r,s) — 1.

2. Onpose Y, = d(r, X,), n > 0. Montrer que sous P, (Yn)nZO est distribué comme un processus de naissance et de mort issu
de 0. Calculer la matrice de transition de (Y5 )n>0.

3. Montrer que la marche nostalgique est récurrenet ssi (Y7 )n >0 est récurrent.

4. Pour toutn > 0, on pose L, = #{s € S : d(r,s) = n}. Montrer qu’on a le résultat suivant.

— Si A <liminf, o (Cn)l/ ™, alors la marche nostalgique est récurrente.

— Si A > liminf, 00 (£,)"/", alors la marche nostalgique est transiente. |

les exercice suivant donnent des critéres analytiques de transience et de récurrence pour es marches aléatoires sur 7.2

Notations. Dans tous les exercices qui suivent, nous adoptons les mémes notations : (€2, %, P) est un espace de probabilité sur lequel
est définie une suite de variables (£,)»>1 qui sont a valeurs dans 7.2, indépendantes et de loi commune notée 7 :

vn>1,¥keZ', PE,=k) =nk).

On pose Xo = O etpour toutn > 1, X, = &1 + ... + &,. Lasuite (X, )n>0 est donc une marche aléatoire issue de 0 et de loi de saut
7. On s’intéresse a la récurrence de 0. On note Ny le nombre de visite en O de la marche

Ny = Z 1ix,-0y €NU {o0} .
n>1
Les criteres font intervenir la fonction caractéristique des variables &, : on note (-, -) le produit scalaire Euclidien. On note ||-|| la
norme Euclidienne et on pose
Yu = (u1,...,uq) €R?, o(u) = E[e““’&l)} = z e R (k)

kezd

On note £ 1a mesure de Lebesgue sur R? et pour tout nombre complexe z € C, on note Re(z) la partie réelle de z.

Exercice I.38 On note {1 = ( 51) §2>, R §d>), les coordonnées de &1 dans la base canonique. Montrer que si le vecteur moyen est
non-nul :

El¢] = (Elg")EG”), - Bl # 0,
alors E[No] < oo et 0 est transient. O
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Exercice 1.39 (Critére de Chung) Le but de I’exercice est de montrer le critere de récurrence suivant : soir n €10, 1[ ; I’étar 0 est

récurrent pour la marche (Xn)n>o Ssi
1
sup / Re(i) (du) = oo . (L65)
relo,1[ J) 1 —ri(u) (du)

—n,n[4
Ce critere s’appelle le critere de Chung.

1. Montrer que 1 — cosy > y*/4, pour tout y € [—7/3,7/3)].
2. Montrer que pour tout y € R, on a

1 — cos 1 /" . _ ©. 1 _ cos
COb(Q’qy) P / eztyn 2‘t| dt et / eLty C(;S(t/n) dt —
(ny) 2/ U oo T/

3. Pour tout u = (uy,...,uq) € R? on pose

(L= Inyh)™ < 1gyi<a/my-

g(u) — H (77—|Uk|)+ )

2
1<k<d K
En utilisant les questions précédentes, montrer que

Vx € Rd, 1{Hx‘|<ﬂ./(3n)} < 2d/ €i<u’x>g(u) é(du) .

1-nm[¢
4. On remarque que pour tout x = (z1,...,24) € R% ona
+
Liievam = 11 Tomew<y = [T (0= Inze)™
1<k<d 1<k<d
Pour tout u = (uy, ..., uq) € R? on pose
1 — cos(ux/n
f(u) = H # >0 .
T /1
1<k<d

Montrer que
d i(u,x
Vx €RY, 1 cvi/m Z/R‘Z W) £ (u) f(du) .

5. Déduire des deux questions précédentes que pour tout  €]0, 1[ on a

n 1
T;r P (|| X < 7/(3n)) < 2 [ﬁn’nge(m) g(u) £(du)
et 1
nZZOr"P(HXnH <Vi/n) > /mfd{e(m) F(u) £(du).

6. Montrer que Re(#w(u)) >0.

7. Montrer que g(u) < 1/n%. En déduire que

SOP(1Xall < 7/(30) < 2/m) sup /] Re( 71— ) f(du) .

7>0 €10,1] @ \1—ry(u)

8. Puisque 7/3 > 1, montrer que si u €] — 1/n,1/n[% ona f(u) > (4n) ™ Montrer alors que

_ 1
S P(IXal < Vi/) = tan) s /] Re (o) ).

n>0 rEI0 [T, [

9. Conclure. O

Exercice 1.40 (Critére pour les marches symétriques) On suppose que la loi de saut est symétrique, c’est-a-dire que

(1oi)

&1 —&1 .
Le but de I’exercise est de montrer le critere suivant : soit 1) € |0, 1[ ; [’état O est récurrent pour la marche (Xy)n>o0 ssi
4(d
/ (o) _ (1.66)
J—nap 1= % (w)
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1. Montrer que ¢ est a valeurs réelles.

2. Montrer que
vue R, E[eM™912)] = y(u).

{(da) £(du)
Tiﬁ)?l[/]*mn[d 1—rip(u)? /]771,77[‘1 1—1(u)? .

4. En utilisant le critere de Chung, montrer que 1’état 0 est récurrent pour la marche (Xar)n>0 ssi

/ {(du) e
J—nt 1= P(u)? .

5. Montrer que I’état 0 est récurrent pour la marche (X2, ), >0 ssi il est récurrent pour la marche (X, )n>0.
6. Montrer que 1 — ¥(u)? ~y—0 2(1 — ¥ (u).

7. Conclure. O

3. Montrer que

Exercice I.41 On se place en dimension d = 1. On fixe a €]0, 2[ et on choisit une loi de saut 7 sur Z donnée par

Ca

7(0)=0 et VkeZ\{0}, n(k)= NECh

ol/Co =235, k=17, Laloi 7 est donc symétrique. On remarque que la marche est irréductible.
1. Onrappelle que 1 — cosy > y°/4, pour tout y € [~ /3, 7/3]. Montrer que pour tout « # 0, on a
1 —a «
1—¢(u) 2 B[(1 - cos(ué)) ey <n/aiupy] = 30" D K% ~uso 'l
1<k<m/(3]ul)

ol C’ est une constante strictement positive que 1’on s’amusera a préciser.

2. On suppose maintenant que 1 < o < 2. En observant que la fonction y +— 3~ 2(1 — cos y) est bornée sur [—1, 1], montrer qu’il
existe une constante C”” > 0, pour tout u € R,

E[(1 - cos(u1) ) 1qj¢, <1/julyy] < C7lul* .
3. On suppose toujours que 1 < o < 2. Montrer que
E[(l — COS(UE1) )1{\51\>1/|u|)}] < 2C, Z kilia ~Nu—s0 C*lu‘a
k>1/|ul
ol C™ est une constante strictement positive que 1’on s’amusera a préciser.
4. Déduire des deux questions précédentes que si 1 < o < 2, alors il existe une constante K > 0 telle que

Vue[-1,1], 1—9¢u) < K|ul”.

5. En utilisant le critere précédent montrer que si 1 < o < 2, alors la marche est récurrente.

6. En utilisant le critere précédent montrer que si 0 < o < 1, alors la marche est transiente. Montrer également que dans ce cas

P-ps. limsup X,, =400 et liminfX, =—-cc0.

n—oo n—oo

Est-ce surprenant ? Décrivez qualitativement le comportement de la marche. (]

Exercice 142 Le but de cet exercice est de montrer que les marches aléatoires dans Z¢ qui sont "vraiment plus que tri-dimensionnelles”
sont transientes. Plus précisément : si [’espace vectoriel engendré par les k € 7 tels que (k) > 0 est de dimension supérieure ou
égale a 3, alors ’état 0 est transient.

1. On montre d’abord le résultat en dimension d = 3. L’hypothese signifie donc que 1’espace vectoriel engendré par les k € Z¢
tels que 7(k) > 0 est R?. Montrer que

vr € [0,1], Yu € R*\{0},
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2. Pour tout u € R*\{0}, on pose ¢(u) = HlT“.u. On rappelle que 1 — cosy > 4> /4, pour tout y € [—m/3, w/3]. Montrer que
pour tout u € R*\{0}, ona

1 — Re(¢(u))

A\

B[(1 - cos(u,&))1{j(ue) <n/3]
> glulPB[(¢w), &) L(isw.ei<n/Glain] -
3. Supposons qu’il existe un suite u, € [—1,1]*\{0}, n > 0, telle que lim, u,, = 0 et telle que
im B [{¢(tn), £1)° 1(1o(un), 601 <n/@llunlyy] =0
Montrer qu’on peut trouver une suite strictement croissante d’indices (nx)x>o telle que
liin o(up,) =v.

On a donc ||v|| = 1. Fatou et I'hypothése précédente impliquent que

E[[(v,&)%] =0.

Montrer que cela contredit le fait que I’espace vectoriel engendré par les k € Z* tels que 7(k) > 0 est R®. En déduire qu’il
existe une constante C' > 0 et o > 0 tel que

Vu € R*\{0} tel que [|ul| < 70, E[(¢(u), &) Ljscu)e0)1<n/Glulny] = C > 0.
4. Deduire des questions précédentes que

Vu € R® tel que [lul| <o, 1 —Re((u)) > S ul®.

5. Par un changement de coordonnées radiales, montrer que

£(du)
10 <
[ o g < s

6. En utilisant le critere de Chung et les exercices précédents, montrer que 0 est un état transient pour la marche (X, )n>0.

7. On suppose que d > 4. Utiliser le résultat en dimension 3 et raisonner comme pour la preuve du théoreme de Polya dans
I’exemple 1.3.10 page 64 (attention : I'idée est la méme mais ne s’adapte pas sans un peu de travail) (]

1.4 Asymptotique des chaines : résultats quantitatifs.

Dans la section précédente nous avons étudié d’un point de vue qualitatif le comportement asymptotique
des chaines de Markov, c’est-a-dire que nous avons expliqué quels étaient les états qui étaient visités une
infinité de fois (états récurrents) et ceux qui ne I’étaient pas (états transients). Une étude plus précise de la
transience des chaines devrait en théorie permettre de dire de facon satisfaisante comment la chaine s’échappe
vers "l’infini" mais cela dépasse les buts modestes de ce cours et cette question ne sera donc pas abordée ici.
Nous nous concentrerons plutdt sur une étude plus fine de la récurrence. Le théoréme de classification montre
qu’une chaine restreinte a chaque classe de récurrence se comporte comme une chaine irréductible récurrente.
En théorie, 1’étude de la récurrence des chaines se rameéne donc a étudier en général les chaines irréductibles
récurrentes et c’est I’objet de cette section dont le but est de mesurer quels sont les états qui sont visités plus
fréquemment que d’autres, étant entendu que tous le sont une infinité de fois. Cette étude est facilitée par le fait
que dans le cas récurrent, les excursions de la chaine sont indépendantes et de méme loi : ¢’est essentiellement
cette propriété de renouvellement qui est a I’oeuvre derriere la plupart des résultats énoncés dans cette section.

Dans la suite (€;.7; (F)n>0;X = (Xn)n>0; Q@ = (p(i,4))ijer; Py, € A1 (F)) désigne comme
d’habitude la chaine de Markov que 1’on considere. Elle sera en général irréductible récurrente mais cette
hypothese sera spécifiée explicitement a chaque fois que cela sera nécessaire.
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1.4.a Existence de mesures invariantes.

Nous avons introduit dans la section 1.2.d la notion de mesure invariante, qui joue un rdle essentiel dans
I’étude précise de la récurrence que nous nous proposons de mener. Nous avons déja mentionné que certaines
chaines irréductibles ne possédent pas de mesure invariante. Le but de cette section est de montrer que toute
chaine irréductible récurrente posseéde des mesures invariantes. Nous allons méme les construire explicitement
et montrer qu’elles sont uniques a une constante multiplicative pres. Pour cela, on rappelle les notations in-
troduites a la section 1.3.a (page 57) sur les temps de retour successifs d’une suite a valeurs dans F : soit
X = (Tp)n>0 € EN, soit i € E, un état fixé; les temps de retour successifs de la suite x en ¢ sont définis
par T, (x) = 0 et T\"*V (x) = inf{n > T”’(x) : x, = i} avec la convention habituelle : inf ) = co. On
introduit également la notation suivante

viijeE, NVx)= Y 1.3 €NU{co}.

(1)
0§n<Tj (x)

N, i(] ) (x) est donc le nombre de visites en ¢ de la suite x strictement avant son premier retour en j. On rappelle

également que &) (x), p > 1, désigne les excusions successives de x en dehors de 1’état {i}. Pour simplifier
les notations, on pose T\") = T, (X), &P = £P)(X) et

7 K3

0§n<TJ§1)

On rappelle également que si 7 est récurrent, le théoréme 1.3.2 implique que P;(Vp > 1, TP < o0) = let
que sous P;, les excursions hors de {i} sont indépendantes et de méme loi. On pose également,

Vi,jeE, pj=P(T" <TV). (L67)

Proposition 1.4.1 Soient i, ) € E, deux états distincts. On suppose que i <> j et que 1 (et donc j) est récurrent.
Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) pijpji > 0.
(ii) Pi(Ni(j) =p)=p;;(1— p@j)p*l, pour tout p > 1.
(iii) 0 < E;[N] < oo. Plus précisément, on a E;[N"] = p;i/pi ;.

Preuve : comme i — j, il existe ig = ¢,41,...,in—1,i, = j € E tels que p(4,41) ...p(in—1,7) > 0. On pose
re =max{0 <r <mn:i, =i}etr* =inf{r, <r <n:i, =j}. Onremarque premierement que r, < r*,
deuxieémement que i,, = i, i,» = j, troisitmement que s’il existe r, < r < r*, alors i, € E\{i,j} et que
p(iyir,4+1) - - p(ir=—1,7) > 0. Tout cela permet d’affirmer que

Jit, oty € EN{G g} 0 p(isin)p(in, i3) - - p(i,, 7) > 0.
On observe ensuite que
Pi-p.s. 1{T]§1><Ti(1)} 2 L Xo=isX1=its.i Xm=i i Xint1=5} -
En intégrant cette inégalité sous P;, on obtient donc

pij = Pi(Tj(l)<Ti<1))
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= Pi(XO =X = ZT» s Xm = i:n;Xm+1 :])
= p(i,i7)p(i1,13) - . pip, J) > 0.
Comme 7 et j jouent un role symétrique, on prouve de méme que p;; > 0, ce qui montre (7).

Pour tout p > 1, on pose §, = 1p, o By, = {¥Vn > 1 : &P £ j}. Comme i est récurrent, sous P;,
les variables (&,),>1 sont des variables de Bernoulli i.i.d. Or on observe que By = TV < Tj(l)}, donc
Pi(¢, = 1) = Pi(B,) = 1 — p; . On voit ensuite que pour tout p > 1, on a P;(N = p) = P;(¢& =
L..5&-1 = 156, = 0) = (1 — p; ;)P Lpij, ce qui montre (i7). On a donc E;[N”] = 1/p; ;, qui est un
nombre strictement positif et fini.

Pour montrer le point (i¢¢), on remarque d’abord que

Pps. N7 = 1{T_(1><T(1>}N¢(])(HT_mX)
i 7 7

et ensuite que pour tout n € N, {7\ < TV {T" =n} = {n < TV}n{TY =n}.0r{n < TV} € %,

car TV est un (%, )n>0-temps d’arrét. Donc {7V < TV} € F ). Comme X

s = b la propriété de

Markov entraine alors que

P;-ps. E; [N-(j)|g\Ti(1)] = 1{Ti(1)<T7§1)}Ei [N(j)} ,

(2

et en intégrant sous P; cette égalité on obtient que E; [ij)] =P, (Tf1> < Tj(l))Ei [Ni(j)] = pji/pij» ce qui
est le résultat désiré. |

Théoreme 1.4.2 (Existence des mesures invariantes) On suppose la chaine irréductible et récurrente. On fixe j € E
et on définit une mesure positive v; en posant v;(i) = p;./pi j, pour tout i € E. Alors, on a

vie B, v()=EINTI =B Y o] =Y Pi(Xa=is TV >n) . @es)

>
0§n<T](1) n20

De plus, v;(j) =1 et 0 < v;(i) < oo, pour tout i € E. Enfin, vj est une mesure QQ-invariante.

Preuve : les deux premieres égalités (1.68) sont une conséquence de la proposition 1.4.1 et de la définition de
N, On remarque ensuite que

vi(i) = Ei| Y 1]

O§n<T;1)
- Ej[z:l{xn:i;T;an}}

n>0
YR T ).

n>0

par interversion série / espérance positive. Le fait que 0 < v;(i) < oo, est exactement le point (ii7) de la
proposition L.4.1. Comme P;(N”) = 1) = 1, on a bien v;(j) = 1. Il reste simplement 2 prouver que pour tout
i*€ F,ona

> wiipi.it) = vi(i") . (169)

ek
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(Cas1):j #¢*. Comme {Tj(l) > n} € %,, Markov au temps n implique P ;-p.s. que
A -1 ' e .
E; [1{Xn:i;Xn+1:i*;T](1)>n}‘J"] - 1{Xn:i;T]-(l)>n}PZ(X1 =1)= 1{Xn:i;Tj(l)>n}p(Z’Z )-
En intégrant cette égalité sous P, on obtient
P;(Xp = i; Xpp1 = 5T, > n) = Py(X, = 6T, > n)p(i,i*) .
Puisque j # i*, si X, 11 = i* et Tj“) > n, alors T;l) > n + 1, par conséquent
On obtient alors

> vi(ipli, i) = YO Pi(Xn =iT > n)p(i, i)

i€E n>0 i€k

= > > Pi(Xp =i Xpp1 =T >n+1)

n>0 i€E

- ZPj(Xn+1=i*;T;1>>n+1):Ej[ 3 1{Xn:i*}]

n>0

= Ej[ Z 1{Xn:i*}] = v;(i) ,

0§n<T](1)

1§n§TJ(1)

car Pj-p.s.ona Xg = XTju) =7

(Cas 2) : j = i*. Comme v;(j) = 1, il suffit de montrer que ), v;(i)p(i,7*) = 1. En raisonnant comme
précédemment, la propriété de Markov montre que

Pi(Xn =0T > n)p(i, j) = Pj(Xn = i Xpp1 = i 11 > n) = Pj(X, = i7" =n+ 1),
On en déduit

D wi@p(i,5) = > Pi(Xn =T}V >n)p(i,4) =Y Y Pi(Xp=i;T" =n+1)

i€E n>04€E n>04€E
=SUPATY = 1) =PI <o) = 1,
n>0
ce qui termine la preuve du théoréme. |

Le théoreme suivant montre I’unicité, a une constante multiplicative pres, des mesures invariantes pour les
chatnes irréductibles récurrentes (il montre méme un peu plus).

Théoreme 1.4.3 On suppose la chaine irréductible et récurrente. Soit v, une mesure QQ-invariante et soit |, une
mesure QQ-excessive, c-a-d que 1 > p.Q. Alors les assertions suivantes sont vraies.

(i) La mesure u est Q-invariante et il existe 0 < ¢ < oo, telle que (i) = cv(i), pour tout i € E.

(ii) Si v* et v sont deux mesures Q-invariantes, alors il existe 0 < c¢* < oo telle que v*(i) = c*v(i), pour
touti € E.
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(iii) 0 < v(i) < oo, pour tout i € E.
(iv) v(i) = v(j)v;(i), pour tous i, j € E (ici, vj désigne la mesure définie au théoréme d’existence 1.4.2).

(v) Q admet une probabilité invariante ssi elle admet une mesure invariante de masse finie. Dans ce cas, il
n’existe qu’une seule probabilité invariante.

Preuve : on note Q = (p(4,j))i jer, on fixe jo € E et on pose k = v}, la mesure ()-invariante définie par
le théoreme 1.4.2. On a donc x.QQ = K et aussi : 0 < k(i) < oo, pour tout i € E, ce qui permet de poser
Q« = (P«(8,4))ijeE- o1

Vi,j € E, p«(i,j) = r(j)p(d,i)/k(i) -
Puisque x.Q) = &, on en déduit par un calcul simple que (), est une matrice de transition. On montre facilement
par récurrence que

¥n>1,Vije B, QU j)="2[Q" (). (1.70)

#(4)
En effet, c’est vrai au rang n. = 1, par définition de (), ; on le suppose vrai au rang n et on observe que

ntl10: o SN 1o N K(k)p(k,i) £(5) [Q"](5,k)
[Q* ](27]) - Zp*(zak) [Q*](kaj) - Z /1(2) n(k)
keE keE

= O SQUGR) - plk ) = S QG ).

w(7)
keE

ce qui montre (I.70) par récurrence.

Comme (@ est irréductible, pour tous 7, j € FE, il existe n > 1, tel que [Q"](j,7) > 0. Comme x(j) > 0,
(1.70) implique que [Q7](7,5) > 0, ce qui montre que @, est irréductible. De plus (I.70) implique aussi que
[QF](i,3) = [Q™](¢,4). Donc Y, ~1[Q%](3,1) = >_,~1[Q"](4,7) = oo, par le corollaire 1.3.3 puisque () est
récurrente. Cela montre que (), est récurrente par le méme corollaire 1.3.3 appliqué i Q..

On pose ensuite f(i) = u(i)/k(i), pour tout i € E. Comme y est non-identiquement nulle, f est également
non-identiquement nulle. On observe ensuite que pour tout ¢ € E, on a

(Qu.f)(E) = Zp*(i,j)f(j)ZZH(%()]'J)%
jEE JjEE

= 5 PG = 5 (rQ)E) < pli)/k() = f(i).

JjEE

Par conséquent f est une fonction Q).-sur-harmonique positive. Comme @), est irréductible récurrente, la pro-
position 1.3.12 implique que f est constante. Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe une constante
0 < ¢ < oo telle que f = c, et on a bien montré que

Vie E, pu(i)=ck(i) = cvj(i) .

Soient v et v* sont deux mesures (-invariantes : ce sont des cas particuliers de mesures (Q-excessives. Il
existe donc deux réels strictement positifs a et b tels que v = av;, et v* = bvj,. Si on pose ¢* = b/a, on a donc
v* = ¢*v, ce qui montre le point (i¢). Comme on a montré que 0 < v}, (i) < oo, pour tout i € E, on en déduit
que 0 < v(7) < oo, pour tout i € E, ce qui montre (ii1).

On voit que si v est Q-invariante, pour tout j € F, il existe un réel strictement positif c; tel que v = c;v;.
On rappelle que, par définition, on a ;(j) = 1. Donc v(j) = ¢;, ce qui implique (iv).

Si ) admet une probabilité invariante 7, alors pour toute mesure (J-invariante, il existe un réel strictement
positif ¢ tel que v = cm et on a (v) = ¢ < oo. Réciproquement, si ) admet une mesure invariante v de
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masse totale finie, on voit que m = ﬁu est une mesure de probabilité invariante. Pour une chaine irréductible

récurrente, lorsqu’une probabilité invariante existe, elle est donc unique. |

Nous allons considérer de plus pres 1’existence ou non d’une probabilité invariante. Pour cela, on montre la
proposition suivante.

Proposition 1.4.4 On suppose que la chaine est irréductible (seulement). Si () admet une mesure de probabilité
invariante, alors la chaine est récurrente.

Preuve : on note 7 une probabilité @-invariante. Il existe nécessairement i € E tel que 7(¢) > 0. On rappelle
que pour toute suite X = (Zn)nen a valeurs dans F, on note N;(x) = > - 1{,—;} le nombre (peut-étre
infini) de visites de la suite a I’état i. Pour simplifier, on pose V; := N;(X). On vérifie immédiatement que

N =170 ooy + Lz ooy VO X)

La propriété de Markov sous P et le fait que X r) =1 si T\ < oo, impliquent que

Pr-ps. Ex [Nz'lyTiu)} = L ooy T L ooy B (V3]
En intégrant sous P, on obtient
E:[N;] =P (T" < 00) - (1 + E;[V;]) <1+ E;[V}], (1.71)

ces inégalités ayant un sens dans [0, co]. Par interversion série / espérance,

Er[Ni] =) P(X,=i)=) (i) =00,

n>1 n>1

car 7 est invariante et car on a choisi 7 tel que 7(¢) > 0. Or (L.71) implique que E;[N;] = oo et le corollaire
1.3.3 implique que ¢ est récurrent. Comme la chaine est irréductible tous les états sont récurrents. |

Remarque 1.4.5 On prendra garde qu’il existe des chaines irréductibles transientes qui admettent des mesures
invariantes. La proposition précédente entraine simplement que dans ce cas, elles sont de masse infinie. On
se rappelera également qu’il existe des chaines irréductibles qui n’admettent pas de mesure invariante. Le
théoréme d’existence 1.4.2 entraine que dans ce cas ces chalnes sont transientes. (Il

Définition 1.4.6 On introduit les notions suivantes.
(Récurrence positive) i € E est récurrent positif si E; [T"] < oo.
(Récurrence nulle) i € E est récurrent nul si 4 est récurrent mais E; [Tfl)} = o0.

Rappelons que I’on dit toujours que ¢ est transient si P; (Tim < oo) <1 ]

On voit qu’étre récurrent nul est une qualité intermédiaire entre la récurrence positive (ou la chalne revient
vite) et la transience (ou la chalne peut, avec une probabilité non-nulle, ne pas revenir). Les termes "récurrent
positif” et "récurrent nul" seront expliqués par les théoremes ergodiques qui affirment qu’une chaine passe
asymptotiquement une fraction strictement positive de son temps en un état récurrent positif et passe une frac-
tion asymptotiquement nulle de son temps en un état récurrent nul (bien qu’elle y passe infiniment souvent). Le
théoréme suivant donne une premiere utilisation de ces nouvelles notions.
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Théoreme 1.4.7 On suppose que la chaine est irréductible (seulement). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La chaine admet une probabilité invariante.
(ii) Tous les états sont récurrents positifs.
(iii) 1l existe un état récurrent positif.

Si l'une de ces trois conditions équivalentes est vérifiée, on dit que la chaine est récurrente positive. De plus
la probabilité invariante, notée T, est unique et on a

vieE, m(i)=_ ! 1.72)

V)

Preuve : on suppose (7). La proposition 1.4.4 implique que la chaine est récurrente. On fixe j € F et on rappelle
la définition de la mesure ()-invariante v; donnée au théoréme 1.4.2. En intervertissant série et espérance, on a

(i) =D _wili) = Ej[ > l{xn:i}} =E;[TV]. (1.73)

ek 0§n<TJ(1) i€E

Or, si () admet une probabilité invariante le théoréeme 1.4.3 (iv) implique que toutes les mesures invariantes sont
de masse finie et (I.73) entraine que j est récurrent positif. Comme on a raisonné avec j quelconque, tous les
états sont récurrent positifs. On a donc montré que (i) = (i7). L'implication (i7) = (4i7) est triviale. Montrons
(731) = (1) : on suppose que j est récurrent positif. Il est donc récurrent. Comme la chaine est irréductible, tous
les états sont récurrents. Cela permet d’appliquer le théoreme d’existence 1.4.2. De plus (I.73) implique que la
mesure (Q-invariante v; donnée au théoréme 1.4.2 est de masse finie et le théoreme 1.4.3 (iv) implique que @
admet une probabilité invariante. On a donc montré 1’équivalence des trois points.

On suppose ensuite que () admet une probabilité invariante notée 7. Le théoréeme 1.4.3 implique qu’il existe
un réel strictement positif ¢ tel que v; = cr et (1.73) implique que E;[T("] = (v;) = er(E) = c. Or on
rappelle que, par définition, on a v;(j) = 1. Donc, 1 = v;(j) = cn(j) = E; [Tj(l)] 7(j), ce qui entraine donc
la formule (1.72). |

Bien que moins utile, nous énongons le corollaire suivant qui est une immédiate conséquence du théoréme
précédent.

Corollaire 1.4.8 On suppose la chaine irréductible et récurrente. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) La chaine admet une mesure invariante de masse totale infinie.
(ii) Toutes les mesures invariantes sont de masse totale infinie.
(iii) Tous les états sont récurrents nuls.

(iv) Il existe un état récurrent nul.

Exemple 1.4.9 On sait que la marche aléatoire simple symétrique sur Z est irréductible récurrente. Il est par
ailleurs facile de vérifier que la mesure v = ZieZ 0; est une mesure invariante. Comme elle est de masse
infinie, on en déduit notamment que
1
Eo[Ty"] = o,
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ce qui n’est pas si simple & démontrer "a la main". De plus comme v(0) = 1, on voit que v = 1/ et donc

M -1
VieZ, Eo[ Z 1{Xn:i}} =1,
n=0
ce qui peut sembler surprenant si on prend i = 109 par exemple. |

Exemple 1.4.10 On considére une chaine de naissance et de mort, c’est-a-dire que sa matrice de transition
Q = (p(i,7))i jen est telle que p(i, j) = 0 dés que |7 — j| > 2. On la suppose irréductible, ce qui est équivalent
a supposer que p(i,i 4+ 1)p(i + 1,4) > 0, pour tout ¢ € N. En résumé des calculs faits aux exemples 1.3.13,
page 69, et 1.2.26, page 47, on a les criteres suivants.

plk,k—1) (k=1,k)
— @ est récurrente positive si Y~ [Ti<p<p - pUkTT) = oo et Yonst1 L i<hen srsy < 00

p(kk—1) _ p(k=1k) _
— @ est récurrente nulle si Zn>1 H1<k<n pUekTT) = oo et Zn>1 |<k<n BEFST) = OO

— Qesttransiente si Y o1 [[1<x<,, pg: ]]z +B < 00, mais elle admet une mesure invariante non-triviale. [

Exemple 1.4.11 Il existe une matrice de transition irréductible (apériodique) qui n’admet pas de mesure in-
variante. Le théoreme 1.4.2 implique alors qu’elle est nécessairement transiente. On peut construite une telle
matrice Q) = (p(4, j))i jen, de la fagon suivante. On suppose que

o p(i,j)=0sij¢{0,i+1},4,5 € N.
e p(i,i +1)=1-7p(:0) :=a; €]0,1].

On suppose que
> (1-a) <oo. (1.74)
ieN

On vérifie facilement que pour tout ¢, j € N, avec j > 1,on a

[Q]'H](z j) > (1—aj)ag...a;—1 >0,

ce qui implique que @ est irréductible (et apériodique). Supposons que () admette une mesure invariante, ¢’est-
a-dire une mesure p, non-nulle, telle que 0 < p(i) < oo, pour tout i € N et u.QQ = p. Si j > 1, ’équation
(1-@)(j) = p(j), donne p(j — 1)p(j — 1,5) = pu(j), donc

Vie N, u(j) =p0)aoar...aj—1 . (L.75)

L’équation (1£.Q)(0) = 1(0), donne Y, 1£(4)p(i,0) = 1£(0). Or pour tout n > 1, on a

> uip(i,0) = p(0)(1—ao)+ Y uli)p(i,0)

0<i<n 1<i<n
= p(0)(1—ao)+ > m(0)agas...ai1(1— a;)
1<i<n
= wu(0)(1—ap)+ Z w(0)agay . ..a;—1 — Z w(0)apas - .. a;
1<i<n 1<i<n

= u(0)(1 —ap) + u(0)ap — u(0)apay . ..a, = p(0)(1 — apay - .. ay).
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Clairement, n — ag . . . ay, est une suite strictement décroissante positive et strictement inférieure a 1. On note
L salimite. L’hypothese (I.74) implique que lim;_,, 1 — a; = 0 et donc que log a; ~ —(1 — a;). On en déduit
Iexistence de ¢ € |0, oo telle que —c = » ;- log a;. On voit donc que L = e~ > 0. Or les calculs précédents
impliquent que

p(0) = pu(i)p(i,0) = lim > pu(i)p(i,0) = p(0)(1 - L) .

n—oo 4
1€N 0<i<n

Comme L > 0, cela implique que 1(0) = 0 mais (I.75) implique que (j) = 0, pour tout j € N, ce qui est une
contradiction. La chaine n’admet donc pas de mesure invariante. Il

EXERCICES.

Exercice 1.43 (Récurrence positive et processus de naissance et de mort) Soit
(Q; Z 5 (Fu)nz0; (Xn)nzo; Q = (p(4,4))ijen; Pu, p € 4 (N))

un processus de naissance et de mort que 1’on suppose irréductible, ¢’est-a-dire que p(¢ + 1,4)p(é,% + 1) > 0, pour tout ¢ € N. On a
montré a ’exemple 1.2.26 page 47 que () admet des mesure invariantes x qui sont toutes de la forme

(k—1,k
p) =pu0) ] 2522, n>o0.

1<k<n

On rappelle ’exercice ?? page ?? ol on a montré que () est récurrente ssi

ST 2eed = .

n>1 1<k<n

1. Sous quelle hypothése @) est récurrente positive ?

2. Sous quelle hypothese @ est récurrente nulle ?

3. On suppose que p(i,i) = 0 et que p(i,i + 1) = 3 + mi, ot i ~ Ci~* avec o, C €]0, oo[. Pour quels o et C la chaine est
transiente et récurrente ?

4. On suppose que p(4,i) = 0 et que p(3,i + 1) = & — n;, ot ~ Ci~ avec a, C' €]0, oo[. Pour quels « et C' la chaine est
positive récurrente ? ]

Exercice 1.44 Soit G = (S, A) un graphe simple, non-orienté dénombrable, connexe et sans boucle. La marche aléatoire simple est
donc irréductible.

1. On suppose que la marche aléatoire simple sur G est récurrente. Montrer qu’elle est récurrente nulle si G est infini et récurrente
positive si G est fini.

2. On suppose que G est fini. Trouver la loi invariante de la marche simple.

3. On considere un cavalier sur I’échiquier qui se déplace uniformément au hasard. Calculer le temps moyen de retour a son point
de départ (cela dépend du point de départ). (On peut prendre un échiquier 4 x 4, si la motivation n’est pas au rendez-vous.) [J

Exercice 1.45 (Urne d’Ehrenfest) La chalne que nous présentons est un modele rudimentaire de diffusion d’un gaz introduit par
Ehrenfest : [NV boules numérotées de 1 a N sont réparties sur deux urnes, I’'urne A et I’'urne B. On note X le nombre de boules dans
I'urne A au temps 0. Au temps 1 on choisit uniformment au hasard un entier compris entre 1 et IV, on prend la boule portant ce numéro
et on la change d’urne ; on note X; le nombre de boules dans I’'urne A. On recommence la méme chose au temps 2 ...etc. On note X,
le nombre de boules dans I'urne A a I’étape n.

1. Montrer que (X )n>0 est une chaine de Markov dont I’espace d’états est £ = {0, ..., N} et dont on calculera la matrice de
transition.

2. Montrer que la chaine est irréductible, ce qui implique, puisque 1’espace d’états est fini, qu’elle est récurrente positive. Calculer
la période de la chaine.
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3. On note 7 sa loi invariante et on note ¢ sa fonction génératrice.

o(r) = Z rin(i), rel0,1].

0<i<N

Trouver 1’équation fonctionnelle vérifiée par ¢ et en déduire 7.

4. On suppose que Xo = N. Comme la chaine est récurrente P(3n € N : X,, = 0) = 1. Faut-il nécessairement rejeter le
modele lorsque N est tres grand ? |

Exercice 1.46 (Modele de diffusion de Bernoulli-Laplace) On consideére deux urnes A et B qui contiennent chacune /N boules : il y a
au total 2N boules. Les boules ont deux couleurs : rouge et verte. On note X, le nombre de boules rouges que contient 'urne A. On
mélange les boules successivement en procédant comme suit : a chaque étape, on tire uniformément au hasard une boule dans I’'urne A
et indépendamment, une boule dans I’urne B et on échange d’urne les deux boules tirées. On note X, le nombre de boules rouges dans
I’'urne A a I’étape n. On observe que le nombre de boules dans chaque urne reste constant égal a V.

1. Montrer que (X, )n>0 est une chaine de Markov dont I’espace d’états est £ = {0, ..., N} et dont on calculera la matrice de
transition.

2. Montrer que la chaine est irréductible, ce qui implique, puisque 1’espace d’états est fini, qu’elle est récurrente positive. Calculer
la période de la chaine.

3. On note 7, la loi invariante. On remarque que la chaine est un processus de vie et de mort sur ’espace d’états {0,..., N}.
Ecrire les équations déterminant 7 et calculer 7. (Indication : on pourra utiliser le fait que le coefficient d’ordre n du polynéme
(1 — )™ est le coefficient d’ordre n du produit de polynémes (1 — x)™ (1 + x)™.) O

Exercice 1.47 (Chaine de renouvellement) Soit (2, %, P), un espace de probabilité sur lequel est définie une suite de variable (£ )k>1,
a valeurs dans N, indépendantes et de loi v : v (i) = P({x = i), ¢ € N. On suppose également que sur (2, %, P) est également définie
une variable Sy : 2 :— N, qui est indépendante de (£, )n>1. On pose Sk, = So + &1 + .. . + &k, pour tout k£ > 1. Pour tout n > 0, on
pose
Xp=inf{l—n:Cle{nn+1,..3N0{S,51,...} }.
1. Montrer que Xo = So et montrer que (X»)n>0 est une chaine de Markov a valeurs dans N dont on précisera la matrice de
transition.
2. Onpose K =sup{i € N : v(i) > 0}. Montrer que {¢ € N : 4 < K} est une classe fermée de récurrence et T = {i € N :
1 > K} (qui est vide si K = 00) est la classe des états transient.
3. Montrer que 0 est récurrent.

4. On suppose que K = oo et donc que la chaine de renouvellement est irréductible récurrente. Montrer qu’elle est récurrente
positive ssi ), iv(i) < oo. O

Exercice 1.48 (File d’attente M /G /1) Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (€2,.%, P). On suppose
qu’a un guichet des clients arrivent : le temps que met chaque client a étre servi est 1 (puis il quitte la file d’attente). Entre les temps n
etn + 1, &,+1 clients arrivent dans la file d’attente. On suppose que les variables (£, )»>1 sont indépendantes et de méme loi v. On
note Xo le nombre de clients présents dans la file au temps O et on note X, le nombre de clients dans la file a I’instant n

1. Montrer que X, +1 = (Xn +&nt1— 1), n > 0. Montrer que (X, ), >0 est une chaine de Markov dont on calculera la matrice
de transition.

2. On suppose que v (i) > 0, pour tout ¢ € N. Montrer que la chaine est irréductible.

3. On suppose que (i) > 0, pour touti € Netonpose a = ), iv(i). En utilisant la loi des grands nombres pour (£, —1)n>1,
montrer que la marche aléatoire dont les sauts sont les variables (§, — 1),,>1 est transiente si @ > 1. En déduire que (X7 )n>0
est transiente si a > 1.

4. On suppose que v(i) > 0, pour tout i € N et a < 1. On suppose également que P(Xo = i) = 1, pour un certain ¢ > 1 et on
pose To = inf{n > 0 : X, = 0}, avec les conventions habituelles : Ty = oo ssi pour tout n > 0, on a X,, > 1. Montrer
que (Xna1y)n>0 est une sur-martingale positive. Pour tout £ € N, on pose 7, = inf{n > 0 : X,, > ¢} (‘avec les convention
habituelles). En appliquant (et justifiant Jun théoréme d’arrét pour la sur-martingale (X, a1, )n>0 au temps 7, , montrer que

P(T; < Tp) <i/t.

En déduire que P(7p = co) = 0. En déduire que la chaine est récurrente.
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5. On suppose toujours que v(z) > 0, pour tout ¢ € N. On suppose que a < 1 et que P(Xo = ¢) = 1, pour un certain ¢ > 1. On
pose Y, = Xna, — (@ — 1)n A To, pour tout n > 0. Montrer que (Yr)n>0 est une martingale. En déduire que

<
VneN, B[] < —

6. Onsedonne (Q; 7 ; (Fn)n>0; (Xn)nz0; Q; Py, p € #1(N) ) lachaine globale dont la matrice de transition correspond
a la file d’attente que I’on considere. Pour tout ¢ € F, on note 7; = inf{n > 0 : X,, = i}, avec la convention habituelle
que T; = oo ssi pour tout n € N, on a X,, # 4. On suppose que v (i) > 0, pour tout i € N, que a < 1. On a montré a la
question précédente que si a < 1, alors E;[Tp] < i/(1 — a). En remarquant que la suite X,, ne peut décroitre au pire de 1,
montrer que E;[T;_1] = E;[To], pour tout 7 > 1. En appliquant la propriété de Markov forte, montrer que pour tout ¢ > 1, on
aE;[Ty] = C.i, ou C = E1[Tp), qui appartient a priori a [0, co]. En appliquant la propriété de Markov au temps 1, montrer
que

C:= El[To] = V(O) =+ ZV(% + 1)Ei[T0] =1+Ca.

i>0

On pose To(l) = inf{n > 1; X, = 0}, le premier temps de retour en 0. Déduire de ce qui précéde que si a < 1, alors
Eo [T0(1>] =v(0)/(1 — a). Cela montre que (X, )n>0 est récurrente positive si a < 1.

7. On suppose que v(i) > 0, pour tout ¢ € N, que a < 1. On suppose que la chaine est positive récurrente ¢’est-a-dire que
Eo [TO(I)] < o0. En appliquant la propriété de Markov au temps 1, montrer que

Eo[T3"] = v(0) + v(1) + > v(i+ 1)Ei[To] .

Montrer que les question précédentes entrainent que a < 1.

Pour résumer : la chaine est irréductible dés que v(i) > 0, pour tout i € N elle est récurrente positive ssia =y, piv(i) <
1, récurrente nulle ssi a = 1 et transiente si a > 1.

8. Interpréter le résultat précédent. Est-ce surprenant ? Dans le cas récurrent positif écrire les équations caractérisant la probabilité
invariante. Cela a-t-il I’air calculable explicitement ? (]

Exercice 1.49 (Critére de récurrence positive Forster) Soit
(23 F; (Fa)nzo; (Xn)nzo; Q; Pu, p€ M(E)),

une chaine de Markov que 1’on suppose irréductible. On suppose qu’il existe un reel strictement positif > 0, une partie finie de F/
notée F' C E etune fonction h : E — R, tels que

Vice E, Q.h(i)<oo et Vic E\F, Q.h(i)<h(i)—n.

Le but de I’exercice est de montrer que la chaine est nécessairement positive récurrente. Pour cela on pose Tp = inf{n >0 : X,, €
F}, T}l) =inf{n > 1 : X, € F} et plus généralement T}kH) = inf{n > TI(,]€> : X, € F'} qui sont les temps de retour successifs
de la chaine dans F', avec la convention habituelle que inf () = oo.

1. Onpose Yy, = h(Xna1y) + nn, n > 0. Montrer que pour tout s € E\F, sous Py, (Y5,),>0 est une (%, )n>o-sur-martingale
positive. En déduire que
Vie E\F, E;iTr]<h(i)/n<oco.
2. En déduire que pour tout ¢ € E, E; [T}l)] < oo et plus généralement que E; [T}k)] < 00, pour tout k > 1.
3. Onfixe: € F eton pose M = max;cr E;[T fvl)], qui est une quantité finie car F’ est fini et d’apres la question précédente. On
pose r = Pi(X, 1) = 1). Expliquer pourquoi r > 0 et justifier que
F
EJ(TV <> =) kM < oo,

E>1

ce qui entraine le résultat voulu. ]
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L4.b Théoremes ergodiques.

On suppose ici que la chaine de Markov sous-jacente est irréductible récurrente. Pour tout n € N et tout
1 € E, on pose

Ni(n) = Z lix,.=i) >
m=1

qui est le nombre de visites entre les temps 1 et n de la chaine en 1’état i. On voit facilement que N;(n) < n.On
rappelle également que T,*’ est le p-ieme temps de retour de la chaine en i (avec la convention que 7" = 0).
Comme la chaine est irréductible récurrente, pour toute y € .#(E), et pour toutp > 0, ona P, (Ti(p ) < o0) =
1. On voit alors que

vn >0, TN <4 o g+l (1.76)

3 7

On rappelle que &), p > 1, sont les excursions de la chaine en dehors de I’état {i}:

XT(P71>+2’ i

i

° XT<p) —1’

&P = (X o0, X 8,9,0,...) .

Ti(Pfl) +1)

7
D’apres le théoreme 1.3.2, page 58, sous P, ces excursions sont i.i.d. On pose ensuite

Dp—1
Dy = T =T et Vp(f) = Z f(XT_(pﬂ)Jrn)
n=0 ‘

La variable D, est la durée de I"excursion &P). Sous P;, la suite (D,),>1 esti.i.d. ainsi que la suite (V,,(f))p>1.
On rappelle la notation v; pour la mesure (Q-invariante donnée par le théoreme 1.4.2. Si (v;, | f|) < oo, alors il
est facile de vérifier que V;(f) est une variable P;-intégrable et que

Vp> 1, EiVp(N)] =EVi(f)] = Y wili) (i) = (v, f) -

el

Si v est une mesure (Q-invariante, le théoreme 1.4.3 (iv) implique que v = v(i)v;. Par conséquent, la condition
(v,|f]) < oo est équivalente a la condition (v, | f|) < oo, etona

vz 1 BV (0] = BVl = 3w () = e ) 77)
e

Lorsque la loi d’entrée de la chaine n’est plus d;, mais une loi quelconque, les propriétés d’indépendance des
excursions sont encore préservées, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 1.4.12 On suppose la chaine irréductible récurrente. Soient |y € #1(F) eti € E. Alors, les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) Sous P, les excursions de X hors de i, notées &®), p > 1, sont indépendantes et la suite &), p > 2
est i.i.d. de méme loi que &) sous P;.

(ii) Soit v, une mesure QQ-invariante et soit f : E — R telle que (v, |f|) < oo. Alors

Pups. (Vi) +Valf) +.- -+ Volf)) — ;5w h)

p—>00

1
p
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Preuve : soit £ > 2et ®1,...,®,: (E*)N — R, ¢ fonctions Z(E*)*N-mesurables bornées. Puisque la chaine
est récurrente, on a P“(Ti(l) < 00) = 1 et on remarque que P,-p.s.

01(EM)D (). By (6Y) = 1 (M) Dy (M (0,0 X) ) ... B (D (0,1 X)).

Par Markov au temps 7} et le théoréme 1.3.2, on obtient P u-P-S. que

EH[ I1 @ ’JT(D} - @1(5(1))Ei[ I1 cbkﬂ(g(k))}
1<k<¢ 1<k<t—1
= 0(&W) ] Ei[@pa(6M)]
1<k<t—1

et le point (7) s’obtient en intégrant sous P,. Par la loi des grands nombres, on a P ,-p.s.

1

lim - LA V) 4 () = li;npfl(vz(f) o+ V() = EiV(f)]
et (I.77) permet de conclure. |

Théoreme 1.4.13 (Théoréme ergodique quotient) On suppose la chaine irréductible récurrente. Soit v, une mesure
Q-invariante et soient f, g : £ — R, deux fonctions telles que

W, [f) <00, (nlgl) <oo et (v,g)#0.

Alors, pour toute i € M1 (F), on a

1

Pp.s. - )(f(Xo) +HfX)+ (X)) = s )
t
: (¢ ORI (0. ORI (0.6 (v, 1)
e g(Xo) +9(X1) +. +g(Xn) e (rg)
Preuve : on pose S,(f) = Va(f) +. Vo(f)sip > 2,et So(f) = S1(f) = 0. On pose également
Uy = Z F(Xk) et Ra(f)= > f(Xk),
O§k<n/\Ti(1> T;N“"))gkgn
si bien que

f(Xo) + ...+ f(Xn) = Un(f) + Snyn) (f) + Ru(f) -

Comme la chaine est irréductible récurrente, P,-p.s. lim,, N;(n) = oco. La loi des grands nombres établie au
lemme 1.4.12 (¢2) implique que

P,-ps.  lim Sy,(f)/Ni(n) = %@, ).

Il est maintenant facile de voir que P-p.s. lim,, U, (f) = Vi(f), et donc lim,, U,,(f)/Ni(n) = 0. Enfin, on
voit que P,-p.s.
1
|5 B < 5y Ral11) = 57 (S 1 () = Swmy (111) ——— 0,

ce qui, combiné avec les autres limites, implique la premiere convergence du théoréme. La seconde est une
conséquence immédiate de la premicre. |
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Corollaire 1.4.14 On suppose la chaine irréductible récurrente. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Sila chaine est récurrente nulle, alors pour toute . € M1(E), on a

M) .

n n—oo

P,ps Viel,

(ii) Si la chaine est récurrente positive, alors on note 7 son unique loi invariante, et pour toute i € M1 (E),

NZ(TL) 7T(Z) _ 1

P,-ps. VicE, -
uwP n n—oo EZ.[’_TZO)]

Preuve : on suppose la chaine récurrente nulle et on note v, une mesure invariante. Le corollaire 1.4.8 implique
que v est de masse totale infinie : () = oo. Cela implique clairement que 1’espace d’états est infini. On se
donne une suite de sous-ensembles finis Fy C E, £ > 0, tel que Fy C Fypyq et UZ Fy = E. On a donc
lim, v(Fy) = oo. On fixe ¢ € E et on applique le théoréme ergodique quotient a la fonction f; = 1p,. Il est
clair que (v, f) = v(Fy). De plus, on a clairement

n 1
>

Vn e N, (1F4(X0)+~--+1F5(Xn)) .
Pour toute loi d’entrée y, on a donc P,-p.s. liminf,, n/N;(n) > v(Fy)/v(i) et en faisant tendre ¢ vers I’infini,
on a donc P, (liminf, n/N;(n) = co) = 1, ce qui implique ().

On suppose ensuite que la chaine récurrente positive. On applique le théoréeme 1.4.13 ergodique quotient
avec v = 7 et a la fonction constante a 1 qui est telle que (r,1) = 1. On a alors pour toute loi d’entrée y,
P,-p.s.lim, n/N;(n) = 1/m (i), ce qui implique (27). [ |

Remarque 1.4.15 On voit que V;(n)/n représente la fraction de temps passé par la chaine en I’état  entre les
instants 1 et n. Un état est récurrent nul ssi cette fraction tend vers 0 et il est récurrent positif ssi cette fraction
tend vers un nombre strictement positif (la chaine passe une fraction strictement positive de son temps en 1’état
i). Si i est récurrent nul, il n’est en général pas tres facile de trouver un équivalent a N;(n) (c’est-a-dire qu’il
n’y a pas de résultat général donnant un equivalent de N;(n) a I’aide des fonctions usuelles telles que 1/ log n,

Vn ... ete). O

Donnons un second corollaire, qui est aussi important que le théoréme ergodique quotient : nous I’appellons
théoréme ergodique et nous 1’énongons comme un théoréeme bien qu’il soit une conséquence immédiate des
deux résultats précédents.

Théoreme 1.4.16 (Théoreme ergodique) On suppose la chaine irréductible et récurrente positive. On note m son
unique probabilité invariante. Soit f : E — R, telle que (,|f|) < oo. Alors pour toute u € #1(E), on a

Pups. +(f(Xo)+...+ f(Xn) — (7. f) .

Preuve : on fixe ¢ € E et on remarque que

1

o)+t gy = M0

n Ni(n)

(f(Xo)+ ...+ f(Xn)) .

On conclut alors par le théoréme ergodique quotient et le corollaire 1.4.14 (i1). |
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EXERCICES.

Exercice 150 Soit (X, ),>0 une marche aléatoire simple sur Z qui est définie sur un espace de probabilité (X2, .7, P). Montrer qu’il
existe £ € R4 que I’on calculera explictement tel que P-p.s. on ait

nlil&( > (1+|X,L|)1(2+|X N )/( > ‘X"]) =t

1<k<n 1<k<n

d

Exercice 1.51 (Théoremes ergodiques pour les serpents) On rappelle I’exercice 1.22 page 53 sur les serpents associés a une chaine.
Soit
(Q; Z; (Fa)nzo; (Xn)nzo; Q = (p(i,4))ijer; Pu, p € M (E) )
une chaine de Markov que 1’on suppose irréductible récurrente.
1. On note v une mesure Q-invariante. On fixe k > 1 et on se donne deux fonctions f, g : E**! — R telles que
> vlio)plio,in) .. plin—1,ix) | f(io,ir, .. .ix) | < oo

i0seeyin EE

et la méme chose en remplagant g par f. Montrer que pour toute loi d’entrée p € .#41(F), on a

P‘u—p.S. f(Xo,,Xk)+f(X17,Xk+1)++f(X 4~~7Xn+k)
g(Xo,...,Xk)+g(X1,.. Xk-H) +g(Xn,...,Xn+k) n—oo0
> igiper V(io)p(io, 1) ... p(ix— 1,Zk)f(i(), i1y 1k)
> igeiger V(io)p(io,i1) - - . p(ik—1, k) g(i0, i1, . . . i)

2. On suppose que @ est positive récurrente. On note 7 la probabilité invariante. On fixe kK > 1, et on se donne une fonction
f: E* = R telles que

> wio)p(ioyin) ... plix—1,ix) | flio, i1, ... ix) | < oo.

Montrer que pour toute loi d’entrée p € .#1(E), on a

P.-ps, = (f(Xo,... Xi)+ F(X1,o oo, Xepr) + oo+ F(Xny o, Xasr) —

> wlio)plioyin) . plin—1,ik) f(io, i1, - - ik) -

i0seenyik EE

3. On suppose qu’un ivrogne tape sur un clavier totalement au hasard en produisant une suite de lettres. Quelle est la fréquence
asymptotique de I’apparition de la phrase "in vino veritas" ? (Pour simplifier, sur le clavier, il n’y a pas d’accent, ni de majuscule,
ni de ponctuation : I’espace est compté comme un caractere : au total, il y a donc 27 touches sur le clavier.) ]

Exercice 1.52 (Gestion de I’argent liquide dans une banque) On note chaque jour la quantité d’argent liquide présente dans les coffres
d’une banque a son ouverture. Cette quantité évolue de la maniere suivante. Durant une journée, entre I’ouverture et la fermeture de la
banque, ou bien 1 kilo-euro a été déposé par les clients avec probabilité 1/2, ou bien 1 kilo-euro a été retiré avec probabilité 1/2. Si ala
fin de la journée, il n’y a plus d’argent liquide dans les coffres, le banquier appelle une compagnie de transport de fonds qui, durant la
nuit, apporte s kilo-euros (ici, s > 2). Comme immobiliser de 1’argent sous forme de liquide cofite de I’argent, si a la fin de la journée
il y a S kilo-euros (ici, S > s), le banquier appelle une compagnie de transport de fonds qui, durant la nuit, emporte S — s kilo-euros
et les apporte a la maison mere qui place cet argent : la banque ouvre le lendemain avec s kilo-euros d’argent liquide dans ses coffres.
On note X, la quantité d’argent liquide a I’ouverture de la banque le n-ieéme jour.

1. Montrer que (X,),>0 est une chaine de Markov dont I’espace d’états est {1,...,S — 1} et dont la matrice de transition est
donnée par p(i,i + 1) = p(4,t —1) =1/2, pourtout 2 < ¢ < S —2et

p(1,2) =p(l,s) =p(S—1,5-2)=p(S—1,5) =1/2.

2. Montrer que cette chaine est irréductible et calculer sa période en fonction de la parité de s et de .S.
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3. Calculer sa probabilité invariante, qui est notée 7.

4. Chaque kilo-euro immobilisé en liquide pendant une journée a la banque colite r euros par jour. Par ailleurs la compagnie de
transport de fonds facture c euros par kilo-euro transporté. On note C, le cofit pour la banque de sa gestion de I’argent liquide
du matin du jour 0 au matin du jour n + 1. Montrer qu’il existe une fonction C(s, S, r, c¢) telle que

P-ps. limCr/n=C(s,S,rc).

5. Les constantes r et ¢ étant fixées par le marché, trouver les valeurs de s et S qui minimisent le coit journalier moyen pour la
banque. |

Exercice 1.53 (Théoréme Central-Limite pour les chaines) Soit
(23 Z; (Fanzo; (Xn)nzo; Q = (p(5,9))ijer; Pu, p € A (E) )

une chaine de Markov que I’on suppose irréductible, récurrente positive. On note 7 sa loi invariante. Soit f : £ — R telle que
(m, f3) < oo. Jensen implique que (rr, | f|}* < (m, f?) < oc. On note son écart-type par

U(f): <ﬂ—7f2>7<ﬂ—7f>2'
On pose g = f — (, f) < oo, si bien que (7, g*) = o*(f). On rappelle la notation Vi (f).
1. Pour toute loi d’entrée p € #1(F), et pour tout 7 > 0, montrer que

i —1/2 > ):
lim P, (n Jpax Vi(lg]) >n) =0.

n—00

2. On note Z une variable Gaussienne standard réelle (de moyenne O et de variance 1). Pour toute loi d’entrée p € #1(E),
montrer que
1 ( (loi)
— f(Xk) — n(w,f}) sousP, — 7
O'(f)\/ﬁ lgkzgn " n— oo

I.4.c Convergence vers la loi stationnaire.

On suppose la chalne sous-jacente irréductible et récurrente positive. On note 7 son unique probabilité
invariante. On s’intéresse au probléme de la convergence en loi de la chaine. C’est-a-dire que pour toute loi
d’entrée p et tout état ¢, on se demande si

P,(X,=1i)——7 1.78)
n—oo
Supposons que la limite dans (I.78) existe. On remarque que 0 < N;(n)/n < 1. Par le corollaire 1.4.14
et le théoreme de convergence dominée, on voit que lim,, E,[N;(n)/n] = 7(i) et donc E,[N;(n)/n] =
L(Pu(Xo =1i)+...+ Pu(X, = i)) — =(i). Si la limite dans (1.78) existe, par Cesaro, cette limite vaut
nécessairement 7 (7). On peut donc affiner la question de la convergence en loi en se demandant, pour toute loi
d’entrée p et tout état ¢, si

P,(X,=1i) —— n(i) 7 1.79)
n—oo
Supposons maintenant que la chaine soit d-périodique avec d > 2. On note Fy,...,E; 1, la partition de

I’espace d’états E' donnée par la proposition 1.2.19. On fixe par exemple ¢ € Ej, alors on observe que P;-
p-s. X, € Eg, ce qui implique que P;(X,, = i) = 0, si n n’est pas divisible par d. Cela entraine que la suite de
réels P;(X,, = i), n > 0, ne converge pas vers (i) et donc que I’on a pas (1.79).

Cette breve discussion, montre que la convergence en loi de la chaine (I.79) n’a pas lieu lorsque la chaine
a une période plus grande que 2. Nous allons cependant montrer que (I.79) a lieu pour toutes les chaines
irréductibles, récurrentes positives et apériodiques en utilisant un argument probabiliste basé sur la notion de
couplage.
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Théoréme 1.4.17 (Théoréme de convergence vers la loi stationnaire) On suppose la chaine irréductible, récurrente
positive et apériodique. On note  son unique loi invariante. Alors, pour toute . € #(FE), on a

> Pu(Xn=4)—7(j)] —— 0.
jEE

Preuve : la preuve que nous présentons est une preuve par couplage, dont I’idée générale est la suivante : sur
un méme espace de probabilité (€2, .7, P) on définit deux chaines indépendantes (X, )nen et que (X, )nen de
méme matrice de transition @ et on suppose que X a pour loi x et X{, a pour loi 7. On veut montrer que ces
chaine se rencontrent , ¢’est-a-dire que 7' = inf{n € N : X,, = X/} est fini P-presque slirement (ce qui est
fait en utilisant la récurrence positive de ) ainsi que son apériodicité). Il est assez naturel de penser ensuite que
sionpose X, = X) sin <TetX, = X,sin > T,alors (X, )nen est une chaine de Markov de matrice
de transition () (ce n’est pas aussi simple) et comme X/ = X, suit la loi 7, la loi de X/ serait 7. Avec, cette
idée en téte, de fagon informelle, si n > T', X, aurait pour loi 7 et «donc » |P(X,, =) —7(i)| < P(n <T)
qui tend vers 0 lorsque n tend vers oco. Tout cela doit étre précisé : voir I’exercice 1.58 page 97 pour dissiper
quelques idées naives sur cette approche. Pour rendre rigoureuse cette approche, on commence par voir le
couple (X, X!) comme une chaine de Markov 2 valeurs dans E? dont on calcule la matrice de transition
comme suit.
On définit une matrice indexée par E? x E?, notée

Q* = (p*( (ia i/)» (]a ]/) ))(M’) , (4,7 EE2

en posant p.( (¢,4'), (4,5") ) = p(4, 7)p(', 7). On veut montrer que Q. est une matrice de transition irréductible
et positive récurente. On remarque tout d’abord que

> pe(6).G,30) = (Xoplid) (o)) =1-1=1,

(4.5")EE? S j'€eE

ce qui montre que (), est une matrice de transition sur £2. On vérifie facilement par récurrence que pour tout
n > 1,ettousi,7,5,5 € E,ona

On fixe (i,4), (j,7') € E?. Puisque que (Q est irréductible et apériodique, le théoreme 1.2.16 (ii) implique
I’existence de ng > 1 (qui dépend de 7,7, j et j'), tel que

Vn > ng , [Qn](zv.]) ’ [Qn](ilvj/) >0.

Cela montre que @, est irréductible. Signalons que c’est le seul endroit dans la preuve ou on utilise le fait que
Q soit apériodique. Pour tout (i,4') € E?, on pose 7. ((i,4')) = 7(i)m(i’). On voit que 7 est la loi produit
7 ® 7 sur £2. C’est donc une probabilité sur £2. De plus, pour tous 7, j' € E,on a

> m (@) pe(().6,)) = (X w@p.0) (D=6 ))

(i,i!) € E2 ek i'eE
= 7)) 7(") =m0, 7)),

ce qui montre que 7, est une loi (J,-invariante. La matrice de transition (), satisfait donc la condition () du
théoreme 1.4.7, qui implique que @), est récurrente positive. Mentionnons que nous aurons besoin uniquement
du fait que Q4 soit irréductible récurrente.
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Pour simplifier les notations, on suppose qu’il est possible de définir une loi de probabilité P sur (92, %),
et deux suites de variables X,,, X/ : Q — FE, n > 0, (% -mesurables, bien slir) qui remplissent les conditions
suivantes.

e Sous P, (X;,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition () et de loi d’entrée ;1 € ., (E).

e Sous P, (X/),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition ) et de loi d’entrée 7, 'unique
probabilité invariante de ().

e Sous P, les deux suites (X, )n>0 et (X],)n>0 sont indépendantes.

Etape 1 : on veut montrer que, sous P, la suite ( (X, X;L) )n>0 est une chaine de Markov a valeurs dans E?
de matrice de transition Q. et de loi d’entrée i @ 7 € M1(E?).
Preuve : pour tout n € N et tous (ig, 1)), . . ., (in,i,) € E* ,ona

P((X()vX(/)) = (2077’6) ;(XTHX/) = (Zmzln))
P(Xo =i0;...; Xy = i) P(X) = ig;...; X, = 1))

= p(io)p(io,i1) - - - pin—1,in) - w(ig)plig, i1) - - - Plin_1,1y)
= (M@Tr)( Z0;20 ) ( ZOaZO) (Zlaill)) p*((in_17iglfl)7(i7“i;1))’

ce qui montre bien le résultat voulu par le lemme 1.1.4. (I
Etape 2 : on pose ensuite T = inf{n > 0 : X,, = X}, avec la convention que T = oo ssi X,, # X],, pour
tout n € N. On veut montrer qu’alors : P(T < o0) = 1.

Preuve : on fixe i € E et on note 7{; ;) = inf{n > 0 : (X,, X},) = (i,1)}, avec la convention que T{; ;y = 00
ssi (X, X)) # (4,1), pour tout n € N. D’apres I’étape (1), et puisque Q. est irréductible récurrente, la chaine
de Markov ( (X, X},) )n>0 visite une infinité de fois chaque point de 2 et notamment (4,7), ce qui montre
que P(T(; ;) < o0) = 1. Or il est clair que T' < T i), ce qui permet de conclure. O

Etape 3 : on veut montrer que P(X,, = j;T <n)=P(X, =35;T <n),neN, j € E.
Preuve : on a les égalité suivantes

P(X,=jT<n) = Y > PX,=45T=mX, =i

0<m<n i€E

= Z ZP(T:m;X =9)[Q"™](4,7)

0<m<n i€FE

= > D P(T=mX,, =R, ))

0<m<n i€FE

= > Y PX,=5T=mX,, =1

0<m<n i€E

= P(X, =jT <n),

ce qui montre le résultat voulu. ]

Fin de la preuve : on déduit de I’étape (3) que pour toutn € Net tout 7 € E,

PX,=j) = PX,=45T<n)+PX,=45T>n)
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= P(X,=5T<n)+PX,=5T>n)

n

= P(X,=j)-PX,=5T>n)+P(X,=5T>n),

ce qui implique
|P(X, =j) —P(X;, =j) | <P(X,, =5 T>n)+P(X;, =5;T >n).

Comme > .y P(Xp =j; T >n) =3, g P(X], = j;T >n) =P(T > n), onadonc

n —

VneN, Y |P(X,=j)-PX),=j)|<2P(T >n)
jeE

On observe maintenant que P(X/ = j) = 7(j). Ce qui précéde, combiné a I’étape (2), entraine

D IPXu=j)—7()| <2P(T>n) — 0,
JjEE

ce qui termine la preuve du théoréme. |

EXERCICES.

Exercice 1.54 Soit E un ensemble dénombrable. Soient i, v € .41 (FE), deux mesures de probabilité sur E. Leur distance en variation
est donnée par

() = 3 Il — v(i)]

icE
1. Montrer que (#1(E), d) est un espace métrique complet.
2. Soient u,v € #1(E), deux mesures de probabilité sur E. Montrer que

d(u,v) = sup |u(4) —v(A)] = sup (u(A) —v(4)) .

3. Soient p, v € #(F), deux mesures de probabilité sur E. Soient (2,.%, P) un espace de probabilité¢ et Y, Z : Q — F, deux
variables aléatoires .% -mesurables telles que Y ait pour loi p sous P et Z ait pour loi v sous P. Alors on a

PY=2)<1-d(u,v).

4. Soient p, v € .#1(F), deux mesures de probabilité sur E. On suppose que p # v. Toutes les variables de cette question sont
définies sur (2, .%, P). Montrer que

d(p,v) =Y (@) = v(D)+ = Y () = p(@)+ =1 =Y min(u(i), v(i)) -
i€E i€E i€E
Soit U : Q@ — {0,1} telleque P(U = 1) = 1 — d(p, v). Soient R, S, T : Q2 — E, trois variables telles que
o _ min(u(@), v(i)) N (@) —v(@)+
PR=i)=—"""+—*>, PS=i)=——"7"—
=)= dy  PE=9= )
: () — )
. v(i) — p(i))+
P(T=i)=—"——"2—.
== )
On suppose de plus que R, S, T et U sont indépendantes. On pose
X=UR+(1-U)S e Y=(1-U)R+UT.

Montrer que la loi de X est p, cellede Y estvetque 1 — d(u,v) =P(X =Y).
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5. Soit (2, %, P) un espace de probabilité. Soient Y,,, Z,, : @ — E, n > 0, deux suites de variables .%-mesurables. On adopte
les notations et les hypotheses suivantes.

(a) Pour tout n € N, on note u,, laloi de Y,, sous P :
Vie E, PY,=1)=un(i).
(b) On suppose que les variables Z,,, n > 0, ont méme loi sous P. Cette loi commune est notée v :
YneN,VieE, P(Z,=1i)=v(i).

(c) On suppose qu’il existe 7" : 2 — N tel que P-p.s. Y,, = Z,,, pour tout n > T'. Le temps aléatoire 7" est appelé temps
de couplage.

Montrer que
d(pn,v) < PT>n) —— 0.

n—oo

C’est un principe général de couplage. |

Exercice 1.55 (Claudine et la Kabbale) Prenez un exemplaire du livre de Colette Claudine a I’école ; choisissez un mot parmi ceux du
premier paragraphe : s’il a ng lettres, allez no mots plus loin dans le texte ; vous tombez sur un mot de n; lettres; allez n; mots plus
loin : vous tombez sur un mot de n lettres ... etc.

Nous affirmons que quel que soit le mot que vous avez choisi au départ, le dernier mot que vous obtenez avant de sortir du chapitre
I est toujours le méme. Faut-il considérer, pour cette raison, que 1’auteur Colette a caché dans son livre un des grands mysteres de
I’univers ? ]

Exercice I.56 On considére un jeu de N cartes numérotées de 1 a N que 1’on mélange successivement comme suit : on prend la carte
du dessus du paquet, on I’inseére uniformément au hasard parmi les n — 1 cartes restantes (il y a donc n possibilités, car on n’exclut pas
de mettre la carte en bas du paquet ou de la laisser en haut du paquet). Toutes les variables sont définies sur un espace de probabilité
(©,.7, P). On modélise ce battage de cartes par une suite (X, ),>o de permutations aléatoires de {1,..., N} : ¥, (k) donne le rang a
I’étape n dans le paquet en partant du bas de la carte portant le numéro k. Pour tout k € {1, ..., N}, on note -y, la permutation donnée
par vz (N) = k, vk (¢) = £+ 1, pour tout k < £ < N et yx(¢) = £ pour tout 1 < £ < k. On voit alors que

VI<E<N, P(Sni1=70%n |Sn) = %
ce qui implique que (X, )n>0 est une chalne de Markov.

1. Montrer que cette chaine est irréductible apériodique et qu’elle admet la loi uniforme sur toutes les permutations comme loi
stationnaire.

2. Le but du battage du jeu de cartes est, a partir d’un jeu trié au temps 0, de bien mélanger le jeu, c’est-a-dire d’atteindre la loi
uniforme : la question est donc : "combien de fois faut-il battre le jeu pour qu’il soit bien mélangé ?". On note 7T'x le temps ou
la carte qui est au bas du paquet au temps 0 se retrouve pour la premiere fois en haut du paquet : le numéro de la carte au bas du
paquet au temps 0 est X5 (1), on a donc

Tn =inf{n >0,%,(3;'(1)) = N} .

Montrer que X7, +1 est de loi uniforme sur I’ensemble des permutations de {1, . . ., N}, ¢’est-a-dire que pour toute permutation
ode{l,...,N},on
1
P(ETN+1 = 0') = ﬁ .
3. Montrer que pour tout n > 1, X7, 4+ est de loi uniforme sur I’ensemble des permutations de {1, ..., N}. Un tel temps T + 1

est appelé Temps de mélange.

4. En utilisant I’exercice 1.2 page 7, montrer que limy T /(N log N) = 1 en probabilité. Combien de fois faut-il (a peu prés)
battre (de cette fagon qui n’est pas tres subtile) un jeu de 52 cartes ? (]

Exercice I.57 On considére une chaine a deux états (distincts) : £ = {a, b}. On définit la matrice de transition Q = (p(%, j)):,jeE en
posant
p(a,b) =p(b,a) =1 et p(a,a) =p(b,b) =0.
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1. Montrer que () est irréductible. Calculer sa période et sa probabilité invariante, notée 7.

2. Soit (€2, .#,P), un espace de probabilité sur lequel sont définies deux suites de variables X,,, X;, : Q@ — E, n > 0, (Z-
mesurables) qui remplissent les conditions suivantes.

(a) Sous P, (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition @ telle que P(Xo = a) = 1.

(b) Sous P, (X},)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition () et de loi d’entrée , I’unique probabilité invariante

de Q.

(¢) Sous P, les deux suites (X,,)n>0 €t (X, )n>0 sont indépendantes.

On rappelle la notation T = inf{n > 0 : X, = X} avec la convention que T' = oo ssi pour tout n € N, on a
X, # X,,. Montrer que P(T = co) = 1/2. Mettre cela en relation avec la preuve du théoréme 1.4.17 de convergence vers la
loi stationnaire. ]

Exercice I.58 On considére une chaine a deux états (distincts) : E = {a, b}. On définit la matrice de transition Q = (p(%, j))i,jeE en
posant
p(a,b) = p(b,a) = p(a,a) = p(b,b) = 1/2.
1. Montrer que @ est irréductible (donc positive récurrente) apériodique et calculer sa probabilité invariante, notée 7.
2. Soit (€2,.#,P), un espace de probabilité sur lequel sont définies deux suites de variables X,, X, : Q@ — E,n > 0, (Z-
mesurables) qui remplissent les conditions suivantes.
(a) Sous P, (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition @ telle que P(Xo = a) = 1.

(b) SousP, (X ;)nzo est une chaine de Markov de matrice de transition @) et de loi d’entrée 7, I’'unique probabilité invariante
de Q.
(¢) Sous P, les deux suites (X,,)n>0 €t (X}, )n>0 sont indépendantes.
On rappelle la notation T' = inf{n > 0 : X,, = X, } avec la convention que T' = co ssi pour tout n € N, on a X,, # X,.

Redémontrer que P(T < co) = 1. On pose Z = X7 = X7. Montrer que P(Z = a) > 5/8. En déduire que la loi de Z n’est
pas la loi stationnaire. O

Exercice .59 On fixe un entier N > 2 et on note £ = {0,1}". Ondit que s = (s1,...,sn5) ets’ = (si,...,s) € E sont voisins,
ce que ’on note s ~ s’ ssiil existe 1 < k < N tel que

Vee{l,...,NI\{k}, se=s; et sp#sp.
Un état s € E a donc N voisins. On définit la matrice de transition Q@ = (p(s, s'))s,s/c g sur E en posant
1/(2N) sis~ &',
p(s, s =< 1/2 sis=s,
0 dans les autres cas.

1. Montrer que @ est irréductible (donc positive récurrente) et apériodique. Calculer sa loi invariante, notée .

2. Soit (€2,.#,P), un espace de probabilité sur lequel est définie une suite de variables U,, : @ — {1,...,2N}, n > 0, Z-
mesurables, indépendantes et de loi uniforme. On fixe une loi de probabilité 1 € .#:1(FE) et suppose en plus qu’il existe
Xo : Q — E, F-mesurable, de loi p, et qui est indépendante de la suite (Uy )n>0. On définit de maniére récursive deux suites
de variables 2 valeurs dans B : X,, = (X,,...,. XN) e EetY, = (Y;},...,,Y)e E,n>0:

(a) Pourtout1l < k < N,si Uy = 2k ou 2k — 1, on pose Yy = k.

(b) On suppose définies Xo, Yo, ..., Xn, Yn. Pourtout 1 < k < N, si U,+1 = 2k — 1, la k-ieme coordonnée de X, 41
et de Y, 41 sont choisies égales a 1, les autres coordonées de X,,+1 (resp. de Y, +1) sont égales a celles de X, (resp. a
celles de Yy,). Pour tout 1 < k < N, si Upy1 = 2k, la k-iéme coordonnée de X, 1 et de Yy, 1 sont choisies égales a 0,
les autres coordonées de X, +1 (resp. de Y;,+1) sont égales a celles de X, (resp. a celles de Y;,).

Montrer que (X, )n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition @ et de loi d’entrée p et montrer que (Y, )n>0 est une
chaine de Markov de matrice de transition @) et de loi d’entrée 7.

3. Onpose Ty =inf{n >1 : {Uy,...,Un} ={1,..., N} }. Montrer que X,, = Y, pour tout n > Tn. En déduire que
ST Q" (5) — 7(s)| < 2P (T > ).

seE

4. En utilisant I’exercice 1.2 page 7, montrer que limy Tn /(N log N) = 1 en probabilité. d
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L.4.d Vitesse de convergence pour les chaines a espace d’états fini.

Dans cette section, nous considérons les chaines de Markov a espace d’états fini du point de vue de I’algebre
linéaire. On ne perd pas en généralité en supposant que

E={1,...,N}

ot N est un entier supérieur ou égal a 2. On note Q = (p(%, j))1<i j<n une matrice de transition : c’est une
"vraie matrice” N x NN. Nous allons fournir des résultats asymptotiques pour )", lorsque n tend vers 1’infini.
On utilisera la notation 1 pour le vecteur colonne ne comportant que des 1 :

1
Iy=| :
1
Le premier résultat dans cette direction est le théoréme de Perron-Frobenius (dans une version spécifique).

Théoréme 1.4.18 ((un cas du) théoréme de Perron-Frobenius) On suppose que QQ = (p(i, j))1<i j<N est une matrice
de transition irréductible et apériodique. Alors d’une part, 1 est valeur propre de Q) de multiplicité algébrique
1 (en particulier, tout vecteur propre v associé a la valeur propre 1 est colinéaire a 1 ). D’autre part, si \ est
une valeur propre de @ distincte de 1, alors |\| < 1 nécessairement.

Preuve : montrons tout d’abord que les valeurs propres de () sont de module inférieur ou égal a 1. Pour cela
on rappelle que ||v]|oo = max;<;<x |v(i)| désigne la norme du max sur CV. On rappelle ensuite la propriété
élémentaire des matrices de transition (L.2) : [|Q.v||o0 <||v||o0. Soit v € CV, un vecteur propre de @ associé a la
valeur propre A € C. On a donc |A|||v]|cc = [|Q.v]|co <[|V]|0o. Done |A| <1.

Le fait que @ soit une matrice de transition implique immédiatement que Q.1 = 1y, ce qui signifie que
1 est valeur propre de () associée au vecteur propre 1.

Soit v € CV, un vecteur propre de Q) associé  la valeur propre A € C. Nous montrons ensuite que si |A| = 1
alors d’une part A = 1 et d’autre part v est colinéaire a 1. En effet supposons qu’il existe = € [0, 1] tel que
€2 soit également valeur propre de Q. Il existe donc un vecteur propre v qui lui est associé (v n’est pas le
vecteur nul, par définition des vecteurs propres). Pour tout n € N, on donc Q".v = €™y, Puisque () est
supposée irréductible apériodique et puisque I’espace d’état est fini, le théoreme 1.2.16 implique qu’il existe
no € N tel que

Vn>ng, V1<i4,5< N, [Q"](i,j)>0. (1.80)

Soit ig € {1,... N} tel que |v(ip)| = maxi<;<n |v(j)|. Puisque v, est non-nul, on a |v(ig)| > 0. Pour tout
n > ng,ona

N N
S 1Q" o, f)e i 20 = 1 = ST(Q"(io, ) »
j=1 j=1

ce qui, en considérant les parties réelles , implique que

- ()
. —2inwx U
317 J) Re(t — 7 () =0,
]:

On remarque ensuite que si z est un complexe tel que |z| < 1, ona Re(1 — z) > 0 avec égalité ssi z = 1 (faire

un dessin dans le plan complexe pour s’en convaincre). En appliquant ce résultat 3 z = e~2"7® %, pour tout

1 < j < N, eten observant que [Q"](ip,j) > 0, pour tout 1 < 57 < N, on en déduit que

Yn>ng, V1<j< N, wv(j)= e2mmv(io) ,
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ce qui implique que z = 0 et que v est colinéaire a 1.

On a donc également montré que si A est une valeur propre de () distincte de 1, alors |A| < 1

On note m la mutiplicité algébrique de la valeur propre 1. Il reste a montrer que m = 1. Pour cela on
observe qu’il existe un polyndme R de degré N—m tel que R(1) # Oettel que det(zId—Q) = (z—1)"R(z).
Par Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux on a C¥ = E @ F ot E=Ker(Id — Q)™ et F =KerR(Q). Ici
dimF =m et F est laissé stable par @) ; on abuse des notations en continuant de noter () I’endomorphisme de £
induit par @ et on pose M = Idr—(Q qui est un endomorphisme nilpotent puisque M =0. Soitd€ {1, ..., m}
tel que M9~ £ 0 et M?=0. Supposons que d > 2, alors Q" = (," | )M + > gy (1) MF. Comme
M1 n’est pas la matrice nulle, il existe v € E tel que M9 ' # 0 et on en déduit

(dﬁ1>_1llc2”vlloo++ 3 (Z)(dflylnwvnm

0<k<d—1

—1 —1
n n n K
(o) Tt X (D)(o") 1ol =0

0<k<d—-1

1M |

IA

. —1 L -
car limy, o0 (2) ( dfl) = 0, pour tout 0 < k < d — 1. Cela implique une contradiction. Donc d = 1 et donc
M est la matrice nulle. Autrement dit ) est I’identité sur £ : tout vecteur de F est donc un vecteur propre de ()
associé a la valeur propre 1. Or on a montré qu’ils étaient tous colinéaires a 1. Cela montre que la dimension

m de E vaut 1. Cela termine la preuve du théoreme. |
Notation. Soit () une matrice de transition N x N irréductible apériodique. On note \; = 1, Ao, ... , A,
les différentes valeurs propres distinctes de () et on note my = 1, mo, ... , m, leurs multiplicité algébriques

respectives. On choisit de les indexer de sorte qu’on ait d’une part
)\1 =1> |>\2| > |>\3| > ... 2 |>\r|

et d’autre part, si [A2| = |\s| pour un certain s € {3,...,r}, alors ma > m. Cela est toujours possible d’aprées
le théoreme de Perron-Frobenius. |

On note .#x(C)) Ialgébre des matrices de taille N x N a coefficients complexes. On munit .#y (C)

d’une norme de matrice notée ||-||, ¢’est-a-dire que ||| est une norme sur .#n (C), vu comme espace vectoriel
complexe de dimension finie N2, et ||A.B|| < ||A| - || B||, pour toutes matrices A, B € .#,(C). Si M =
(m(Z,7))1<ij<n, on peut par exemple choisir de poser | M| = N maxi<; j<n |m(i,j)|. On observe que

puisque .7, (C) est de dimension finie, (.7, (C), ||-||) est un espace vectoriel normé complet. Par ailleurs, on
utilise la notation [M](4,7) = m(i, ), qui est I'entrée (i, ) de la matrice M. On remarque que pour tout
1 <14,j < N,lafonction M € .#,(C) — [M](i,j) € C est continue.

Soit ro un réel strictement positif. On note D(0,r9) = {z € C : |z] < rp}, le disque ouvert du plan
complexe de centre 0 et de rayon 7. Soit f(z) = >, -, anz", une série enticre dont le rayon de convergence
est plus grand ou égal & rg. Alors pour tout 0 < 7 < rg,ona Y. < |ay|r™ < oc. Pour tout M € .#,(C), et
tout n > 0, on pose fn(M) = > gcpe,, arMF, qui est bien définie comme matrice de .#(C). On suppose
que || M|| < 7o, alors on a -

sup [[fn(M) — fi(M)] < Z‘ak‘ ) HMHk qjo 0,

n,m=>q k>q

ce qui entraine que la suite de matrices (f,(M)),>0 est de Cauchy pour |[|-||. Cette suite converge et on note
symboliquement cette limite par

1= lim fo (M) = f(M) =D anM™ . (L81)

n>0
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Comme pour tout 1 < ¢,5 < N, la fonction M € .#,,(C) — [M](i,j) € C est continue, cela est équivalent a
la convergence dans C des séries suivantes :

VI<i,j <N, [f(M)Gi5) = an[M"](i]) . (1.82)
n>0

Ces résultats sont utilisés spour prouver le théoréme suivant.

Théoreme 1.4.19 (Convergence vers la loi stationnaire : cas fini) On pose E = {1,..., N} avec N > 2. Soit

(Q; F 5 (Fu)n>0; (Xn)nz0; Q; Py, pe M(E)),

une chaine de Markov. On suppose que () est irréductible et apériodique. On adopte la convention sur ’in-
dexation des valeurs propres de () comme indiqué précédemment. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Q admet une unique loi invariante w qui est telle que (i) > 0, pour tout 1 < i < N.
(ii) 11 existe une constante positive Cq, qui ne dépend que de () telle que

Vo€ M (E),¥j€E,¥n>0, |P,(X,=j)—7()|< Con™ Hg|® ———0. (183)
n—oo

Preuve : on montre facilement que pour tout z € C, on a

r

P(z) :=det(Id — 2Q) = (1 — 2) H(1 — )™

s=2

On voit donc qu’il existe 7y > 0 tel que P(z) # 0, pour tout z € D(0,rp). On note R(2) = (R; ;(2))1<ij<N
la matrice inverse de Id — 2@, qui est bien définie pour tout z € D(0, 7). On rappelle que pour toute matrice

A € #n(C), qui est inversible, on a
tr

1
1_
A~ = oA Com(A),

ott Com(A) est la co-matrice de A et "Com(A) est la transposée de la co-matrice : on rappelle également que
[Com(A)](i,§) = (—1)" D; ;, ot D; j est le déterminant de la matrice (N — 1) x (N — 1) obtenue en retirant
de A la i-eme ligne et la j-ieme colonne. Par conséquent,

R(z) = (Id — 2Q).

P(2)

Cela prouve que R; j(z) est une fraction rationnelle dont le degré est compris entre —N et N — 1. La décom-
position des fractions rationnelles en élements simples implique que

R; j(z) = P;;(2) Jig +ZZ 1_2)\

52_1

)

ou F; ; est une fonction polynomiale de degré au plus NV — 1 et ou les a; j, cz( J)(k:) 1<k<ms,2<s<r,

sont des nombres complexes. On rappelle que pour tout complexe zj tel que |z9| < 1 et pour tout £ > 1, on a

le développement
1 n+k—-1\ ,
(1= z0)F _Z( k-1 >ZO ‘

n>0
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On note 71 le minimum de 7 et de 1/(1 + |A\2]). Pour tout z € D(0,71), on a
n . nms n+k—1\ (s
R;j(2) = Pij(2) + g)z (ai,j - ;AS ; ( ol )cm (k)) . (L84)

On calcule ensuite R(z) d’une fagon différente. On pose My, (2) = > g<p<p 2K MF, pour tout z € C et tout
n € N.Si|z| < 1/[|Q]], alors

k
sup || M(2) = M (2)] <) (I2]- Q)" ————0.
min>q = g0

De plus M, (2)(Id — 2Q) = (Id — 2Q)M,,(z) = Id — 2"**Q"*!. On voit donc que

1 =T _ noyn _
\V/Z € D(O) ||Q||) ’ H || h}LnMn(Z) ZZ Q R(Z) ’

n>0
et (1.82) permet de dire que pour tous 1 < 4, j < N et tout z tel que |z| < 1/||Q||, on a

Rij(z) = 2" [Q"(i,]) -

n>0
En identifiant les coefficients des série entieres, (I.84) entraine que
4 <X /n+k—1
Vn>N,VI<ij<N, [Q(.))=ai;+» AY. ( L >c§;><k> . (1.85)
s=2  ks=1

On remarque que (”ﬁ;l) < N.n*~1 pourtout 1 < k < N et tout n > 1. On voit facilement qu’il existe Cg

qui ne dépend que de @ telle que

Yn>1,V1<i,j <N, [[Q"(,])—aij| < Con™ ™. (1.86)

On a donc lim,,—,0[Q"] (i, j) = a;;, ce qui implique que les a; ; € [0, 1]. Comme Q™.Q = Q.Q" = Q", on
obtient a la limite que

Vijef{l,...,N}, > pli.i)ay;=ai; et Y aiyp(i.j) = ai. (L87)
i'eER J'ER

On fixe jo € {1,..., N} et on pose

a1,j0
Vjo =
AN, jo
La premiere égalité dans (I1.87) implique que Q.v;, = vj,. Par le théoréme de Perron Frobenius, il existe

7(jo) € C tel que vj, = 7(jo)1n. Comme vj, a des coordonnées a valeurs dans [0, 1], 7(jo) € [0,1]. On a
donc montré que a; j, = m(jo), pour tout 1 < i < jg. Onnote m = (w(j);1 < j < N). La seconde égalité
dans (1.87), implique que 7.() = , c’est-a-dire que 7 est invariante. Comme )™ est une matrice de transition
onajy . i< ~N[@™(i,j) = 1 et en passant a la limite on voit que 7 est une mesure de probabilité. On a donc
prouvé que () admet une loi invariante.
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Supposons que 7(j) = 0. Comme @ est irréductible apériodique sur un espace d’états fini, il existe n tel
que [Q"](i,7) > 0, pour tous 1 < i,j < n. Comme 7.Q™ = m, on devrait avoir

m(0)[Q"](i,§) = 7(j) =0,

N
=1
ce qui entrainerait 7(1) = ... = w(N) = 0, or 7 est de masse totale 1, d’ou une contradiction. On en déduit
que 7(j) > 0, pour tout 1 < j < N. Montrons I’unicité : supposons que 7* soit une autre loi invariante pour

Q. On adonc 7*.QQ" = 7*, pour tout n €> 0, c’est-a-dire que

Vn>1,VI<ji<N, Y 7 @)Q"(i,5) =) .
1<i<N

En passant a la limite on obtient alors pour tout 1 < 5 < N,

ce qui termine la preuve du théoréme. |

Un des buts de la théorie consiste a généraliser cette convergence vers la loi stationnaire (lorsqu’elle existe)
aux chaines de Markov a valeurs dans un espace d’état infini. Ce résultat ne se laisse pas démontrer facilement
par des méthodes analytiques ou reposant uniquement sur de I’algebre linéaire en dimension infinie. Pour la
plupart des applications concretes des chaines de Markov, notamment & la simulation de variables aléatoires, on
a seulement besoin du théoréme de convergence pour les chaine finies, que I’on vient de démontrer. Ce théoréme
indique que la convergence vers la loi stationnaire est tres rapide (géométrique). On voit que le contrdle de la
vitesse de convergence, crucial pour les applications numériques, se fait grace a la seconde plus grande (en
module) valeur propre A2, qu’il n’est en général pas possible de calculer facilement. De nombreuses techniques
ont pour but d’estimer de fagon effective |A2|. Le cas le plus fréquent est celui des chaines réversibles pour
lesquelles il existe une technique plus adaptée (et un peu plus probabiliste) d’estimer la vitesse de convergence.

Ces « détails » font I’objet d’un certains nombre d’exercices dont I’exercice 1.61 page 103 qui traite le cas
de chaines réversibles, plus simple et qui joue un réle central dans les applications.

EXERCICES.

Exercice 1.60 Soit Q = (p(1, j))1<4,;<n une matrice de transition irréductible.

1. Montrer qu’une matrice et sa transposée ont méme déterminant. En déduire que () et sa transposée ont le méme polyndme

caractéristique. Montrer qu’il existe un vecteur ligne m = (7 (1), ..., 7(N)) non-nul tel que
Vie{l,...,N}, > w(i)p(i,j) = ().
1<i<N

2. Onmnote I ={1<i< N : 7(i) >0}etl_- ={1<i<N : m(¢) < 0}. On raisonne par I’absurde et on suppose que
I+ # (et I_ # (. Montrer alors que

> )= 3 w0l L) = 3 w(@pli 14)

En déduire que pour tout ¢ € I, p(3,I+) = 1 et pour tout s € I_, p(i, I+) = 0. De méme, montrer que pour tout ¢ € /_, on a
p(i,I_) = 1letpourtouti € I+, onap(i, I_) = 0. Montrer que cela contredit I’irréductibilitélité de Q. On en déduit que soit
I estvide, soit I_ est vide.
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3. Déduire de la question précédente que @ admet une probabilité invariante que I’on notera 7. Montrer que 7(¢) > 0, pour tout
1<i<N.

4. Montrer que si @ est d-périodique, alors les complexes exp(2imk/d), 0 < k < d — 1, sont valeurs propres de multiplicité
1 et toutes les autres valeurs propres sont de module strictement inférieures 4 1 (Indication : penser que Q% est irréductible
apériodique.). Montrer également que

VISij SN, —([Q160) + QNG5 + -+ [Q7)(5) —— 0.

n— o0

5. Montrer que toute matrice de transition irréductible sur un espace d’état fini admet une unique mesure de probabilité invariante.

6. Montrer qu’il existe une matrice de transition sur un espace d’états a deux éléments qui admet une infinité de probabilité
invariante (cette matrice de transition n’est donc par irréductible). 0

Exercice .61 Soit F un espace d’états fini. On suppose que Q = (p(,)):,jce est une matrice de transition qui est réversible : il
existe donc un mesure de probabilité 7 telle que 7(7) > 0, pour tout ¢ € F et telle que 7(4)p(7, j) = = (j)p(j,4), pour tous 7, j € E.
On introduit le produit scalaire (-, « )« :

Vig:E—=R, (f.9)x =) f(D)g(i)m(i) .
i€E
C’est clairement un produit scalaire sur I’espace vectoriel de dimension finie des fonctions de E sur R.

1. Montrer que (Q.f, 9)~ = (f, Q.9)x, c’estadire que Q est auto-adjointe par rapport au produit scalaire ( -, - )~. En déduire que
@ est une matrice diagonalisable dans R et que ses valeurs propres sont réelles. Montrer de plus que les valeurs sont comprises
entre —1 et 1. Montrer que 1 est valeur propre et qu’un vecteur propre possible est la fonction constante égale a 1. On les indexe
de facon décroissante.

1=p2>2p>...>2Bpr>~-1.

2. Montrer que si @ est irréductible alors 1 est valeur propre simple
1=p1>B2>...2 Bur >—1.

3. Montrer que si @ est irréductible et apériodique, —1 n’est pas valeur propre :
1=01>p02>...2 Pug>—1

4. On suppose que @ est irréductible et apériodique. Comme @ est auto-adjointe par rapport au produit scalaire ( -, - )«, il existe
une base orthonormée de diagonalisation f1 = 1g, fo,..., fgg : E - R:

Qlp =15, Q.fo=Pof2,...,Q.fur = Byrfyr et (fr, fo)r = ke -

Montrer que pour toute fonction f : £ — R, ettoutn > 1,ona

Q" f—(m )= Bffu)nlr-

2<k<#E

5. On suppose que @ est irréductible et apériodique. Pour toute fonction f : E — R, on pose 02(f) = (f, f)= — (m, £)?, qui est
la variance de f relativement a la probabilité 7. Montrer que pour toute fonction f : £ — R, ettoutn > 1,ona

QQ(,L?Z) 2n—2
om@ P

Vie B, |Q".f@)—(m f)| <o2(f)

ol p = max{|fk|; 2 < k < #E} < 1. Cela donne une nouvelle preuve de la convergence vers la loi stationnaire dans le cas
des matrices réversibles sur un espace d’état fini. ]

Exercice .62 Soit E un espace d’états fini. On suppose que Q = (p(i,j)):,jce est une matrice de transition qui est réversible : il
existe donc un mesure de probabilité 7 telle que 7(7) > 0, pour tout ¢ € F et telle que 7(4)p(7, j) = = (j)p(4,4), pour tous 7, j € E.
On introduit le produit scalaire (-, « )« :

Vf,.g:E—=R, (f,9)r=>_ f(i)g(i)m(i).

icE
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C’est clairement un produit scalaire sur 1’espace vectoriel de dimension finie des fonctions de E sur R. Pour toute fonction f : £ — R,
on pose

ES D)= Nr = @Qf. Nr et on(f) = (£ )= (m 1)
La forme quadratique & est appelée la forme de Dirichlet de ). On suppose que () est irréductible apériodique. Comme elle est
auto-adjointe par rapport au produit scalaire (-, -)~ , on peut indexer ses valeurs propres de la sorte :

1:ﬂ1>ﬁ22...2ﬁ#5,‘>—1

On pose
&, 1)
a*(f)

M@:mﬂ

La quantité A(Q) est appelée le trou spectral.

s fiE—=R: 02(f)750}.

1. Montrer que &(f, f) > 0, pour toute fonction f : E — R.
2. Montrer que A(Q) =1 — Bo.
3. On suppose que

Vie E, p(ii)> (1.88)

Montrer que les valeurs propres de @ sont toutes positives, ce qui implique que 82 > |Bx| = Bk, 3 < k < #E. On rappelle
la notation p = max{|Sk|; 2 < k < #E} < 1 de Iexercice précédent L.61. On a alors 32 = p et donc 1 — A(Q) = p. En
déduire que pour toute fonction f : £ — R, ettoutn > 1,ona

. n A 2 Q2(7/7Z) _ 2n—2
Vie B, |QNf0) —(m /)| S on(f) Gy - AQ)TTE (1.89)
4. On suppose ne suppose plus (I1.88) mais on suppose que
VI E-R, (Qf,f)x>0. (1.90)

Montrer que les valeurs propres de () sont toutes positives et en déduire que (I.89) a bien lieu.

5. On ne suppose ni (1.88), ni (1.90). Montrer que (QQ.f, f) > 0, pour tout = € E. Montrer que

Q*(i, )

VieE, |Q".f(i)—(m f)| < o2(f)

Les exercices qui suivent sont des résultats préliminaires au dernier exercice 1.65

Exercice 1.63 Soit (2, .%, P), un espace de probabilité sur lequel est définie une suite de variables (£,,n > 1) indépendantes dont la
loi est donnée par P(&, = —1) = P(&, = 1) = 1/2. On pose Sp = 0 et pour tout n > 1, on pose S, = &1 + ... + &,. Autrement
dit (Sn)n>0 est une marche aléatoire simple sur Z issue de 0. Pour tout n € N et tout k € Z, on pose

sn(k) = P(S, = k) .

1. Montrer que pour tout d € N, on

ST salk) <2exp(—L).

kEZ:|k|>n

2. Montrer que pour tout entier £ € Z, il existe un unique polynéme 7} de degré |¢|, a coefficient réels tel que
Va e R, Ty(cos(ar)) = cos(far) .

Ty est appelé le £-ieme polyndme de Tchebychev.

3. Montrer que pour tout £ € Z, on a

max |Tp(z)] <1.
z€[-1,1]
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4. Montrer que
Vn>1,VzeC, "= an(ﬁ)Tg(z)
L€z
]

Exercice 1.64 Soit (H, [, -]) un espace de Hilbert. On note ||-|| la norme correspondant au produit scalaire. Soit ® : H — H un
opérateur (c’est-a-dire une fonction linéaire) continu (donc bornée en norme) : il existe donc C' > 0 telle que

VeeH, o)<z .

On pose
[@(z), 2]

o) = sup { 121 ol

sc € H, x# O} .

1. Montrer que || - || est bien définie.

2. Soient &,V : H — H, deux opérateurs continus. Montrer que pour tous réels a,b € R, on a
la® +b¥|| < |al - 1) + [6 - W] et [[@oW] <|@f - ¥ .

Autrement dit || - || est une norme d’algébre.

3. Soit R(X) = > <, <q@qX? un polyndme a coefficient réels : ag € R, 0 < ¢ < d. On note R(®) Iopérateur borné
D o< 4<a @q®?, ot ® est le g-itme itéré de 1’opérateur continu ¢ : H — H, avec la convention que 0 est I’identité sur H.
Montrer que

IR(@) <

R(z)| .

max
ze[=lI2ll, Nl
]

Exercice 1.65 (Estimée de Carne-Varopoulos) 1l est nécessaire d’avoir traité les exercices précédents 1.63 et 1.64 ainsi que I’exercice
1.29 page 55. Soit G = (S, A) un graphe dénombrable (c’est-a-dire que S est dénombrable) simple, non-orienté et connexe. On rappelle
qu’un chemin joignant les sommets s et s’ est une suite finiey = (so = 8,81, ..., 8n—1,5n = &) telleque {s, so}, {s1,52},...,{sn-1,8"} €
A. La longueur du chemin + est n et elle notée |y|. On définit la distance du graphe G qui est une une fonctiond : S X S — Ry
donnée par

Vs,s' €S, d(s,s’) =min{|y|; v:chemin joignantsas’.} sis#s et d(s,5)=0.

On munit G d’un systéme de poids C = (C, ; a € A). On rappelle la notation
VseS, 71'(8): Z C{s,s’} .
s'€S:s'~s

On fait I’hypothese habituelle
VseS, 0<n(s)<oo.

On note Q = (p(s, s'))s,s'es, la matrice de transition de la mache aléatoire sur le graphe pondéré (G, C) :

Cis,s1y
7(s)

On rappelle qu’on a vu a I’exemple 1.2.30 page 48, que () est réversible et que

Vs,s' €8S, p(s,s) = sis~s et p(s,s’) =0 sinon.

Vs,s' €8S, w(s)p(s,s) =n(s)p(s,s) .

m est donc Q-invariante et @ est égale a sa matrice duale. On équipe S de la tribu de tous ses sous-ensembles, tribu notée 2 (S) =
{B C S}. On introduit I’espace L’ (S, #(S) ) des fonctions de S dont le carré est intégrable contre 7 :

E(S2@)m)={/:8S=R: Y Lom(s) <o},

s€S
On équipe L? (S, 2(8S) 7) du produit scalaire (-, - ) :

Vg e (S, 2(8)m) . (f.9)x = f(s)g(s)m(s)

s€S
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si bien que (L2 (S, 2(S)m); (-, - )= ) estun espace de Hilbert et on note || - || la norme correspondante. On a montré a I’exercice
129 que Q : 17 (S, Z(S) ) — L (S, Z(S) 7) et que

VFEL(S, 2(S)m) . (QF. Nr < Ifllx-
On définit alors comme a I’exercice 1.64 la norme

0l =sup { G102 e s, 28)m) 1 20}

On a donc [|Q™]| < ||Q||™. Le but de I’exercice est de montrer I’estimée de Carne-Varopoulos qui s’énonce comme suit :

Vn>1,V¥ss' €S, [Q"(s,s) <2/ T Q" - exp (- L50) (1.91)

7(s) 2n
1. On rappelle que pour tout ¢ € Z, T} est le ¢-ieme polyndme de Tchebychev. Montrer que

Q"= 1QI" X sn(OT: (gp Q) -

ez
Observer que cette série est finie car s, (¢) = 0, pour tout £ > n.
2. Pourtout s € S, on pose gs(s”) = (m(s)) /%14 (s”). Montrer que
[Q")(s,s") = V/m(s)/m(s)  (Q"-gs, g5’ )=
Remarquer que [Q™](s, s") = 0, d&s que m < d(s, s’). En déduire que
(TZ(WQ)-QS7QS/)W :07 |Z| <d(8,8/).
3. En utilisant I’exercice 1.64, montrer que pour tout £ € Z tel que |¢| > d(s,s’),on a

| (Te(7 @909 ) | < WT(br @ - gl - g lln < 1.

4. Conclure. (]
5. Montrer que I'inégalité 1.91 est optimale.

6. Que donne cette inégalité dans le cas des marches aléatoires simples sur Z< ? (]

I.5 Chaines de Markov et simulation de variables.

I.5.a Probleme général, mesures de Gibbs.

Une des principales applications des chaines de Markov concerne la simulation de variables aléatoires. Le
probléme général s’énonce comme suit.

Soit un ensemble fini E, en général tres gros. Soit m, une mesure de probabilité, qui n’est pas nécessai-
rement connue de facon tres explicite. On veut simuler (souvent a partir de variables indépendantes et
uniformes sur [0, 1)) une variable aléatoire X ayant T comme loi.

Une solution naive consiste a indexer les points de E en une suite et a construire une fonction d’échan-
tillonnage ¢ : [0, 1[— E comme expliqué a la section L.1.c, dans la preuve du lemme 1.1.24 et il suffit alors
de poser ¢ (U) = X, ou U est une variable uniforme sur [0, 1]. Dans la pratique cette approche ne fonctionne
que lorsque FE est petit; si F est trés gros, 1’ordinateur ne pourra pas stocker les valeurs de la fonctions ¢,.. De
plus, il se peut que 7 ne soit pas connue explicitement, c’est-a-dire numériquement, auquel cas, cette approche
est complétement inopérante. Donnons quelques exemples de telles situations.

Exemple 1.5.1 (Arbres couvrants) Donnons d’abord définitions (certaines ont déja été introduites).



L5. CHAINES DE MARKOV ET SIMULATION DE VARIABLES. 107

Définition 1.5.2 Soit G = (S, A) un graphe simple (les arétes sont non-orientées, pas d’arétes multiples, pas
de boucle).
(a) Un chemin dans G est une suite (finie ou infinie) w = (s,,) de sommets qui sont successivement adjacents
Sp ~ Sp+1, c’est-a-dire {sy,, Sp,4+1} € A, pour tout n.
(b) Un chemin w = (s,,) est dit auto-évitant si les sommets s,, qui le composent sont distincts : s,, # Sy,
des que n # m.
(¢) Un chemin v = (sg, S1,...,Sn—1, Sn) est un cycle si sa longueur n est supérieures a 3, si sp = sy, et si
(S0, - - ., Sn—1) est auto-évitant.
(d) Un graphe est dit connexe si toute paire de sommets distincts s, s’ est reliée au moins par un chemin
S§=8y~S|~...~8, =5,
(e) Un graphe simple sans cycle qui est connexe est appelé un arbre.
(f) Un graphe G’ = (S’, A’) est un sous-graphe de G siS' C Set A’ C A.
(9) Un arbre couvrant de G est un sous-graphe de G qui est un arbre et dont I’ensemble de sommets est
celui de G.
Convention et notations. Comme les sommets d’un arbre couvrant 7' de G sont ceux de G, cet arbre couvrant
est simplement la donnée de ses arétes. Il est commode de confondre 71" avec I’ensemble de ses arétes : c’est-a-
dire que le graphe (S, T') est I’arbre couvrant 7. On note T(G) I’ensemble des arbres couvrants de G. ]

Donnons un premier procédé pour obtenir un arbre couvrant. Supposons que G soit connexe. Il existe alors
un chemin du graphe x = (z(0), z(1),...,z(n)) passant au moins une fois par tous les sommets : ¢’est-a-dire
que {z(0),...,z(n)} = S. Pour tout sommet s € S on peut alors définir le dernier instant de passage en s le
long du chemin x par

ls =max {ke{0,...,n}:x(k) = s} .

On vérifie alors que le sous graphe dont les sommet sont S et les arétes sont données par

T ={{s,z(ls + 1)};s € S\{z(n)}} (1.92)

est un arbre couvrant de G. On appelle T ’arbre de dernier passage le long du chemin x. La preuve de ce
résultat est laissé en exercice.
De méme, on peut définir également [’arbre des premiers passages le long du chemin x par

T = {{s,x(0s — 1)};5 € S\{z(0)} } (1.93)
ol o(s) est le premier temps de passage en z le long du chemin x :
os =min{ke{0,...,n}: x(k) = s} .

On déduit de ce qui précede que T” est également un arbre couvrant de G. En effet, notons X = (z(n), ..., z(0)),
le chemin x parcouru dans le sens inverse. Alors 7" est I’arbre de dernier passage de X. Autrement dit, [’arbre
de premier passage le long d’un chemin est l’arbre de dernier passage le long du chemin inverse.

Ces construction précédentes montrent par ailleurs qu’'un graphe admet un arbre couvrant des qu’il est
connexe (il y a bien siir une facon plus simple de montrer ce résultat).

En informatique, il est important d’étre capable de tirer uniformément au hasard un arbre couvrant d’un
graphe connexe G, c’est-a-dire de simuler un arbre couvrant de loi m donnée par
1

VI ETG), lT) = rpeas




108 CHAPITRE I. CHAINES DE MARKOYV.

Or si G est n’est méme que modérément grand, I’ensemble T(G) peut étre énorme. Par exemple si G, est une
grille n x n de Z2, le graphe compte n? sommets mais on peut montrer que

lim - 1o #T(G)—fzﬂ—Mb‘
oo 2 8 Mm@k T

En général, T(G) n’est pas élémentaire & énumérer. O

Exemple 1.5.3 (g-coloriages de graphes) Soit G = (S, A) un graphe simple fini et connexe. On dispose de ¢
couleurs distinctes, numérotées de 1 a g. Un coloriage du graphe est un coloriage de chaque sommet avec I’une
des g couleurs qui respecte la contrainte que deux sommets adjacents ont des couleurs distinctes. Un coloriage
est donc une fonction n : S — {1,..., ¢} telle que n(s) # n(s') si s~ s'.

On note Col,(G) I’ensemble des g-coloriages de G. Il est clair que si ¢ < mingeg deg(s), alors aucun
g-coloriage n’existe. Il est également clair que si ¢ > #.95, un g-coloriage existe. Mais c’est un probleme
combinatoire en général difficile de montrer pour un graphe donné qu’il existe ou pas un g-coloriage : le
fameux théoréeme des quatre couleurs affirme par exemple que si le graphe G est planaire (c’est-a-dire, pour
faire court, s’il peut étre dessiné dans un plan sans croiser ses arétes), alors il existe toujours un 4-coloriage.

On suppose ici que ¢ est assez grand (mais tout de méme plus petit que #.S) pour qu’il existe au moins un
g-coloriage. On veut chercher a générer un g-coloriage uniforme 7 :

1

Vn € Coly(G), =(n)= #Col,(G) °

On peut montrer que #Col,(G) = Pg(g) ou Pg est un polyndme a coefficients entiers ne dépendant que du
graphe : c’est le polynome chromatique du graphe. En général #Col,(G) n’est pas connu précisément et ce
nombre peut étre énorme, si bien que simuler un g-coloriage uniforme ne peut pas étre fait par une méthode
naive. ]

Entropie, principes de thermodynamique, mesure de Gibbs. On imagine un systéme fermé de N particules
(c’est-a-dire sans interaction avec 1’extérieur). On s’intéresse a un aspect spécifique de ce systeme physique
que I’on décrit par un ensemble d’états F' : par exemples toutes les vitesses et masse de molécules d’un gaz
enfermé dans une boite hermétique ou encore les spins des atomes d’un réseau métallique, etc. Les autres
phénomenes physiques de ce systeme ne nous sont pas connus ou ne sont pas directement accessibles (ou sont
volontairement ignorés dans la description des €tats du systeme). Notre description n’est donc que partielle :
par exemple, dans le cas d’un systeme de molécules de gaz dans une boite hermétiques, nous pouvons ignorer
le champ électromagnetique rayonné par ces molécules a divers moments de leurs interactions.

On suppose que les états du systeme correspondent a un type de phénomene physique assez bien identifié
et que tout état ¢ € E décrit dans notre systéme posséde un niveau d’énergie V(i) ou V : E — R (il est naturel
de choisir ici V positive). Par exemple, 1’énergie cinétique des particules dont on connait la masse et la vitesse.
Pour simplifier, on suppose que chaque état i a un niveau distinct des autres états : autrement dit £/ se confond
avec les niveaux d’énergie de I’aspect étudié du systeme physique.

La question que I’on se pose est de déterminer la fraction (i) de particules dans I’état i lorsque le systéeme
est a I’équilibre (on suppose qu’un tel équilibre se produit, c’est-a-dire qu’apres un certain temps les fractions
7(1) de particules d’état ¢ d’énergie V' (i) n’évoluent plus de fagcon décelable). On obtient a cette question une
réponse en appliquant les deux principes de la thermodynamique, le premier étant la conservation de I’énergie,
le second la maximisation de I’ entropie.
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Conséquences de la conservation de I’énergie. On note &5+ 1’énergie totale du systéme qui est 1’énergie
initiale du systéme, divisée par le nombre N de particules. Le systeme va évoluer jusqu’a un équilibre. Une
partie de I’énergie "identifiée", c’est-a-dire celle qui correspond aux états décrits par I’ensemble E' va se conver-
tir en une énergie concernant les aspects non-pris en compte dans la description et cela de facon irréversible.
A I’équilibre, les aspects étudiés du systéme correpondent a une énergie N& et I’énergie du reste du systeme
physique est notée N &y¢s0, pour énergie de « désordre » car 1’énergie transformée est vue comme une énergie
irrécupérable ou inemployable pour 1’aspect physique décrit (rayonnement de chaleur ou autre), ce qui peut
se voir comme un plus grand désordre du systéme, cette notion étant ici assez vague et en tout cas relative a
I’aspect physique que I’on a choisi de considérer. Autrement dit, I’énergie a 1’équilibre tend a se répandre dans
toutes les configurations du vrai systeme étudié qui est plus complexe que celui décrit par E. Le premier prin-
cipe de la thermodynamique affirme que [’énergie est conservée, c’est-a-dire que Nésyse = NE + NEgeso.
Comme & =} . V(i)7(i), et comme le systtme est fermé et conserve le nombre de particules et I’énergie,
on a les deux équations de conservation suivantes que doit nécessairement satisfaire 7 :

dow()=1 et Eacsot Y V(i)T(i) = Esyer - (1.94)

el 1€ER

Conséquences du second principe de la thermodynamique. Le second principe peut de formuler qualitative-
ment par I’affirmation qu’a I’équilibre, I’énergie du systeme tend a se répandre dans foutes les configurations du
systeme physique. Il faut donc avoir une idée quantitative du nombre de configurations d’un systéme et suivant
Boltzmann, il est pratique d’adopter une échelle logarithmique. Autrement dit on va considérer le logarithme
des configurations possibles du systeme et on va postuler I’existence d’une fonction extensive H des systemes,
c’est-a-dire telle que si un systeme physique Sy st se décompose en deux systemes indépendants, c’est-a-dire
si Syst =Syst; X Systy,alors H(Syst)=H(Syst;) + H(Systy). On suppose que H est positive.

Ici, on considere que le systeme est constitué des NV particules qui peuvent étre dans les états ¢ € E et du reste
du systeme physique qui est indépendant car 1’énergie y a été convertie de facon irréversible et que I’on est a
I’équilibre. Donc, H(Syst)=H(Syst)+ H(Systsy) ol Syst; représente 1’ensemble des configurations de
N particules telles que N7 (i) d’entre elles sont dans I’état i € E' et H(Systo) est un quantité qui ne dépend pas
des7(i),i€ E.Ici H(Systq) estune fonction dépendant de N et de m = (7 () );c . L’espace des configurations
de particules est donné en fait par le nombre de particules dans un état i c’est donc N!/ [, (V;)!, ot pour
simplifier on a posé N; = N (i). Donc par la formule de Stirling et puisque N =), N7 (i),

H(systy) = logN!—Zlog(Ni!)

ick
~ NlogN — N — }log(2rN) — ) (Nilog N; — N; — § log(27N;))
S
~ NlogN =) (NilogN;) = =N Y _ (i) log m(i).
€l i€l

On «voit » qu’il est raisonnable de prendre comme définition de I’entropie par particule d’un systeme ayant
une fraction (7) de particules dans 1’état i € £/

H(p)=—> pi)logpu(i), e #(E).
i€l

On peut obtenir ce résultat a partir de postulats mathématiques plus clairs, c’est-a-dire une formulation plus
nette de la nature additive de I’entropie. Le second principe de la thermodynamique implique alors que la
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mesure d’équilibre m maximise H parmi les mesures satisfaisant les contraintes (1.94) ¢’ est-a-dire
H(ﬂ') = max {H(:U’) ) ME%l(E) : <:U'7 1E> =1let <M7 V> = gsyst - gdéso} .

Il s’agit d’un probleme d’extrema liés qui prescrit la forme générale de 7. Rappelons brievement le raison-
nement : soitt € R — p; € 4 (F) un arc C! tel que (ug, 1) = 1 et (u, V) = Esyse — Esgso; on suppose
que po = 7; alors le vecteur dérivé fi est tel que (fig, 1g) = O et (19, V) = Oet

d

= G H ) =~ S (i) (1 + log (i) = —(jio, R) ,

S

ol R est le vecteur/fonction R(i7) = 1 + logw(i), ¢ € E; comme les valeurs de iy peuvent varier et engendrer
I’espace vectoriel (-, -)-orthogonal a2 15 et V, cela implique que R appartient a I’espace vectoriel engendré par
1p etV : c’est-a-dire qu’il existe a, b € R tels que R = alg +bV. Donc 7(i) = e* etV i € E. Autrement
dit, 7 est de la forme

(i) = 6bV(i)/Z(b) ol b € R (a priori) et ot z(b) = Z exp(bV (7)) -
i€eE

Etudions ensuite la fonction z(b). Par I'inégalité de Holder on observe tout d’abord que pour tout 6 € |0, 1|
et b1,be € R, on a z(6by + (1 — 6)be) < z(bl)ez(bg)lfe. Pour éviter les trivialités, on ne considére que
des systémes ayant au moins deux niveaux d’énergie distincts, ce qui se traduit par le fait que V' ne soit pas
constante. L’inégalité de Holder précédente est alors stricte dés que by # bo. Cela montre que la fonction
b € R +— log z(b) est strictement convexe et donc que la dérivée de cette fonction est strictement croissante. Or
2(0)/2(b) = > ich V(i)e?V @ /2(b). On a par conséquent montré le fait suivant.

11 existe un unique by € R tel que Esysr — Egeso = Z w(i)V (i) = Z V(i)e%V @ /2 (b).
i€ER i€ER

Considérons ensuite deux cas extrémaux : le premier est celui ou il n’y a aucun désordre ; dans ce cas toutes
les particules ont depuis le début été dans le niveau le plus stable d’énergie potentielle, ¢’est-a-dire le niveau
minimal (on suppose qu’il existe) et donc min;cg V(i) = &syse. Cela correspond au cas-limite by — —oo.
Si Esyst > min;ep V (4), un trop plein d’énergie a été introduit des le départ dans le systeéme fermé, ce qui se
traduit par du désordre et la conversion a terme d’une partie de I’énergie du systeme en énergie de désordre.
Considérons ensuite I’autre cas extréme ou le désordre est maximal c’est-a-dire tel que les niveaux d’énergie
potentielle n’ont plus d’impact sur la répartition des particules selon ces niveaux d’énergie : dans ce cas 7 est la
mesure uniforme sur £ (la probabilité uniforme sur £’ maximise clairement I’entropie) : le niveau d’énergie par
particule introduit au départ est alors &y sr = Sucso + Y ;e V (i)/#E, ce qui correspond a by = 0. La situa-
tion réelle doit se situer entre ces deux cas, ¢’est-a-dire que min;ep V(i) < &syst — Sugso < e V(1) /#E.
Cela montre donc plus précisément que by € | — 0o, 0. On a donc justifié le fait suivant.

Soit un systeme fermé de particules dont une partie est décrite par un ensemble fini d’états E. L’état
i€ Ealénergie V(i)ouV : E — Ry. On note &5 I’énergie totale du systéme par particule ;
on note Eqsso I'énergie de désordre divisé par le nombre de particules, c’est-da-dire 1’énergie qui est
transférée irréversiblement au reste du systeme physique durant son évolution jusqu’a son équilibre. On
note  la probabilité sur E telle que (i) est fraction de particules I’atat i € E. Alors, il existe un unique
B €10, 00][ tel que

Vie E, w(i)= Zlﬁexp (-BV(i)),



L5. CHAINES DE MARKOV ET SIMULATION DE VARIABLES. 111

out Zg est la fonction de partition associée a V' qui vaut nécessairement

Zg = Zexp (—5V(j)) .

JEE

Le nombre 3 est déterminé parV, &ss¢ et Egeso par équation Esyse—Eucso = Y icp V(i)e_ﬁv(i)/ZB.
Le nombre [3 est I'inverse de la température 7" du systeme : 7" = 1/0.

Observons que si, en général V(i) peut étre calculé pour tout i € E, Zg est plus difficilement explicitable
lorsque E est gros.

Exemple 1.5.4 (Modéle d’Ising) Soit G = (S, A), un graphe simple, fini et connexe. En chaque sommet s € S,
on place un spin 7(s) qui vaut +1 ou —1. Une configuration de spin est donc la donnée de n = (9(s))ses.
L’ensemble des configurations de spin est donc E' = {+1, —1}5 qui est simplement I’ensemble des fonctions
de S a valeurs dans {+1, —1}. On a donc #E = 2#9, qui peut étre trés grand. On se donne une famille de
nombres réels indexés par les arétes (J,;a € A), appelée énergie interne, et une autre famille de nombres
réels indéxés par les sommets (Bg;s € S), appelée champ magnétique extérieur. On définit [’énergie d’une
configuration de spin ) par

Ve {+1L, 115, Vi) =—5 > Jem(sn(s) + > Banls) .
{s,s'}€A s€S

On interpréte 5 > 0, comme I’inverse d’une température. On définit la mesure d’Ising 73 sur I’espace {+1, — 1}S
des configurations de spin par

Ve {+1,-1}%, m(n) = exp (=BV(n) ou Zsg= D exp(-BV(n)).
n'e{+1,—-1}8

Autrement dit, la mesure d’Ising 73 est la mesure de Gibbs sur ’espace {+1, —1}5 des configurations de spins
associée au potentiel V.

Le modele d’Ising a été introduit dans la premiere moitié du XX-ieme siecle pour étudier la magnétisation
spontanée a basse température de certain métaux. Il a fait, et fait toujours, 1’objet d’intenses recherches en
mathématiques : la question centrale consistant a savoir quels types de configurations la mesure g favorise et
quelle est la géométrie d’une configuration de loi 7.

Simplifions la situation en choisissant J, = 1, pour toute aréte a € A et B; = 0, pour tout sommet s € S.
Pour toute configuration 7, on note N (7) le nombre d’arétes {s, s’} telle que n(s) = n(s’). On voit donc que
V(n)=—-N(n)+ %#A et on peut réécrire la mesure d’Ising par

vne{+1,-1}%, ms(n) = —rexp (BN(n)) ou Zg= > exp(BN(7)).
B ne{+1,—-1}8

On observe que si N(n) < N(1/), alors mg(n) < mg(n'). Autrement dit, dans ce cas simplifié la mesure
d’Ising favorise les configurations de spin 7 pour lesquelles V(7)) est grand. Lorsque la température tend vers
0, c’est-a-dire lorsque [ tend vers 1’infini, on observe que

S . _ 1 1 N _ * _
Ve {+1,-1}>, Bh_)rgomg(n) =5l T 3lp=ypy O Vs€S, nu(s)=-letn’(s)=+1
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Autrement dit, la mesure se concentre avec probabilité égale sur les deux configurations ol tous les spins sont
touts alignés en +1, ou tous en —1. Physiquement, cela correspond a une magnétisation complete du métal.
Lorsque la température tend vers 1’infini, c’est-a-dire lorsque [ tend vers 0, on voit en revanche que

vn € {+1,-1}5,  lim 7m5(n) = mo(n) = 2775 .
B—0

Autrement dit sous 7, les spins sont indépendants et de méme loi %(5_1 + %5+1-

On peut montrer qu’il existe un parametre critique 5. > 0 tel que si 8 < S, (les températures sont hautes)
alors les spins sont assez largement indépendants sous 75 et en moyenne ne créent pas de champ magnétique
global observable, et si 8 > (. (les températures sont basses), alors sous mg, les spins vont avoir une forte
tendance a s’aligner et créer un champ magnétique macroscopique : ce phénomene est appelé magnétisation
spontané de Curie-Weiss et la température critique 7. = 1/, est appelée température de Curie-Weiss. Lorsque
le graphe est une grille n x n de Z? et lorsque n tend vers 1’infini on peut démontrer que (3, = % log(1++/2) =
0,441.... C’est I’'un des rares cas ou 3. est connu explicitement (ici elle s’appelle la constante de Onsager).

Signalons qu’en plus d’étre un modele simple rendant compte de la magnétisation spontanée, une variante
du modele d’Ising est utilisée en imagerie, pour préciser pour restaurer le contour d’images endommagées (dans
ce cas, ici les spin sont des pixels blancs ou noirs). U

L’idée générale pour résoudre le probleme de simulation est la suivante.

ldée/ méthode générale Soit un ensemble fini F, en général tres gros. Soit 7, une mesure de probabilité, qui
n’est pas nécessairement connue de facon trés explicite (une mesure de Gibbs par exemple). On trouve
une "bonne" matrice de transition Q) = (p(4, j)); jer qui est irréductible et apériodique et qui admette
7 comme loi invariante. On simule ensuite une chaine de Markov (X,,), >0 de matrice de transition Q).
Pour tout n > 0 suffisament grand, la loi de X, est trés proche de celle de 7 : on peut donc dire que X,
est une variable suivant la loi 7 avec une marge d’erreur faible.

Cette méthode générale souleve quelques questions.

1) Par une "bonne" matrice de transition () = (p(i,j))i jeE, il faut comprendre, une matrice dont la chaine de
Markov correspondante soit facilement simulable. Autrement dit pour chaque états ¢ € E le nombre d’états
Jj tels que p(i,5) > 0 ne doit pas étre trop grand et une fonction d’échantillonnage ®¢ (ou quelque chose
d’équivalent) doit pouvoir étre définie. Une solution a ce probléme (I’algorithme de Metropolis-Hasting) est
donnée dans la section qui suit.

2) Cette méthode fournit seulement, au bout d’un certain temps n, une variable dont la loi approche 7. Si on
veut contréler I’erreur que 1’on commet, il est nécessaire d’avoir des estimations de la vitesse a laquelle la
chalne converge vers sa loi stationnaire : nous avons vu une borne générale en fonction de la seconde plus
grande valeur propre de la matrice de transition mais signalons qu’obtenir un critére pratique d’estimation de la
vitesse de convergence est une des difficultés de cette approche. Dans la suite, nous revenons sur ce probleme
en donnant un algorithme de simulation exacte dii a Propp et Wilson en 1996.

L.5.b L’algorithme de Metropolis-Hasting.

On fixe F, un espace d’états fini et m une mesure de probabilité sur . Dans cette section, nous donnons
une méthode générale permettant de donner une matrice de transition () irréductible, apériodique et réversible
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qui admet m comme loi invariante. Cette méthode est due a Metropolis et Hasting. Notons que pour que cela
soit possible, il est nécessaire que
Vie E, w(i)>0.

Matrice de contréle. On suppose qu’il existe une matrice de controle A = (a(i,j))i jer qui satisfait les
hypotheses suivantes.

(a) A estune matrice de transition.
(b) Elle est irréductible.

(c) Elle a la propriété de symétrie suivante :
Vi,j € E, a(i,j)> 0 sietseulementsia(j,i) > 0. (1.95)

Le role de la matrice de contrdle est de prescrire les transitions possibles de la chaine a simuler. Dans les
situations concretes, cette matrice s’impose naturellement. La condition de faisabilité doit impliquer qu’une
fonction d’échantillonnage (ou un mécanisme équivalent) puisse étre constructible, ce qui impose que d’un état
donné on ne puisse pas effectuer trop de transitions. Cette matrice de contrdle doit donc, en plus des conditions
(a), (b) et (c), satisfaire la condition de faisabilité (assez vague) suivante :

Vie E, #{j€ FE:a(i,j) >0} n’estpastrop gros.

La fonction de troncature. On utilise une fonction A : |0, oo[ — ]0, 1] telle que
Vu € (0,00), uh(l/u) = h(u). (1.96)
Par exemple, on peut prendre

u
1+u’

h(u) = min(u,1) ou h(u)=

Matrices de Metropolis-Hasting. Soit 7, une mesure de probabilité sur £ qui satisfait 7w(¢) > 0 pour tout
i € F. La matrice de Metropolis-Hasting associée A, h et 7 est donnée par

0 sit# jeta(i,j)=0
Vi,jeE, p@i,j) =4 ali,j)h (:gffg(@];) sii# jetsia(i,j) >0 (1.97)

Théoréme 1.5.5 Soit E, un espace d’état fini. Soit 7, une mesure de probabilité sur E. Soit A = (a(i, 7)) jeE
une matrice de controle sur E (c’est-a-dire une matrice de transition irréductible satisfaisant (1.95)). Soit h :
(0,00) — [0, 1], une fonction de troncature (c’est-a-dire satisfaisant (1.96)). Soit Q), la matrice de Metropolis-
Hasting associée a A, h et w (c’est-a-dire donnée par (1.97)). Alors Q est irréductible, réversible et de loi
invariante . De plus, si h(u) < 1, pour tout u €0, 00|, alors Q) est apériodique.

Preuve : 'irréductibilité de () se déduit de celle de A facilement. De plus, la définition méme de @) assure que
m($)a(i,j)
m(5)a(5,)

¢’est une matrice de transition. Soient ¢, j € F, tels que ¢ # j. On pose u = et on remarque que

wi)p(i.3) = wi)ati i (ZOWD ) wti)ali.ihuh(1/2) = w(i)atiih(a)
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= (j)ali)h (W) — 2 ()0 ) -

Cela implique que () est réversible et que 7 est Q-invariante. Si A(u) < 1 pour tout w > 0, on voit que
Vie E, 1-p(i,i)= Y p(i,k)< > a(ik) <1,
keE\{i} ke E\{i}
ce qui montre que p(i,7) > 0 et donc que ¢ est apériodique ainsi que Q. |

On en déduit un algorithme de simulation. On suppose qu’un logiciel fournit un espace de probabilité
(Q, #,P) ainsi que deux suites U,, U/ : Q — [0,1], n > 0, de v.a. .Z-mesurable indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. On suppose construite (et implémentée) une fonction d’échantillonnage ® 4 : E x [0, 1] —
E de la matrice de transition A, c’est-a-dire que pour toute variable U de loi uniforme sur [0, 1] sous P et pour
tous états ¢, j € E,ona P(®4(i,U) = j) = a(i,j). On suppose la matrice de Metropolis-Hasting associée a
A, h et w apériodique.

Algorithme de Metropolis-Hasting.

e n =0 : on choisit Xg € F, a I’aide de Up. On laisse un large choix possible pour cette étape d’initia-
lisation de 1’algorithme. En particulier on peut choisir Xy égal, presque sirement, a un certain état de
référence 7.

e n—n+1:onposeonnote X | =Pa(X,, U ).

* Si

Upir < h <7T(X’:L+l)a“(X7{l+1/7 Xn))
W(Xn)a(XanH)

onpose X1 =X/ ;.
* Sinon, on pose X,,+1 = X,,.

On vérifie que (X}, ) >0 est une chaine de Markov de matrice de transition (). comme dans I’énoncé du théoréme
précédent. Lorsque n est jugé suffisamment grand, on pose X, = X, et la loi de X, est proche de 7. ]

On voit que I'implémentation de cet algorithme nécessite de pouvoir calculer les quotients 7 (7) /7 (j). Cette
méthode est particulicrement bien adaptée a la simulation de mesures de Gibbs comme le montre 1’application
suivante.

Simulation de mesures de Gibbs sur les graphes.

Soit G = (S, A), un graphe connexe fini. Ici E = S et la construction du graphe correspond a un choix
raisonnable de transitions possibles. La matrice de contrdle A = (a(s, s))s s que I’on choisit est celle de la

marche simple sur le graphe :
1
/ /
Vs,s €S, a(s,s)= HSNS/}@(S) ;

ol on rappelle que deg(s) est le degré du sommet s, c’est-a-dire le nombre de sommets qui lui sont voisins.
Soit V' : S — R et 8 > 0. On rappelle que la mesure de Gibbs associée est donnée par

VseS, mg(s)= Zlﬁexp (—BV(s)) ou Zg= Zexp (—BV(s)) .

s'es
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On suppose qu’un logiciel fournit un espace de probabilité (£2,.%, P) ainsi que deux suites Uy, U}, : Q@ —
[0,1], n > 0, de v.a. .%-mesurable indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On suppose construite (et implé-
mentée) une fonction d’échantillonnage ® 4 : S x [0,1] — S de la matrice de transition A qui est celle de la
marche simple uniforme sur G.

Algorithme de Metropolis-Hasting pour une mesure de Gibbs sur un graphe.

e n = (0 :onchoisit Xy € S, éventuellement a I’aide de Uj.

e n—n+1:onposeonnote X = Ps(Xy, U] ). Autrement dit, X, ; est un sommet voisin de X,
choisi uniformément au hasard.

* Si
deg(X,) B(V(X)-V(X,, 1)
U<l (deg<Xa+1>e

onpose X1 =X/, ;.

* Sinon, on pose X, 11 = X,,.

On vérifie que (X, )n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition (). Lorsque n est jugé suffisamment
grand, on pose X, = X, etlaloi de X, est proche de 7. ]

La proposition suivante donne une estimée de la seconde plus grande valeur propre en module dans le cas
de la matrice qui vient d’étre définie.

Proposition 1.5.6 Soit G = (S, A), un graphe simple connexe, fini et sans boucle. Soit V : S — R et § > 0.
On note () g la matrice de transition de Metropolis-Hasting subordonnée a la matrice de transition de la marche
simple sur G et a la fonction h(u) = min(1,u), u > 0, dont la mesure invariante est la mesure de Gibbs de
potentiel V' a température 1/[3. On note \2(3) la seconde plus grande valeur propre en module de Q3. On
suppose que V n’est pas constant et on note d, = maxscg deg(s). Il existe alors une constante C(V') > 0, qui
ne dépend que de V telle que

exp (—BC(V) )
di(#8S)3

Preuve : résultat admis. |

VB>0, [M(B)] <1 -

Bien qu’il existe des formules exprimant C'(V'), cette constante n’est pas calculable en pratique. Ce résultat
n’a donc qu’une importance théorique.

I.5.c Le recuit simulé.

En application des résultats précédents, nous introduisons brievement la méthode du recuit simulé qui
permet de donner une solution stochastique approchée au probleme de minimisation suivant.

Probléme de minimisation. Soit E, un espace d’état fini de trés grande taille. Soit V' : & — R, une
fonction de cofit. On cherche a calculer ming V' et surtout a trouver un élément de Fy,i, = {i € E :
V(i) = ming V'} (ou bien de trouver un état i tel que V'(7) est proche de ming V). O
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Le principe est le suivant : on fixe 5 > 0 et on introduit la mesure de Gibbs de potentiel V' et de température
1/8:
) ) 1 ) N .
Vie E, mg(i)= 75 XD (—=BV(@i)) ou Zg= Zexp (=BV()) -
JjeE
Lorsque la température tend vers 0, c’est-a-dire lorsque 3 tend vers oo, on vérifie facilement que

1 .
#E . 1{Emin}(7/)’

Vie E, lim 7mg(i) = mo(i) =
B—00
c’est-a-dire que mg converge en loi vers la loi uniforme sur E,;, lorsque 3 tend vers I’infini. L’idée consiste
alors a choisir /3 suffisamment grand, a simuler une variable X, de loi 75 ; comme 73 se concentre sur les états
i tels que V' (7) est minimal ou proche du minimum, on doit avoir une forte probabilité que V' (X,) soit proche
de ming V. La simulation de X, peut se faire grace a 1’algorithme de Metropolis-Hasting.

Exemple 1.5.7 (Le probleme du voyageur de commerce) Un voyageur de commerce en partant d’une ville 0,
doit visiter une fois exactement /N villes numérotées de 1 a NV et revenir a 0. Le but est d’effectuer la tournée la
plus courte possible. Les distances entre les villes sont données par des nombres positifs (di¢,0 < k,¢ < N)
tels que d(k,¢) = d(¢, k). Une tournée du voyageur se modélise par une permutation o de {1,...,N}. La
distance totale parcourue par le voyageur de commerce lors de sa tournée donnée par la permutation o est donc

V(o) = doo1) + do(1),o2) + - - do(N=1),0(¥) T do(),0 -

Le voyageur de commerce veut trouver un tour o qui minimise V' (o), ou plus modestement de trouver o tel
que V(o) soit proche de min V.

Une méthode naive consisterait a calculer V(o) pour les N! permutations possibles de {1,..., N} et en-
suite de choisir la ou les permutations minimales. Comme 28! > 1028, cette méthode est irréaliste des que N
est méme modérément grand. Observons aussi que méme une méthode qui permettrait de trouver un parcours
relativement économique sans étre forcément optimale constituerait un outil appréciable. O

Tout le probleme de la méthode du recuit simulé est de trouver une température 1/ qui soit suffisamment
petite pour qu’avec une grande probabilité, pour que la simulation d’une variable X, approchant la mesure de
Gibbs 3 ait une forte chance de se trouver dans Fy,i,, ou dans un état 7 tel que V (i) soit proche de min V.

Idée générale du recuit simulé. Elle consiste a trouver une « bonne suite » de températures 1/, dé-
croissant vers 0 et a simuler une chaine de Markov (X,,),>0 inhomogene : la matrice de transition du
temps n au temps n + 1 étant () g, , une matrice de type Metropolis-Hasting dont la loi invariante est 7g,,.
On espere qu’asymptotiquement, la loi de la chaine va tendre vers 7 et que (X,,),>0 va finir par étre
stationnaire a un état pour lequel V' est minimale. ]

Nous donnons I’algorithme de recuit correspondant a une fonction de cofit définie sur une graphe bien choisi
G = (S, A) qui est simple, fini, connexe et sans boucle. Ici E = S et la construction du graphe correspond a
un choix raisonnables des transitions possibles. La matrice de controle A = (a(s, s’))s s que I’on choisit est
cette de la marche simple sur le graphe :

1
Vs,s' €S, a(s,s)= 1{SNS/}@ ;
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ol on rappelle que deg(s) est le degré du sommet s, c’est-a-dire le nombre de sommets qui lui sont voisins.
Soit V' : S — R. Pour tout 8 > 0, on pose

Vs eSS, Wg(s)zzlﬁexp(—ﬁV(s)) ol Z5:Zexp(—ﬂV(s’)).

On choisit une suite croissante (3, ),>0 telle que lim,_,o 3, = 00, qui est un schéma de refroidissement.

On suppose qu’un logiciel fournit un espace de probabilité (€2,.%, P) ainsi que deux suites U,,, U, : Q —
[0,1], n > 0, de v.a. .%-mesurable indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On suppose construite (et implé-
mentée) une fonction d’échantillonnage ® 4 : S x [0,1] — S de la matrice de transition A qui est celle de la
marche simple uniforme sur G.

Algorithme de recuit simulé

e n. = (0 :onchoisit Xy € S, éventuellement a I’aide de Uj.

e n—n+1:onposeonnote X, ; = P4(X,, U, ). Autrement dit X, est un sommet voisin de X,
choisi uniformément au hasard.

* Si

deg(Xn) g, (vi(xa)-v(Xi.))
Ups1 < b (| —oitmn) o (VO —V(Xi
s (deg(X;Hl)e

* Sinon, on pose X,,+1 = X,.

Si le schéma de refroidissement est bien choisi, alors (on espere que) X,, € Eni, pour n assez grand. U

Informellement, 1’algorithme de recuit évolue d’une maniere qui résulte de deux phénomenes concurrents :
si le schéma de refroidissement est bien choisi, pour n assez grand, la loi de X, est proche de 7, qui se
concentre plutot en des états pour lesquels V' est proche de son minimum. Mais il se peut que V' en X,, ne
réalise qu’un minimum local (X, est dans un mauvais puits de potentiel). On peut se représenter la température
comme une agitation de molécules qui viennent entrechoquer la particule X,, et la faire changer d’état : si cette
température est trop basse, X,, n’a pas I’énergie nécessaire pour sortir du puits de potentiel dont le fond n’est
pas le minimum global : la chaine va alors rester coincée dans ce mauvais puits de potentiel pendant un temps
déraisonnable (pas observable dans la réalité). Si la température est suffisamment élevée, il va pouvoir quitter
ce mauvais puits de potentiel et peut-€tre ensuite finir par tomber dans le puit de potentiel correspondant au
minimum global mais le danger est qu’une agitation trop forte le lui fasse quitter trop rapidement.

Plus précisément, supposons qu’a I’étape n de 1’algorithme de recuit ci-dessus, la chaine X, soit en un
sommet s € S tel que pour tout sommet voisin s’ ~ s on ait V' (s") > V(s) + ¢, ol ¢ est une constante positive.
On suppose par ailleurs que s n’est pas un minimum de V. On voit que s est dans un mauvais puits de potentiel

etona
h( deg(X,) eﬁn(V(xn)V(X;LH))) < h< deg(Xy,) ecﬁ”> 0
deg(X1,1+1) deg(X;LH) Bn—rc0

Lorsque j3,, est tres grand, on voit donc que limg _,., P(X,,11 = X,,) = 1 et la chaine va vraisemblablement
q g q Bn +

passer un temps treés (trop) long, voire, si 3,, croit trop vite, définitivement rester en X,, = s, qui n’est pourtant
pas le minimum de V. L’exemple élémentaire suivant illustre ce phénomene.
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Exemple I.5.8 Soit G = (S, A), un "carré" :
S=1{1,2,3,4} et A{{1,2},{2,3}, {3,4}, {4,1} }
On définit la fonction de cofit suivante
VB)=0<V(1)=1<V(2)=V(4)=2.

On note (X, )n>0 la chaine donnée par I’algorithme précédent, associée au schéma de refroidissement (3, )n>0.
Lors de I’étape d’initialisation, on a choisi P(Xy = 1) = 1. Il est facile de vérifier que

Vn>1, PXg=X1=...=X,=1)= [[ (1-e).

0<k<n

On a donc
P(Vn>0, X,=1)=[[(1-¢").
n>1
On voit que cette probabilité est strictement positive si et seulement si ) exp(—/3,) < oc. Par exemple si
on pose (3, = clog(n + 1), on voit que

>0 sic>1,
=0 si0<e<1.

Si ¢ > 1, le refroidissement est trop rapide et I’algorithme de recuit a une probabilité non-nulle de ne pas
choisir un minimum de V. Si 0 < ¢ < 1, il resterait encore a montrer que 1’algorithme converge bien vers 1’état
minimum 3. On voit sur cet exemple qu’il peut étre assez délicat de trouver le bon schéma de refroidissement.
g

P(vnzo,anl):{

Nous énongons une théoreme qui permet de dire qu’un algorithme de convergence est possible.

Théoréme 1.5.9 Soir G = (S, A) qui est simple, fini, connexe et sans boucle. Soit V. : S — R. qui n’est
pas constante. On se donne une schéma de refroidissement (3,,)n>0, ¢ est-a-dire une suite positive croissante
tendant vers Uinfini. On note (Xy)n>0, la chaine de Markov inhomogéne donnée par I’algorithme de recuit
ci-dessus.

Alors, il existe une constante C'(V') > 0 qui ne dépend que de V telle que

Si Zexp (=BnC(V)) =00 alors lmP(X, € Epin) =1.
n
n>0
On choisit C > C(V'). On obtient un algorithme de recuit concluant si I’on choisit par exemple [’'un des
deux schémas de refroidissement suivants.
(@) Pour toutn > 0, on pose (3, = C'log(n + 1).

E+1C on pose B, = k.

(b) (Refroidissement par paliers) pour tout k € N et pour tout e*¢ <n < e
Preuve : admis. Peut-étre sous forme d’exercice. |
I est important de mentionner que ce résultat théorique ne fournit en général pas de borne ou d’estimation

de C (V') qui soit utilisable dans la pratique.

Ilustration informatiqe. Les figures suivantes illustrent I’algorithme de recuit simulé le voyageur de com-
merce (exemple 1.5.7 page 116) pour les conditions suivantes.
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— N = 20 villes. Les villes sont prises comme des points aléatoires dans le carré [0, 1] x [0, 1] avec des
coordonnées indépendantes uniformément distribuées. A savoir, Cy, = (U, Vi), 1 < k < N, et les
Ui, V1,Us, Va, ..., Un, Vy sont des coordonnées i.i.d. uniformes sur [0, 1]. La distance entre deux villes
est la norme euclidienne :

Vk7€€{17"'7N}7 dk,ZZ\/(Uk_UZ)Q‘i‘(Vk—W)Q,

— Le schéma de refroidissement est le suivant.
— Pourn € {1,...,10}, 8, = 40;
— Pourn € {11,...,110}, 3, = 80;
— Pourn € {111,...,110}, 8, = 120;
— Pourn € {1111, ...,11110}, 8, = 160;
— Pourn € {11111,...,111110}, 5, = 200;

— La chaine de Markov inhomogene (X,,),en est générée griace a 1’algorithme de Metropolis-Hasting
suivant le schéma de refroidissement (3, ),en spécifié ci-dessus. L état initial est la permutation identique

oo=(1,...,N).
Les graphiques de gauche représentent les graphes de V' (X,,). Observez que dans le dernier graphique, pour
les temps n € {11111,...,111110} la température est encore suffisamment élevée pour faire bouger un peu la

chaine de Markov, mais suffisamment basse pour la faire revenir dans le minimum (peut-&tre local) de V.
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FIGURE 1.8 — 20 villes de coordonnées uniformes indépendantes dans [0, 1]2. Chemin initial de longueur=
9.864.

FIGURE 1.9 — iterations 1 a 10, 8 = 40. Gauche : V' (X;) a V(X;0) = 9.278. Droite : le chemin au temps 10

FIGURE 1.10 — iterations 11 2 110, 8 = 80. Gauche : V(X11) a V(X110) = 6.658. Droite : le chemin au temps
110
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I.5.d Simulation exacte : I’algorithme de Propp-Wilson.

Pour fixer les idées voici les objets que I’on se donne.
— On fixe 7, une loi sur F, telle que (i) > 0 pour touti € E.

— On suppose que I’on dispose d’une matrice de transition Q = (p(4, j))i jer qui est irréductible et apério-
dique et dont la loi invariante est 7 (on a vu des méthodes permettant d’obtenir une telle matrice).

Lorsque I’on applique 1’algorithme de Metropolis-Hasting, I’un des problémes importants consiste a déterminer
le temps n pour lequel la loi de X, est suffisamment proche de la loi invariante 7 que 1’on souhaite simuler.
Le controle de la vitesse de convergence nécessite une bonne connaissance des valeurs propres de la matrice
de transition ou (d’autres quantités plus probabilistes), ce qui n’est pas toujours simple. Pour contourner cette
difficulté, on souhaite disposer d’un algorithme de simulation exacte, c’est-a-dire retournant une variable ayant
exactement la loi désirée. Une idée ayant été efficace dans la preuve du théoreme de convergence vers la loi
stationnaire consiste a utiliser le couplage de deux chaines.

Couplage direct. Expliquons briévement une version simple de 1’idée de couplage et une difficulté impor-
tante dans son utilisation pour construire un algorithme de simulation exacte. On suppose que sur un espace de
probabilité (2,.7, P), on dispose de deux suites de v.a. a valeurs dans F, (X, )nen et (X, )nen-. Elles ne sont
pas nécessairement indépendantes mais :

—sous P, (X;,)nen et (X)) nen sont deux chaines de Markov de matrice de transition () (ce sont deux chaines
couplées).

Comme dans la preuve du théoreme de la convergence des chaines de Markov vers leur loi stationnaire, on
peut d’une part supposer que X, a pour loi 7, stationnaire pour () ; par conséquent, pour tout n € N, la v.a. X,
a pour loi 7 également. On peut ensuite introduire le temps de couplage :

T=inf{neN:X,=X,}

avec la convention a priori que inf () = oco. On fait I’hypothese que P(7" < oo) = 1 (rappelons que montrer
cette condition occupe I’essentiel de la preuve du théoréme de convergence vers la loi stationnaire). Il est ensuite
naturel de penser que Y = X7 = X/. a pour loi m mais ce n’est en général pas le cas. Une fagon simple de
voir cela est de considérer une situation ou la chaine possede une zone d’étranglement, c’est-a-dire

Jig, jo € E : {io} = {i € E : p(i, jo) > 0} . (1.98)

(C’est par exemple le cas d’un processus de naissance et de mort irréductible apériodique dont I’espace d’état
est {0,..., N} :les états 0 et N sont des zones d’étranglement deés que p(0,0) = p(N, N) = 0.) On observe
que puisque par définition on a X7_; # X/, et X7 = X/, alors nécessairement Y # jo, ¢’est-a-dire que
P(Y = jo) = 0. Or 7(jo) > 0 (c’est toujours le cas de loi stationnaire d’une chaine irréductible a espace
d’états finis). Donc Y ne peut pas avoir 7 pour loi.

Cet exemple peut sembler caricatural et on peut penser qu’il ne constitue pas un probleéme sérieux (on
pourrait par exemple modifier les transitions de jo vers les autres états de fagon a ce que p(jo,jo) > 0O et
éliminer ainsi tous les étranglements de type (1.98)). Il met cependant en lumiere le phénomene général suivant :
deux chaines couplées vont avoir tendendance a se croiser dans une zone de I’espace d’état E qui favorise la
coalescence : cette contrainte géométrique (locale) des transitions introduit un biais fort dans la loi de Y,
biais qui est sans doute plus fort que ce que « ressent » la mesure invariante 7 de ces contraintes géométriques
qu’elle moyenne sur des temps longs. Baser un algorithme sur une idée de couplage simple a partir de la
variable Y semble donc difficile. Une idée naturelle consiste a continuer I’évolution de la chaine apres le temps
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de couplage, c’est-a-dire a considérer la variable X7, pour un n suffisamment grand afin de diluer le biais.
Cette idée a été poursuivie sans succes pratique jusqu’a ce que Propp et Wilson en 1996 modifient I’approche
par couplage de la maniere expliquée dans le paragraphe suivant.

Couplage rétrograde. Une méthode de simulation exacte et implémentable dans la pratique a été proposée
par Propp et Wilson en 1996. Il existe depuis d’autres algorithmes (Fill 1998) mais nous en tiendrons a une
bréve introduction de la méthode de Propp et Wilson. Comme mentionné dans le paragraphe précédent, I’'idée
repose sur un couplage similaire a celui utilisé dans la preuve du théoréme de la convergence des chaines
vers leur loi stationnaire mais au lieu d’établir ce couplage en progressant dans le temps, on le fait de facon
rétrograde (le nom en anglais de cet algorithme est the coupling from the past).

En plus de @ et 7, dans ce qui suit, on suppose qu’il est possible de construire une fonction d’échantillon-
nage de () qui soit facilement implémentable. Mentionnons ici qu’une bonne partie de efficacité de I’algo-
rithme de Propp-Wilson provient d’un choix judicieux de la fonction d’échantillonnage et dans la pratique il
est parfois intéressant d’en avoir plusieurs qui varient au cours de la simulation. Donc, bien que cela ne change
rien sur le plan théorique, on suppose plus précisément que 1’on dispose (c’est-a-dire qu’il est possible d’implé-
menter) d’une suite (q)g") )n>1 de fonctions d’échantillonnage de la matrice de transition @), ¢’est-a-dire que
pour tout entier n > 1, @5") :[0,1] x E — E est telle que

P (0" (U,i) = j) = p(i, j)

ol U est une variable uniforme définie sur un espace de probabilité (€2,.%, P). Ici I’indexation par des entiers
négatifs se justifie par la nature rétrograde du couplage expliqué ci-desouss

Construction du couplage rétrograde. On suppose que sur (2,.%, P), il existe une suite U_,, :  — [0, 1],
n > 1, de variables indépendantes et de loi uniforme (I’indexation par des entiers négatifs reflete la nature
rétrograde du couplage). Pour tout n € N*, et pour tout état ¢+ € E, on définit une suite finie de variables
(X{™[i])o<k<n de la maniére récursive suivante.

e Pour touti € F, on pose X\"[i] =iet XV[i] = <I>(Q_1) (U_1,1).
e Supposons que pour tout i € E, la suite (X7 ])o<k<n soit définie. On pose alors

Xy i) =i, XM = 0"V (Upo,i) et V2<k<n+1, X"V[i] =X [ X7

O
Autrement dit, pour toutn > 1,tout 1 < k < nettout: € £, ona
X"[i] = 25" ( Uy, 857 (U,z, e B T(U iy, 85 (U)o ) )
Faisons deux remarques cruciales.
1) Les mémes variables uniformes (U_y, ..., U_7) sont utilisées pour simuler a n fixé les transitions de toutes
les suites (X\"[i]; 0 < k<n),ic€ E. O

2) Les suites coalescent :
Xl = X0 = Vk>ko, X{"[i]=X"[j].

Notamment, si X,i;”[z] = X,ig)[j] alors X\[i] = X[ 7]. O



124 CHAPITRE I. CHAINES DE MARKOYV.

On pose alors
A, ={X"]i]; i€ E} et D, =#A,.

D,, est donc le nombre de points distincts dans I’ensemble A,,. La remarque précédente montre que A, 1 C
A, etdonc Dy 11 < D,,. On introduit ensuite le temps de coalescence

T:inf{nZI : Dnzl}
avec la convention que 1" = oo si pour toutn > 1,ona D, > 2. On voit que si T' < o0, alors pour tout n > T,
ona D, =1, A, est réduit a un singleton { X, }, ¢’est-a-dire que :

sur {T < oo}, Yn>T,VieE, X{[i]=X..

Sur {T" = oo}, on pose Xy = itoc, OU itoc € F, est un état que I’on fixé a ’avance qui ne joue aucun rdle
spécifique. Le théoréme suivant montre que la simulation rétrograde donne une simulation exacte d’une variable
de loi 7.

Théoréme 1.5.10 Avec les notations précédentes, si P(T < oo) = 1, alors la loi de X, est .

Preuve : on fixe i € F. On observe que (X\"[i]; 0 < k < n) a méme loi qu’une chaine de Markov issue de i
presque stirement et de matrice de transition (). Donc, pour tout j € FE.

P(X"i] =) = Q")) -
On observe ensuite que
P(X"i]=j) = P(X.=j;T<n)+P(X"[i]=3; T >n)
= PX.=j)+PX"i]=4;T>n)—P(Xe=3;T >n).
Cela implique que pour tout j € F,
|1Q](6,4) — P(X. = j)| < P(T >n).

Comme (@ est irréductible apériodique et que 1’espace d’état est fini, on a lim,,_,[Q"](7,j) = 7(j); par le
théoreme 1.4.17 de la convergence vers la loi stationnaire. De plus, comme on a supposé P(T" < o0), on a
lim;,_y0o P(T" > n) = 0 et donc on a bien P(X, = j) = 7 (j), pour tout j € E. [ |

A la lumiére des définitions précédentes, 1’algorithme de Propp-Wilson peut se formuler comme suit.

Algorithme de Propp-Wilson. On suppose que sur (£2,.%, P), il existe une suite U_,, : Q — [0,1],n > 1, de
variables indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1].

(a) (Initialisation) La variable qui compte les boucles est n; elle est initialisée a n = 1. Le stock de v.a. uni-
formes est noté Stock; il est est initialisé & Stock = (.

(b) (Simulation des chaines couplées) On a conservé en mémoire les variables
Stock = (U—(n—l)a U—(n—2)a o U-Z)

générées lors des n — 1 étapes précédentes. On tire U_,, et pour chaque ¢ € FE, on construit les suites
(X" [i])o<k<n en posant récursivement

Xglil=i et YO<k<n, X[i]=0"""(U_qp), X"[i]) -

On passe alors a I’instruction (c).
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(¢) (Arrét ou poursuite)
— Si#{X\"[i];i € E} = 1, toutes les variables X[ i], i € E, sont égales & une méme variable
X.. Le temps de coalescence est T = n et [’algorithme s’arréte et retourne X,.
— Si #{Xﬁ")[i] NS E} > 2 (il est possible de s’en apercevoir au cours de (b)), alors on passe a
I'instruction (d) ci-dessous.
(d) On met U_,, dans Stock : Stock — (U_pn,U_(n—1),U_(n—2),---,U-1). On augmente n de 1 : n —
n + 1, et on passe a 'instruction (b), aprés ces mises a jour.
Si P(T < o), I’algorithme s’arréte avec probabilité 1 et X, suit la loi 7. ]

Faisons tout d’abord quelques remarques « théoriques ». Signalons ici que 1’algorithme dépend fortement
du choix des fonctions d’échantillonnage <I>(Q_”> et qu’un mauvais choix peut entrainer qu’avec probabilité stric-
tement positive, 1’algorithme de se termine jamais (c’est-a-dire que les chalne simulées ne coalescent jamais)
comme le montre 1’exemple suivant.

Exemple 1.5.11 . On considere E' = {iy,i2}, i1 # i2 et la matrice de transition Q = (p(7, j))i jer donnée par
plin, i) = plir, iz) = pliz, i2) = plin, 1) = 5 -
Elle est clairement irréductible et sa probabilité invariante est 7(iy) = m(i2) = 1. On définit
Py (i1, x) = igl[oé[(az) + ill[%jl[(x) et Po(iz,x) = ill[oé[(aj) + igl[%71[($).

On voit que pour tout = € [0, 1, (i1, x) # Pg(i2, x). Par conséquent, il ne peut jamais y avoir coalescence.

En revanche si on choisit ®q (i1, #) = ®q(i2,x) = i1l 1((x) + i21;1 ;((), alors il y a coalescence des la
b 2 2 b

premiere étape de I’algorithme : P(7T'=1) = 1. O

Le lemme suivant donne une condition théorique sous laquelle 1’algorithme de Propp-Wilson converge

rapidement (en temps géométrique) : la condition est que les @5’” doivent favoriser la coalescence (cela n’est
pas surprenant).

Lemme 1.5.12 Soit Q = (p(i,7))i jer, une matrice de transition sur E irréductible apériodique de loi in-
variante . Pour tout entier n > 1, soit @g”) : [0,1] x E — E, une fonction d’échantillonnage. Pour tout

sous ensemble F' C E et tout © € |0, 1], on note @5") (x, F') ’ensemble image {@5")(x,i); i € F}. Soit
(Q,.7,P), un espace de probabilité sur lequel sont définies les variables X ) [i] avec couplage rétrograde

comme expliqué précédemment. Soit U : Q@ — [0, 1] est une v.a. . -mesurable de loi uniforme sur [0,1]. On
suppose qu’il existe O < p < 1 tel que pour tout n > 1 on ait

VFCE telque #F>2, P(#0,"(U,F) <#F —-1)>p. (1.99)
Si T est le temps de coalescence associé a I’algorithme de Propp-Wilson, alors pour tout entier ¢ > 1, on a

P(T >q#E)<(1—p"" 1" —— 0.

q— 00
Avant de donner une preuve de ce résultat, faisons deux remarques.
Remarque 1.5.13 Supposons que la chaine possede un état d’étranglement comme en (1.98). Soit 7, un état

distinct de 4g. Si on pose F' = {i,ig}, alors #®¢ (U, F')) = 2 et I’hypothese (1.99) du lemme ne peut étre
vérifiée. O
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Remarque 1.5.14 Ce théoreme montre que la queue de 7' est exponentiellement petite mais 1’estimée qu’il
contient implique que E[T] < p~#F#FE. Dans la pratique, pour que I’algorithme tourne en un temps rai-
sonnable, T doit étre beaucoup plus petit que p~7F#E qui est une durée potentiellement astronomique. La
borne pour 7" donnée dans I’énoncé est d’ailleurs en général (extraordinairement) mauvaise et n’a qu’un interét
purement théorique. U

Preuve : on pose A" = {X,i”)[i] RS E} On rappelle que A", C Ay". On remarque que

E[l{#Ai’fﬁls#A;@—l}‘ Uiy U—ukrn)) 2 p> 0.

Pour simplier on pose a = #FE — 1. En itérant ce qui précede, on voit que pour tout n > a, et toutm < n — a,

a
E[l{vogk<a7 #Affflk+1<#ﬁf,?)+k}| Uoniye s Uspemgny] 2 9% >0

Cela implique immédiatement que pour tout n > a, et toutm < n — a,

B0 | Unnoeee Umgromin] 2 07 0.

m-+a

On pose n = ga avec ¢ > 1 et pour tout 0 < k < ¢, on pose By, = {#AEZL)Q = 1}. On remarque que

Lirsn < (1-1p,)(1—1p,)...(1—-15,_,).

Ce qui préceéde montre que

E[l{T>qa}\U_qa, . .,U,(qﬂ)] <(1-1p)(1—1p,)...(1—1p,,)(1—p").

En itérant, on obtient

B (L Umge - Ueagin] € (L= 15,) (1= 1) (1~ 1, ) (1~ )

et ainsi de suite ... etc. On obtient P(7" > ga) < (1 — p®)9, ce qui est le résultat désiré. [ |

Deux modifications pratiques de I’algorithme de Propp-Wilson. On observe que 1’algorithme de Propp-
Wilson dans la version donnée précédemment fait appel aux fonctions d’échantillonnage @5(") au pire #F(1+
24...4T) = $T(T + 1)#E fois. Cela n’est pas optimal. Il est possible de modifier dans certaines situations
I’algorithme de fagon a ce qu’il dure un temps de I’ordre de quelques multiples de 7', comme expliqué ci-
dessous.

Modification 1 : le « sandwiching ». Il est nécessaire a chaque étape n de simuler #F chaines et lorsque E
est gros, c’est extrémement long. Le but de cette section est de donner une idée générale (le « sandwiching »)
permettant de résoudre ce probleme dans certaines situations.
Supposons que E puisse €tre muni d’un ordre partiel <. Supposons aussi qu’il existe un état <-minimal
noté 7, et un état <-maximal noté ¢* :
Vie B, i,=<i=<1i".

Nous supposons enfin qu’il soit possible de contruire des fonctions d’échantillonnage <I>a") qui soient <-
monotones dans le sens suivant : pour tout entier n > 1,

i1 iy = Yz e[0,1], 05" (z,i1) X PG (z,i2) -
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Cela implique la propriété suivante : 4 1’étape n de I’algorithme de Propp-Wilson, si i; < is, alors X\"[i1] <
XMy ], pour tout 0 < k < n. Cela entraine que

T =n sietseulementsi X\"[i.]= X"[i*].

A chaque étape, on n’a plus besoin que de simuler deux chaines : I’une issue de ., I’autre issue de ¢*, ce qui est
beaucoup mieux que de simuler # F chaines. Ce principe s’appelle le sandwiching. L’ algorithme se reformule
alors comme suit.

Propp-Wilson avec sandwiching. On suppose que sur (€2,.7, P), il existe une suite U_,, : Q — [0,1],n > 1,
de variables indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1].

(a) (Initialisation) La variable qui compte les boucles est n; elle est initialisée a n = 1. Le stock de v.a. uni-
formes est noté Stock; il est est initialisé & Stock = (.

(b) (Simulation des chaines couplées) On a conservé en mémoire les variables
Stock = (U_(n_l), U—(n—2)v o U-q)

générées lors des n — 1 étapes précédentes. On tire U_,, et on construit récursivement deux suites

(n)

(Y o<hen et (Z{™ )o<k<n en posant Y™ =i, Z" = i* et
VO<k<n, }/k(_t; _ (I,(Q—(n—k)) ( U—(n—k)> Yk(n) ) et Zlij—)l — (I)(Q—(n—k)) ( U—(n—k)7 Z}in) )

On passe alors a I’instruction (c).
(¢) (Arrét ou poursuite)
— SiY,\W= 2z alors T = n, I'algorithme s’arréte et retourne X, = Y= Z{".
— Si Y™ #£ Z{™, (il est possible de s’en apercevoir au cours de (b)), alors on passe 2 I’instruction
(d) ci-dessous.

(d) On met U_,, dans Stock : Stock — (U_pn,U_(n—1),U_(n—2),---,U-1). On augmente n de 1 : n —
n + 1, et on passe a I’instruction (b), aprés ces mises a jour.

Si P(T < ), I’algorithme s’arréte avec probabilité 1 et X, suit la loi 7. O

On observe que 1’algorithme de Propp-Wilson dans la version donnée précédemment fait appel a la fonction
d’échantillonnage @é(") aupire2(1+2+4...+7T)=T(T + 1) fois, ce qui n’est toujours pas optimal.

Modification 2 : simulation par blocs de temps. L’idée (combinée avec le sandwiching) est qu’au lieu de
simuler deux chaines de durée 1, puis deux de durée 2, . . ., puis deux chaines de durée n etc, juqu’au temps de
coalescence T, on effectue des simulations des deux chaines pour des blocs de temps N7 < No < ... Ny, <
.... Dans des variantes de I’algorithme, les N,,, peuvent étre aléatoires mais dans ce qui suit nous nous en
tiendrons aux cas ou la suite de temps IV, est déterminée a I’avance et ou N,,+1 > RN, avec un ratio R > 1.

Propp-Wilson par blocs temporels et sandwiching. On suppose que sur (€2, %, P), il existe une suite U_,, :
2 — [0, 1], » > 1, de variables indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]. On suppose que (Np,)m>1 une suite
strictement croissante de temps fixés.

(a) (Initialisation) La variable qui compte les boucles est m; elle est initialisée 2 m = 1. Le stock de
v.a. uniformes est noté Stock; il est est initialisé & Stock = (.
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(b) (Simulation des chaines couplées) On a conservé en mémoire les variables
Stock = (U_n,,_,, U,(Nmil,l), U*(Nm—172)7 U9, U—q)

générées lors des m — 1 étapes précédentes. On tire les variables U_y,,, U_ Np—1)s -+ U_( Non_142)s
U_(N,,_1+1) et on construit récursivement deux suites (n(Nm))ong N, ©t (Z,EN’"))OSkS N,, €n posant
wi/’ou\"m) — Z‘*’ ZéNm) — 'l* et

= {07 L 7Nm}7 n(i\’lrn):(p(Qf(Nmfk)) ( Uf(Nmfk)v n(Nm) ) ot Zéfizn):q)g(Nm—k)) ( Uf(Nmfk)a Z,ENM) )

On passe alors a I’instruction (c).
(¢) (Arrét ou poursuite)
— Si Y]f,xm) = Z,(\,IZT), alors le temps de coalescence est tel que N,,—1 < T' < N, et l'algorithme
s’arréte et retourne X, = Y\ = Z\m),

— Si Yléfim) #* Z](\,’;',:"), (il est possible de s’en apercevoir au cours de (b)), alors on passe a I’instruction
(d) ci-dessous.

(d) Onmetles v.a.U_n,,, U_(n,,—1)s -+ U_(n,,_1+2)» U—(n,,_,+1) dans Stock :
Stock — (U_np,,, U,(Nm,l), U,(Nm,Q), U9, Uq) .

On augmente m de 1 : m — m + 1, et on passe a I’instruction (), aprés ces mises a jour.

Si P(T < o0), I’algorithme s’arréte avec probabilité 1 et X suit la loi 7. O
On voit que si on prend
vYvmeN, N,=2"

I’algorithme de Propp-Wilson ainsi modifié (sandwiching et simulation par blocs temporels) fait appel aux fonc-
tions d’échantillonnage @5’” au pire 2(Ny + ... + N,,») fois, ot m* est I’indice (aléatoire) tel que N,,»—1 <
T < Np,». Orsi les Ny, sont des puissantes de deux N,» < 2T et 2(N1 + ...+ Ny« ) = 4(Npp» — 1) < 8T.

L’algorithme fait appel au pire 8T fois aux fonctions d’échantillonnage @g"),
ce qui est bien mieux que les $7(T + 1)#F fois de la premiére version.

Exemple 1.5.15 On reprend I’exemple du modele d’Ising. Soit G = (S, A) un graphe simple, fini et connexe.
L’ensemble des configurations de spin est donc E = {+1, —1}5. On se donne (J,;a € A), I’énergie interne.
Pour simplifier on prend un champ magnétique nul. L’énergie des configurations de spins est donc donnée par

Ve {+1L-1}%, Vi) =—5 > Jusynls)n(s) .

{s,s'}eA

La mesure d’Ising a température 1/ est donc

Ve {+1,-1}%, m(n) = exp (=BV(n) ou Zsg= D exp(-BV(n)).
n'e{+1,—-1}8

On définit une fonction d’échantillonnage ® correspondant informellement au méchanisme suivant : on choisit
un sommet au hasard s, on aligne le spin en s en position +1 avec une certaine probabilité & préciser et en
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position —1 avec la probabilité complémentaire, on laisse inchangés les autres spins de la configuration. Pour
éviter les complications inutiles ¢ prend comme source aléatoires deux variables uniformes indépendantes U
et U’ : I’une sert a choisir un sommet uniformément au hasard, I’autre sert a changer le spin au sommet choisi.
Pour toute configuration de spins 1 € {41, —1}" et tout sommet s € S, on pose

Vs€S, 0(77’3) = Z J{s,s’}n(sl)
s':s~vs!
et on définit deux nouvelles configurations a7 et a; 7 par
ain(s) =afn(s) =n(s), s €S\{s} et afn(s)=+letagn(s)=-1.

Autrement dit a7 (resp. a; 1) coincide avec 71 sauf en s ou le spin vaut +1 (resp. —1). On suppose donnée,
¢ : [0,1]— S, une fonction d’échantillonnage de la loi uniforme sur S :

1

=75

On fixe z,y € [0, 1]; on pose so = ¢(x), et on pose ®(z,y;n) = n', oun/(s) = n(s), pour tout s € S\{sp} et

VseS, P(op(U)=s)

: exp(—Ba(n,50) )
77'(30) = +1 siy< 1+exp(—pBo(n,50)) ’
—1 sinon.

Autrement dit, pour tous z,y € [0, 1] et toute configuration de spins n € {41, —1}5.

O(x,y;n) = ag(x)n sioy< 1?:((;(?;37&;2))))) et D(z,y;n) = a;(x)n sinon.

On définit une matrice de transition Q@ = (p(n,71)),;yc{+1,—1}s sur I'espace des configurations de spin en
posant

P(OUUn) =1'") =p(n,n'), no € {+1,-1}%.
Par définition ® est une fonction d’échantillonnage de (. Il est facile de vérifier que () est irréductible et comme
p(n,m) > 0, elle est apériodique. Montrer que g est sa probabilité invariante.

En effet, on fixe » € [0, 1] et on note sy = ¢(z). On note h(u) = 1. On voit que
0 sin' & {adn ain}
P(&(x,U'sn) =1') = h(eP7=) sin =aZn,

h(efortmsol) sin' =agn,
On observe ensuite que
P(@(a:, U’ ajon) = n) = P(@(aj, U’ a;)n) = n) = h(e*”(so)ﬁ"(”’so)).
Un calcul élémentaire montre que

P(2(z,U'sn) = aln) _ mpladm) - P(2(@,U%m) = agn) _ mslagn)

P(®(x,Usadn)=n)  ma(n) P(®(x,Usazn) =1n)  ma(n)

On en déduit alors que

Vz € [0’ 1] ’vn, € {_17 1}87 WB(U)P((I)(xa U/§77) = 77,) = WB(UI)P(‘I’(% U/;TI/) = 77)'



130 CHAPITRE I. CHAINES DE MARKOYV.

En intégrant en x, on obtient que 75(n)p(n,7') = 75(n")p(1’, 1), pour tous 1,7’ € {+1,—1}5, ce qui montre
que mg est une mesure de réversibilité de (), ce qui permet de conclure. |

On introduit I’ordre partiel < sur 1’espace des configurations de spin : soient 71,72 € {+1, —l}s, alors
m = = VseS, m(s) <m(s).

Cet ordre admet la configuration <-maximale n* dont tous les spins valent +1 et la configuration <-minimale
7« dont tous les spins valent —1. Montrons que ® est <-croissante.

m = n = any € [07 l]a @(x,y; 771) = (I)(xay;nZ) :

En effet, supposons 77 < 19 et fixons z,y € [0, 1]. On pose sy = ¢(x). Comme J,

50,50 > 0, pour tout 56 ~ S0,
on voit facilement que o (71, so) < o (72, o). On voit donc que

exp(—fa(m, s0)) _ _exp(=fo(nz,5))
1+ exp(—Ba(m,s0)) ~— 1+ exp(—Ba(n2,s0))

On en déduit que si ®(z,y;n1) = ajo m alors ®(z,y;m2) = ajong et on remarque facilement que ajom =
ag 12. On observe ensuite que a; 71 = ag 72 < aj 7. Dans tous les casona ®(z, y;m1) = ®(z,y;72). M

On a donc montré que @ est la fonction d’échantillonnage d’une matrice de transition sur I’espace des
configurations qui est irréductible, apériodique, reversible et dont la mesure d’Ising a la température 1/4 est
la loi invariante. De plus nous avons montré que ® est monotone pour I’ordre partiel <, ordre qui admet un
élement maximal n* et un élément minimal 7. [’algorithme de Propp-Wilson avec sandwiching peut donc
s’appliquer.

Nous laissons au lecteur intéressé le soin d’implémenter cet algorithme sur le graphe constitué de la grille
toroidale de taille n, ¢’est-a-dire (Z/nZ)? pour lequel la température de Curie-Weiss est connue. Mais avant de
se lancer dans cette tiche amusante mais longue, voici quelques avertissements.

a) La méthode exposée ci-dessus peut marcher telle quelle sur une grille qui n’est pas trop grande (n = 300)
et ce, a des températures plus hautes que la température critique, (pour des températures hautes les spins sont
désordonnés et donc relativement indépendants). Pour des températures hautes la chaine de Markov converge
en un temps polynomial (de petit degré). Néanmoins, si la taille de la grille augmente le temps d’exécution
s’allonge et le stockage des variables uniformes peut excéder la mémoire de 1’ordinateur. Il s’agit d’un incon-
vénient général de 1’algorithme de Propp-Wilson. Mentionnons que Wilson en 2000 a apporté des solutions
pour éviter de stocker trop de variables (Propp-Wilson with with read-once randomness).

b) Le choix d’une chaine qui choisit au hasard successivement les sites des spins a mettre a jour n’est, dans le cas
d’une grille, pas optimal. Comme la quantité o (s, ) ne dépend que des valeurs des spins sur les sites voisins de
s, sur la grille toroidale (Z/nZ)? il est possible de changer d’un coup tous les sommets de coordonnées paires
puis d’un coup tous les sommets de coordonnées impaires en parallélisant ce calcul (il s’agit toujours d’une
chaine de loi invariante 7). Cette parallélisation permet évidemment de gagner énormément de temps.

¢) Lorsque que 1’on s’approche de la température critique 7, = 1/8. ot S. = 0,441... est la constante de
Onsager, 1’algorithme dure de plus en plus longtemps. Lorsque la température est en dessous de 1. (c’est-a-dire
B > f.), le temps de convergence de la chaine de loi invariante 7g est exponentiellement grand et 1’algorithme
ne se termine pas dans des délais raisonnables. Pour simuler le modele d’Ising dans ces cas, il faut utiliser une
propriété qui le lie a un autre modele, le cluster aléatoire de Fortuin-Kasteleyn : on applique I’algorithme de
Propp-Wilson a cet autre modele qui est immunisé contre le ralentissement a la phase critique puis on reconvertit
ce résultat pour le modele d’Ising.

]
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FIGURE 1.14 — Le modele d’Ising a la température critique sur une grille toroidale 4200 x 4200. Image obtenue
par D.B Wilson.
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1.6 Génération d’arbres couvrants aléatoires.

Dans cette section (€2, .7, P) désigne un espace de probabilité sur lequel sont définies les variables men-
tionnées. Soit G = (S, A) un graphe simple (les arétes ne sont pas orientées, pas d’arétes multiples, pas de
boucles) muni d’un systeéme de poids C = (Cy)qca strictement positifs : C, > 0, a € A. On rappelle les
définitions 1.5.2, page 107, notamment celle d’arbre couvrant (et on rappelle qu'un arbre couvrant est donné
par ’ensemble de ses arétes). On suppose le graphe G connexe. On a vu a I’exemple 1.5.1 (page 106) que dans
ce cas, le graphe admet au moins un arbre couvrant. On rappelle également la notation T(G) pour I’ensemble
des arbres couvrants de G. On introduit le poids d’un arbre couvrant comme la quantité suivante.

VT € T(G), poids(T) =[] Ca. (1.100)
a€eT

Le but de cette section est, en autre, de donner une méthode pour générer un arbre couvrant aléatoire
T : Q — T(G) dont la loi est proportionnelle aux poids introduits en (1.100) :
_ poids(T)

VT € T(G), P(T:T)_m ol Z(G,C)= >  poids(T'). (1.101)
’ T'eT(G)

En particulier, lorsque tous les poids des arétes sont égaux a une méme constante C' = C,, a € A, alors
poids(T) = C#5~1 donc Z(G, C) = C#S~ILT(G) et T est de loi uniforme sur T(G).

Dans la sous-section qui suit, on prouve le théoréme de Kirchhoff (appelé parfois le Tree-Matrix-Theorem)
qui interpréte Z (G, C) en fonction du spectre de la matrice Laplacienne du graphe pondéré (G, C). Dans la
sous-section suivante, on montre un premier algorithme permettant d’obtenir un arbre couvrant aléatoire dont la
loi est donnée par (I.101) : cet algorithme a été obtenu indépendamment par Aldous et Broder en 1989-90. Une
modification (due a Aldous) de cet algorithme dans le cas du graphe complet permet de construire (et simuler
efficacement) un arbre uniforme a /N sommets dont une simulation avec N = 50 000 est illustrée a la figure
1.6.b, page 145.

I.6.a Le théoreme de Kirchhoff comptant le nombre d’arbres couvrants.

On considere un graphe simple G = (S, A) connexe, possédant un nombre fini N > 2 de sommets. On
munit G de poids C = (Cj)qca strictement positifs. Pour simplifier les notations dans ce qui suit, on fixe
une énumération de S puis on identifie S avec I’ensemble des entiers {1,..., N}, que I’on continue de noter
génériquement s, s’, etc. L’ensemble des arétes A de G est donc un sous ensemble de {{s, dhl1<s<d <
N},

Pour tout sommet s € S, on pose 7(s) = > g 1{ys}Cys s} €t on définit la matrice laplacienne A
du graphe pondéré (G, C) comme la matrice N x N dont les entrées réelles sont données pour tous s, s’ €
{1,..., N} par:

N ) sis =4,
[A](s, ") = { ey Cow sis £ S (1.102)
11 s’agit d’une matrice réelle symétrique : ses valeurs propres sont réelles. On les notes Ag, ..., Ay_1 ol on a

choisi une indexation telle que [Ag| < [A1] < ... < |An-1].

Puisque 7(s) — > g 1{sns)}Cls,sy = O pour tout s € S, ona A.1g = 0 et donc 1g (qui est le vecteur
colonne dont toutes les entrées sont égales a 1) est dans le noyau de A. Cela entraine Ao = 0. Le théoréme de
Kirchhoff ci-dessous montre que 0 est de multiplicité 1 (c’est-a-dire que le noyau de A est de dimension 1) et
que le produit A; ... Ay_1 etlié a la fonction de partition Z (G, C) introduite en (I.101) et donc a #T(G) dans
le cas de poids constants.
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Théoréme 1.6.1 (Théoréme de Kirchhoff ou Tree:Matrix: Theorem) Soir G = (S, A), un graphe simple
et connexe. On suppose que S = {1,...,N} o N > 2. On munit G de poids C = (Cy)aca strictement
positifs. On rappelle la définition (1.100) du poids d’un arbre couvrant et la définition (1.101) de Z (G, C). On
rappelle la définition (I.102) de A, la matrice laplacienne du graphe pondéré, dont les valeurs propres sont
notées \g = 0,1, ..., A\n_1. Pour tous s,s' € {1,...,N}, on note A®*) la matrice (N — 1) x (N — 1)

obtenue en retirant a A sa ligne numero s et sa colonne numero s'. Alors pour tous s,s' € {1,...,N}, ona
Z(G,C) = (—1)*T¥det (A=) = () A det(zId — A) = iAl AN-1 (1.103)
M N dx ‘IZO N .. — . .

Cette égalité permet notamment de calculer #T(G) lorsque les poids C sont tous égaux a 1.

Preuve : supposons que I’on ait montré que Z (G, C) = det (A(N’N))

.Comme Z(G, C) ne dépend pas d’une
indexation des sommets de G, on doit avoir Z(G,C) = det(A(s’S)) pour tout s € S. Par ailleurs, comme
Z(G,C) > 0, cela implique donc que le noyau est de dimension 1 (et donc que Aj...Ay—1 # 0). On fixe
so € {1,..., N} eton pose f(s) = (—1)°T50det (A(S’SO)). En développant le déterminant selon la colonne

numéro Sg, on observe que

det(A) _ Z [A](S, 50)(—1)S+50det (A(S,SO))
1<s<N
= m(so)f(s0) — Z Lismso) f(8)Cs s -
seS

Comme det(A) = 0,ona Af = 0 et puisque que le noyau est de dimension 1, f est colinéaire a 1g, c’est-a-
dire que f et constante et donc que (—1)*T*0det (A(s50)) = (—1)%0+sodet(Al0:%0)) = Z(G, C), pour tout
s € S. Cela entraine la premiere égalité de (I1.103).

Le fait que le déterminant soit une forme linéaire alternée des colonnes implique ensuite que

i det(:UId — A) = Z det( — A(S»S)) — (—l)N_lNdet (A(N’N)),
dfC\JJZO 1 SoeN

ce qui entraine la deuxiéme égalité de (I.103). On remarque ensuite que le polyndme caractéristique s’écrit
det(2Id — A) = z(z — A1)...(z — An—1) et sa dérivée en zéro vaut donc (—1)N "1 ... Ay_1, ce qui
entraine la troisieme et derniere égalité de (1.103).

Pour montrer le théoréme il suffit donc de prouver que

Z(G,C) = det (ANMM) . (1.104)

Pour cela on introduit tout d’abord la notion de champ discret sur G : un tel champ est une application ﬁ) :
S\{N} — S qui en chaque sommet du graphe distinct de N (/N qui est un sommet mort) indique un sommet
voisin, c’est-a-dire s ~ h (s) pour tout s € S\{/NV}. On note I" I’ensemble des champs discrets sur G. Pour
tout s € S\{NV}, la ligne de champ issue de s est un chemin (s,) qui a une durée maximale (possiblement
infinie) et qui est tel que sp=s et 5,41 = ﬁ(sn), pour tout 7 € N. Deux cas sont possibles.
— Ou bien la ligne de champ issue de s a une durée finie notée m et elle se termine nécessairement au
sommet N : s = 89 ~ 81 ~ ...~ Sy, = N.Ce chemin (sg, ..., S) est nécessairement auto-évitant.
— Ou bien la durée du chemin (s,,) est infinie. Dans ce cas on observe tout d’abord que le chemin ne passe
pas par N. On voit ensuite que le chemin finit par étre périodique, c’est-a-dire qu’il existe des entiers
ko > 0etl > 2 tels que
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(i) les sommets sg, ..., Sk, sont distincts (c’est-a-dire que (so, . . ., S, ) est auto-évitant),
(1) ¥ = (Sko» Sko+1 - - - » Sko+1) €St un cycle,
(491) Sky+k = Sko+k-+e pour tout k& € N.
En suivant les lignes de champ de & issues de chaque sommet s € S\{/V}, on obtient son portrait de phase
qui se décompose en Is objets suivants.

%
(a) Un ensemble (possiblement vide) de cycles Cycles(h) = {71,...,7p}. Ces cycles ont des supports
disjoints deux-a-deux. Aucun cycle ne passe par N.

(b) Un ensemble de lignes de champ coalescentes qui se terminent en N : On note SN(ﬁ) I’ensemble
des sommets s € S\{/N} dont la ligne de champ est de durée finie et se termine donc en N ; on pose
aussi TN(E)) = {{s, ﬁ(s)}, s € SN(W)} Alors on vérifie que (SN(ﬁ)U{N}, TN(ﬁ)) est un sous-
graphe de G qui est connexe et sans cycle : c’_e>st donc un sous-arbre de G. On remarque ensuite que
Sn(h)={1,...,N — 1} si et seulement si h n’a pas de cycle. Autrement dit, Ty ( h ) est un arbre
couvrant de G si et seulement si Cycles( h ) = (). On voit donc que

W H)=0etT(G).  (L105)

- -
h +— Tn( h) est une bijection entre les champs h tels que Cycles(

— —
(¢) En chaque cycle 7; € Cycles(h) et en chaque sommet s du support du cycle ; on note S,(h)
I’ensemble (possiblement vide) des sommets gui n’appartiennent par au support du cycle «; mais dont

— —
la ligne de champ passe par s. On note Ts(h) = {{s', h (s')};s’ € Ss(h)}. Alors on vérifie que
— —
(S s(h)U{s}, Ts(h )) est un sous-graphe de G qui est connexe et sans cycle : ¢’est donc un sous-arbre
%
de G qui est le bassin d’attraction de s. On note qu’il peut étre réduit au point s et que dans ce cas Ts( 1)

est vide.
On définit ensuite un poids pour chacun des types d’objets introduits précédemment :
— —
— le poids du champ h par poids(h) = [[icq\(ny Croiicty/

— A un cycle v = (s, ..., s¢) de longueur ¢ on associe également le poids poids(y) = [[y<xr Clspsipa)s
qui est le produit des poids des arétes parcourues par le cycle jusqu’au retour au point de départ.

— Plus généralement si A C A, on pose poids(A) = [],. 4 Ca, avec la convention que poids(f)) = 1.

acA
On observe alors que
poids(ﬁ) = poids (TN(ﬁ)) H (poids('y) H poids (Ts(ﬁ))> . (1.106)

N
~v€ECycles(h)

On développe ensuite le déterminant de AXVV) de 1a manidre 2 faire apparaitre des poids de champs. Plus
précisément, on note S _; I’ensemble des permutations de {1,..., N — 1} = S\{/N}. On note la signature
d’une permutation o € S_1 par £(o) (qui est la parité du nombre de transpositions dont la composition fait
o). On a donc

det(AWNN) = Z a(o), ot onaposé a(o) =e(o) H [A](s,0(s)), pour toute o € Sy _;.
oEGN_1 1<s<N—1

Une permutation o € Sy est ensuite dite G-compatible si pour tout s € {1,..., N—1}tel que s # o(s), on
as ~ o(s) (c’est-a-dire {s,0(s)} € A desque s # o(s)). On note I’ensemble des permutation G-compatibles
par S et on observe que si o n’est pas G-compatible, alors a(o) = 0. Donc on a

det(ANY) =3 "a(o) . (1.107)

ceGa
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On donne ensuite une description des permutation G-compatible a 1’aide de champs discrets de la maniere
suivante. On note ¢ ’ensemble des ensembles des cycles de G notés génériquement C' = {~,...,7,} tel que
les cycles 1, . . ., 7y, ont des supports qui ne contiennent pas N et qui sont deux-a-deux disjoints. Attention, on
veut inclure le cas ot C' est vide. On note Fix(C) les sommets de {1,..., N — 1} qui ne sont dans aucun des
supports des cycles 71, . .., 7y, ¢’est-a-dire Fix(C) = {1,..., N — 1}\(supp(y1) U ... U supp(7p)) ; notons
que cet ensemble est possiblement vide. Notons également que si C' = (), alors Fix(0)) = {1,..., N — 1}.

AC = {71,...,7p} € €, on associe une permutation G-compatible o dont I’ensemble des points fixes
est Fix(C) et dont les cycles de longueur > 2 sont les 71, ..., 7, ¢’est-a-dire : ¢ = 71 ... 7 HsEFiX(C)(s),
avec I’écriture habituelles en produit (pour la composition) de la décomposition des permutations en cycles a
supports disjoints. On voit facilement tout d’abord que

C € € — o¢ € G est une bijection. (1.108)

On fixe ensuite C' = {71,...,7p} € €. Si on note ¢, la longueur du cycle ~,,, alors la signature de o¢ est
e(oc) = (—1)71 ... (=1)%~1. On ensuite utilise les deux conventions suivantes : un produit sur un ensemble
vide d’incides est pris égal a 1 et une somme sur un ensemble vide d’indices est prise égale a 0, et on remarque

alors que
aoc) = eloc)( TT Blso))( TT T [A)sms))

seFix( ) 1<m<p SGSuPP(Vm)
= <oo)( I )( [T (~1)""poids(yn))
s€Fix(C 1<m<p
= P( F )(1<H< poids(’ym))
= (—1)#0( H W(S)) ( H poids(y))
s€Fix(C) ~eC

= (—1)#0( 11 ( > 1{s~s/}C{s,sf}))<llpoidS(VD

s€Fix(C) 1<s'<N-1

- <—1>#C§?j(( I1 Cu s)(Hpoidsm)),

s€F1x

ou la sommation s’effectue sur tous les champs partiels qui sont les fonctions 7 : Fix(C') — S telles que
s ~ ¢ (s) (Cest-a-dire que ¢ est la restriction d’un champ discret a I’ensemble de sommets Fix(C)). On
observe ensuite que la donnée d’un champ partiel 7 Fix(C) — S et des cycles v € C permet d’étendre
de maniére unique ¢ en un champ discret i : S\{N} — S tel que C C Cycles(h ). Réciproquement, si
7 est un champ sur S tel que C' C Cycles( /) et si on note ¢ sa restriction a Fix(C) alors poids(h ) =

(ILserix(c) Crs, 9 (s)3) (I ec poids(y)) on a donc

= #C_ .
B Z 1{Cc0ycles(ﬁ)}(—1) poids(
—
Rer

I

) )

ou on rappelle que I' est I’ensemble des champs discrets sur . On observe que cette formule est vérifiée pour
C = (). On a donc par (I1.107) et (1.108)

det(A(N’N)) - Z Z 1{0CCYc1es(7)}(_1)#CPOidS(
Ce(gﬁer

I

)
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—
- Z pOidS( h )< Z 1{CCCycles(7)}(_1)#C)
ﬁep Ce¥
T T
- Z pOldS( h )1{CYC1es(ﬁ):®} - Z pOldS( h )1{Cycles(7)¢@}( Z (_1)#0)' (1.109)
= = —
hel’ hell CCCycles(h)

On rappelle ensuite le fait général élémentaire suivant : si & est un ensemble non-vide, alors

POICeNialE D DD D ek

JCE 0<k<#E JCE:#J=k
E
- > (BF)evr-a-pr o
0<k<#E
Cela implique donc que
(N,N) par (1.109) . —
det(AYVY)) = Z poids(h )1{Cyc1es(7)=(2)}
Her
. —
par (12106) Z poids (TN( h ))1{Cycles(ﬁ):®}
Her
par (1.105) Z .
= poids(T),
TeT(G)
ce qui prouve (1.104) et donc le théoreme. |

Exemple 1.6.2 (arbres a n sommets étiquetés (arbres de Cayley)) Soit un entier N > 2. On considere 1’en-
semble T(]:Vay des arbres & N sommets, c’est-a-dire des graphes sans cycle, connexes et dont les sommets forment
I’ensemble S = {1,..., N} (il n’y a pas de racine). Ces arbres peuvent se voir comme 1’ensemble des arbres
couvrants du graphe complet d’ordre N, noté K qui a N sommets et qui a toutes les arétes possibles (non-
orientées, simples, sans boucle). C’est-a-dire que Ky = (S, A) ou

S={1,...,N}, et A={{s,s}1<s<s <N}.

Il est clair que
TS = T(Kn) - (1.110)

Cette interprétation permet d’appliquer le théoréme de Kirchhoff pour (re)démontrer un résultat de Cayley
affirmant que
H#TEY = NV-2, (L111)

En effet, pour cela on détermine le spectre de la matrice laplacienne A du graphe complet K ou toutes les
arétes ont un méme poids pris égal a 1. Il est facile de voir que A = NId — J ou J est la matrice dont toutes
les entrées valent 1. Soit v = (vy,...,vx) € RN tel que v1 + ... + v, = 0; alors J.v = 0 et donc Av = Nw.
L’espace des vecteurs dont la somme des coordonnées est nulle est de dimension N —1 (c’est un hyperplan). Par
conséquent, en plus de 0, I’autre valeur propre de A est N et elle a une multiplicité de N — 1. Dans la formule
(1.103) du théoreme 1.6.1 de Kirchhoff, page 133, on a donc #T(Ky) = #Z(Kn,1) = %)\1 AN =
NN=2_qui est le résultat voulu. O
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I.6.b Algorithme d’Aldous-Broder.

Dans la section suivante, on détaille un algorithme permettant d’obtenir un arbre couvrant aléatoire dont
la loi est donnée par (I1.101), algorithme obtenu indépendamment par Aldous et Broder en 1989-90. Une des
idées sur lesquelles repose cet algorithme est I’étude dynamique de 1’arbre de dernier passage introduit dans
I’exemple 1.5.1, page 106.

Plus précisément, fixons un graphe G(S, A) supposé simple connexe et fini et que I’on munit de poids
C = (C,)aea strictement positifs. On présente tout d’abord quelques propriétés déterministes de 1’arbre de
dernier passage. Pour cela, cela on fixe un chemin x = (z(n)),ecz dans le graphe (on remarquera que son
indexation est bi-infinie) et on suppose que

VneZ, {xzk);k<n}={x(k);k>n}=S8,

c’est-a-dire que le chemin a déja visité tous les sommets de G a l'instant n et visitera tous les sommets de
G apres Iinstant n. On peut donc définir pour tout sommet s € S son dernier instant de passage en s avant
Uinstant n (I’instant ninclus) et son premier temps de passage aprés l’instant n par

ls(n) =max {k <n:x(k)=s} et os(n)=inf{k>n:a(k)=s} (1.112)

et définir U'arbre de dernier passage au temps n associé a X ainsi que son arbre de premier temps de passage
au temps n par

Tn(x) = {{s,z(ls(n)+1)}; s € S\{z(n)}} et To(x) = {{s,z(0s(n)—1)}; s € S\{z(n)}} L.113)

On remarque que R R
To(X) =To(x) et Tp(X) =To(x) ou X = (x(—n))nez. (L.114)

De plus, Ty(x) et Ty(x) sont deux arbres couvrants de G.

Preuve. Par (I.114) il suffit de montrer que 7,,(x) est un arbre couvrant. Raisonnons par 1’absurde en supposant
que le graphe dont les sommets sont S et les arétes 7,,(x). On constate évidemment que c’est un sous-graphe
de G. Supposons que (Sp, - . ., Sp,) soit un cycle de ce graphe (c’est-a-dire que m > 3, que {sx, sk+1} € Th(x)
pour tous 0 < k£ < m et que les sommets sq, ..., S;,—1 soient distincts). Sans perte de généralité, on peut
supposer que I’indexation du cycle est telle que £, (n) = min{/,, (n);0 < k < m}. Par définition {s¢, s1} €
T,,(x) et I'un des deux sommets sy ou s; est distinct de x(n).
— Si sy # xz(n)alors sg = x(fs, (n)+1) et x visite sp apres le temps 5, (n). Cela implique 5, (n) > €5, (n)
ce qui est contradictoire.
— Sisp # x(n) alors s; = x(ls,(n) + 1). Donc spy,—1 = x(€s,(n) + 1), ce qui implique $1 = $,,,—1 or cela
contredit m > 3.
Dans les deux cas, on obtient une contradiction. Le graphe de sommets S et d’arétes 7}, (x) est donc sans cycle :
c’est donc un arbre couvrant. |

Transitions de 7,,(x) a T},11(x). Comme x est un chemin, {z(n),z(n + 1)} est une aréte du graphe. On
observe tout d’abord que £,,,)(n 4 1) = n etdonc {x(n),z(n+1)} € T,,41(x). Pour tout s € S\{z(n+ 1)},
onals(n) =4s(n+1) <n+letdonc{s,z(ls(n+1)+ 1)} = {s,x(¢s(n) +1)}. On pose s’ = z(n + 1)
pour simplifier les notations et on observe que {s’, z(¢s(n)+1)} est une aréte présente dans 7,,(x) mais qu’elle
a été retirée de T),4+1(x). Cela suggere le mécanisme d’évolution suivant.

Définition 1.6.3 Soient s, s’ € S deux sommets adjacents : {s,s'} € A. Soit T € T(G). A partir de (s, T) et
s’ on associe deux nouveaux arbres couvrants 7" et 7’ de la maniére suivante.
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— Si{s,d}eTalorsT=T =T

— Si{s,s'} ¢ T, alors dans le sous-graphe de sommets S et d’arétes T U {{s,s'}}, il y a la présence
d'unseul cycle sp = s ~ 51 =8 ~ Sy~ ...~ Sp_1 ~ Sy, = s. Comme m > 3, {s',s2} € T et
{$m—1,s} € T nécessairement on pose alors

T = {{5, s'}} U (T\{{S’,Sg}}) et T' = {{s, s'}} U (T\{{sm,l, s}})

On observe que T” et T sont des arbres couvrants de G. On utilise les notations
Last(s’;(s,T)) = (s',T') et First(s';(s,T)) = (s’,f’)

qui sont appelés les mécanismes d’évolutions de respectivement dernier et premier passage des arbres couvrants
enracinés. [l

En gardant les notations T,,(x) et fn(x) pour les arbres de dernier passage et de premier passage du chemin
x = (z(k))kez au temps n, on voit que pour tout n € Z,

Last(m(n—i—l);(:c(n),Tn(x))) = (z(n+1),Th41(x)) et

First(:n(n+1);(x(n),fn(x))) = (x(nJrl),an(x)) (L.115)

Lorsque la trajectoire x est une marche aléatoire simple sur le graphe pondéré, cela induit une matrice de
transition sur ’espace des arbres couvrants enracinés, ¢’est-a-dire des paires (s,7") € S x T(S) ou le sommet
s est vu comme une racine de 7'. Rappelons que la matrice de transition @ = (p(s, ’))s scs de la marche sur
le graphe pondéré (G, C) est donnée par

oUT(5) =D cgisms Cs,sy- On rappelle que 7 est une mesure de réversibilité : comme le graphe est connexe
et fini, la marche est irreductible récurrente positive et sa loi stationnaire est donnée par

VseS, w(s)= LG (m) = m(s). 1.116)
s'eS

On définit alors une matrice Q = (p((s,T), (', T"))) (s,1),(s',T")SxT(G) €N posant

p(s,s') sis~ s etsilast(s,(s,T)) = (s, 1),

p((s,T),(s’,T’))—{ 0 sinon s s/, (1.117)

Lemme 1.6.4 On reprend les notations et les hypothéses précédentes. Alors Q est une matrice de transition
sur S x T(G) qui est irréductible et de loi stationnaire donnée par

(s, T) = w(S)lm , (1.118)

ot on rappelle la définition (I.116) de w et la définition (1.100) de poids(T) et la définition (1.101) de Z (G, C).
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Preuve : montrons d’abord I'irréductibilité. On fixe (so,Tp) et (s,7") dans S x T(G). On note y1, ...,y
les feuilles de T', c’est-a-dire les sommets distincts de s qui ont un degré égal a 1 dans 1’arbre couvrant 7.
Comme 7" est un sous-graphe connexe, il existe un chemin (z,,)o<n<n qui n’emprunte que des arétes de 7" et
qui effectue un tour commencant en g = Sg €t qui passe successivement par s puis y; puis par s puis par o,

.., puis par s puis par y,_1 puis par s puis par ¥, puis par s ou il s’arréte. On définit ensuite une suite d’arbres
couvrants (T},)o<n<n par récurrence en posant (41, Tp41) = Last(@p41, (2n,T3)), 0 < n < N. On voit
tout d’abord que

H Tj((xnyTn)y(xn—&-la n+1 H pxmwn—kl >0.
0<n<N 0<n<N

Il est clair que {z,; 0 < n < N} = S et par conséquent T est I’arbre de dernier passage du chemin
(Zn)o<n<n : comme ce chemin n’emprunte que des arétes de 7, un sommet distinct de s lorsqu’il est vi-
sité une derniere fois est quitté par 1’aréte qui pointe vers la racine s. Cela implique que Ty = T et cela prouve
que @ est irréductible. .

Montrons ensuite que 7 est Q-invariante. On voit que Q n’est pas réversible. 1l faut donc décrire toutes les
transitions possibles arrivant en un arbre couvrant enraciné donné (s’,7") € SxT(G). On remarque qu’il existe
une bijection ¢ entre I’ensemble B; des sommets s € S voisins de s” et ’ensemble By des (s,7) € SxT(Q)
tels que Last(s’, (s,T)) = (s',T"). Cette bijection se construit comme suit. Soit s” voisin de s’ dans G si
{s",s'} € T" alors on pose ¢(s”) = (s",T") et on vérifie bien dans ce cas que Last(s’, (s",7")) = (s/,T"). Si
{s",s'} ¢ T', alors 'ajout de 'aréte {s’, s”} a T” créée un cycle dans ce nouveau graphe dont les arétes sont
T U{{s,s"}}, cyclequiestnoté so = s’ ~ s1 =s" ~...8,,-1 ~ s avec m>3. On adonc {s,,-1,8'} € T’
(car {sy—1, s’} doit étre une aréte de T"U{{s’, s} } et s;,—1 # s” puisque m > 3). On pose alors ¢(s”) = (s, T)
ot s=sm_1 etT = (T"\{{sm-1,5}}) U{{s, s"}}. On vérifie bien que Last(s’, (s,T)) = (s’,7"). Donc on
a construit une fonction de B; dans Bs. On vérifie facilement que c’est une bijection en construisant de facon
similaire explicitement son inverse ¢~!. On remarque que pour tout (s,7T’) € Ba, si on pose s” = ¢~ (s, T)
alors

C s,8" C 5,07 1(s
poids(T) = { }p01ds(T/) = Mpoids(T’)
C{s’ s} C{s’,s}

On a donc pour tout (s',7") €SxT(G),

(mYZ(G, C) Z ﬁ(s,T)T)((s,T),(s',T’)) = Z poids(T)m(s)p(s,s)

(s,T)eB2 (s,T)EB2
C 5,0~ 1(s, T . C 5,0~ 1(s,T .
= Z Wp01ds(T')ﬂ'(s)p(s,s') = Z %POldS(T,)C{s/,s}
(s,T)EBa {s"s} (s,T)EBo {s"s}
= poids(T') > Cgrsry =poids(T) Y Cloery = (1) Z(G,C)7 (s, T'),
(s,T)€EB2 ”ES s ~vs’

ce qui montre que 7 est () invariante. Une matrice de transition irréductible sur un espace fini ne peut avoir
qu’une seule loi invariante. Cela termine la preuve du lemme. ]

On utilise ensuite la proposition 1.2.32 page 50 qui donne une construction d’une version stationnaire de
la marche aléatoire simple sur le graphe G muni des poids C,, a € A : ¢’est-a-dire, une famille (X,),ez de
variables telles que pour tout ng € Z,

(a) X, apour loi z, la loi invariante de la marche.

(b) (Xng+n)nez a méme loi que (Xg—n)nez-
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(c) sous P(-| Xy, =1), (Xngtn)nen et (Xny—n)nen sont deux chaines de Markov qui sont indépendantes
et de méme loi.

Il est clair également que P-p.s. { Xy ; k<no}={Xy; k>no}=S

Théoreme 1.6.5 (Aldous-Broder) Soit un espace de probabilité (Q, F , P) sur lequel est définie X = (X, )nez
une marche stationnaire sur le graphe pondéré (G, C) comme ci-dessus. Pour tout s €S, on pose

ls=max{k <0: X, =s} e o(s)=min{k>0: X} = s}

qui sont respectivement le dernier temps de passage en s avant 0 et le premier temps de passage apres 0 de la
marche stationnaire. On définit également les deux arbres couvrants suivants.

T ={{s, Xe,41};5s € S\{Xo}} et T = {{s, Xo(s)-1}; 5 € S\{Xo}}.

Alors T et T ont la méme loi donnée pour tout (s,T) € S x T(G) par

poids(T) ~

——— etd P(T=T|Xo=5)=—~—=.

7(G.C) etdonc P(T | X0 =s) 7(G.C)

Preuve : pour tout n € Z, on note T,,(X) I’arbre de dernier passage avant n comme défini aux (I.113) et (I1.112).
On voit donc que 7 = Tp(X). Par (L.115), on voit que (Xp41, Tp41(X)) = Last (X1, (Xn, Tn(X))). Sion
note %, la filtration engendrée par les Xy, k € Z tels que k < n, alors

V(S, T) €S x T(G)a E[1{(Xn+1,Tn+1(X)):(s,T)} ‘ yﬂ] = ﬁ((XnyTn(X)% (S7T)) )

Donc (X, T (X)) )nen est une chaine de Markov sur S x T(G) ayant pour matrice de transition Q qui est
définie par (I.117). On pose ensuite X' = (X,,4+1)nez. 1l est clair que X’ et X ont méme loi or on voit que
(Xn+1, Tht1(X)) = (X, T,(X’)) : on en déduit que la loi de (X,,, T},(X)) ne dépend pas de n € Z (la suite
est stationnaire en loi). Puisque la mesure 7 sur S x T(G) définie par (I.118) est I’'unique loi stationnaire de
la matrice de transition irréductible @, la loi commune 2 tous les (X,,, 7,,(X)) est 7. On observe ensuite que
T =Tb(X), qui est I'arbre de premier passage de la marche X = (X, )ncz. Par la remarque (1.114), on voit que
To(X) = Ty(X) ot X = (X_p,)nez. Comme X et X ont méme loi, on en déduit que (Xo, ) et (Xo,7) ont
méme loi, ce qui implique aisément le reste du théoreme. |

P(Xo=sT =T)=wl(s) poids(T)

Dans 1’énoncé du théoréme d’Aldous-Broder, les temps de premier passage en chaque sommet peuvent
&tre pris séquentiellement dans I’ordre de découverte de nouveaux sommets par la marche X. Cela conduit a
I’algorithme suivant.

Algorithme d’Aldous-Broder. On suppose que sur (£, %, P), on puisse définir (c’est-a-dire que I’on puisse
simuler jusqu’a des temps suffisamment grands) une marche aléatoire simple (X,,),cn sur le graphe pondéré
(G, C). Alors on construit récursivement une suite d’ensemble de sommets (.5,,) et d’arétes (75,) de la maniere
suivante.

- An =0, onpose Sy = {Xo} et Ty = 0.
- Si X, 41 € Sp,alors Spp1 = SpetTh =T,
- Si X491 ¢ Sy, alors on pose Sp+1 = Sy, U{Xpt1}tetThp1 =T, U {{Xn, Xn+1}}

- Lalgorithme s’arréte a I’instant aléatoire tcony = min{n € N: S,, = S} etil retourne 7 := Tt_,.Ona

. poids(T)
VI'eT(G), P(T=T)= Z(G.C) -

Le temps tcouy appelé temps de couverture du graphe pondéré (G, C). O
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Simulation de I’arbre uniforme a n sommets

Nous expliquons ci-dessous une modification (due a Aldous) de I’algorithme d’ Aldous-Broder dans le cas
du graphe complet qui permet de construire (et de simuler efficacement) un arbre uniforme a N sommets.

Soit un entier N > 2. On rappelle I'interprétation (I.110) (dans I’exemple 1.6.b, page 141) d’un arbre a
N sommets étiquetés (un arbre dit de Cayley) comme un arbre couvrant du graphe complet K : I’ensemble
des sommets du le graphe complet est S = {1,..., N} et I’ensemble de ses arétes sont toutes les arétes
possibles (boucles exceptées), c’est-a-dire que I’ensemble des arétes du graphe complet est A = {{s, §11<
s<s <N } On munit K de poids tous égaux a 1. Dans ce cas, la marche simple uniforme sur Ky est
particulierement simple : p(s, s') = ﬁ pour tous s, s’ € {1,..., N} distincts : ¢’est-a-dire que si la marche
se trouve en s a I’instant n, on obtient la position suivante de la marche en tirant uniformément au hasard un
entier de {1,..., N} distinct de s.

On peut générer la marche simple (X, )nen sur Ky a partir d’une suite (Up,)pen i.i.d. de variables aléa-
toires uniformes sur {1, ..., N'}. Plus précisément, on définit récursivement les (X,,) et des indices aléatoires

(Pn)n>0 de la maniére suivante.
— Initialement on dispose de Xy = Uy (par exemple).
— On pose p; = min{p > 1: U, # Xo} et X; := Up,.

— Supposons construites les variables Xy, ..., X, et p1,...,Pnr. On pose alors
Pn+1 =min{p > p, : U, # X} et X, :=Up,,, .

Dans I’algorithme d’ Aldous-Broder a partir de la marche (X,,) ainsi construite, on voit que S,, = {Xp} U
{U1,Us,...,Up,} et qu'une aréte nouvelle est ajoutée si et seulement si Up,, ., ¢ S, : dans ce cas I’aréte
ajoutée est en fait {Up,, ., —1, Up, ., } car pour tout k tel que p,, < k < py41, U, = Up,,, par définition de p,,41.
Dans I’algorithme d’ Aldous-Broder, un sommet nouveau exploré par la marche correspond donc exactement a
un sommet nouveau découvert par la suite (U,) de v.a. uniformes sur {1, ..., N }. Par conséquent, I’algorithme
peut se reformuler comme suit.

Aldous-Broder pour I’arbre uniforme a NV sommets (1eére modification). On suppose que 1’on dispose d’une
suite (Up)pen i.i.d. de variables aléatoires uniformes sur {1,..., N'}.

- An =0,onpose Sy = {Up} et Ty = 0.

- SiUpqq € Sp,alors Sy 1 = Sy et Ty =T,

- SiUpt1 ¢ Sp, alors on pose Spi1 = Sp U {Ups1} et Ty =T, U {{Up, Upt1}}.

L’algorithme s’arréte a I’instant aléatoire tcony = min{p € N : S, = S} etil retourne 7 := T;_ . On a

1
VI eT, P(T=T)=——=0p=N"N"2,
#T

On voit que t¢ouy (qui dépend bien entendu de N méme si cela n’apparait pas dans la notation) correspond
au probleme du collectionneur de coupons (voir I’exercice 1.2, page 7) pour lequel on montre facilement que

E[tcouv} ~N—oo NlOgN et Var<tcouv) ~N—oo %N .

ce qui implique teouy/ (/N log N) — 1 en probabilité. Pour simuler un arbre uniforme a 20 000 (et les 20 000
étiquettes !) uniforme il faudra appeler de I’ordre de 200 000 uniformes.
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Une partie de 1’algorithme est utilisée pour bien mélanger les étiquettes : si on ne s’interesse qu’a la forme
de I’arbre T et non au numero porté par chaque sommet, les symétries de 1’algorithme suggerent des simpli-
fications. Précisons tout d’abord ce que I’on entend par la « forme » de 7 : entre chaque sommet s,s" € T
distincts, il existe un chemin utilisant un nombre minimal d’arétes les reliant; on note dgr(s, s') ce nombre
d’arétes, ¢’est-a-dire la longueur du chemin le plus court joignant dans 7 le sommet s au sommet s’. On vérifie
que dg est une distance sur 7. Par « forme » de 7, on veut dire qu’on envisage 1’espace métrique (7, dgr) a
isométrie pres et en particulier a ré-étiquetage des sommets pres.

Précisons ce que nous entendons par ré-étiquetage : soit T € ']I‘(]:\'?y un arbre dont les sommets sont
{1,...,N};soitoc € Sy, une permutation de {1,..., N}. L'arbre T' ré-tiqueté par o est donné par

T() = {{o(s),0(s")}; 5,8 € {1,...,N}: {s,s'} €T} .

Onvoitqueo : T — T(@) est une isométrie de graphe, c’est-a-dire une isométrie des espaces métriques (7', dg;)
et (T19), dgy), ¢’est-a-dire que pour toute paire de sommets s, s’ € {1,..., N}, dg:(s,8") = dge(a(s),0(s)).
Si on ne s’intéresse qu’a la forme d’un arbre uniforme, I’algorithme précédent se simplifie et conduit a la
proposition suivante due a Aldous.

Proposition 1.6.6 (Algorithme d’Aldous pour les arbres de Cayley) Soir un espace de probabilité (2, # , P)

sur lequel est définie une suite (Vi,)>1 de v.a. indépendantes de loi uniforme sur {1,... ,N}. Soit o : Q@ —
S, une permutation aléatoire de {1, ..., N} de loi uniforme, indépendante de (Vi,)>1. On définit I’arbre de
sommets {1,..., N} et d’arétes

T = {{k,min(V4,k—1)}; 2<k <N} .
Alors I’arbre ré-étiqueté T(@) est de loi uniforme sur I’ensemble ']I‘(]:\?y des arbres de Cayley a N sommets.
Preuve. Soient (U,),cn des variables i.i.d. uniformes sur {1, ..., N'}. Pour toutentier & € {1,..., N}, on note
ri, = min{p € N: #{Up, Un, ..., Up} = k}.

On observe que r; = 0. Les temps 71, ..., 7 sont les temps ol la suite (U,,) « découvre » un nouveau nombre
de {1,..., N}. Lalgorithme d’ Aldous Broder modifié montre que le graphe dont les sommets sont {1,..., N}
et les arétes

T = {{Urkfla Urk}§ 2<k< N}

est un arbre et que sa loi est uniforme sur I’ensemble Tg\?y des arbres de Cayley a N sommets.

On suppose que 1’on dispose également d’une suite de v.a. auxiliaires notées (J;)1<x<n qui sont d’une part
indépendantes de (Uy) mais aussi indépendantes entre elles et telles que Jj, soit de loi uniforme sur I’ensemble
des entiers successifs {k,k+1,... , N}.

A Taide des (Up) et des (J)i1<k<n on construit les v.a. (Vj)1<x<n et la permutation aléatoire o de
I’énoncé de la maniere suivante. On observe tout d’abord que les nombres « découverts » par (U),), a savoir
Uy, ...,Ury, sont par définition distincts et si on pose

Vke{l,...,N}, o(k):=U,,

on définit bien une permutation de {1,..., N}; nous montrons plus loin dans la preuve qu’elle est de loi
uniforme sur G ;. On observe également que

Vke{l,....N}, {o(1),002),....0(k)} = {UsUL,...,Up,}.

On pose ensuite V; = J; (elle ne joue aucun role) et pour k € {2,3,..., N}, nous définissons la variable
Vi de la facon suivante.
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— Siry —rp—1 = 1, c’est-a-dire si U,,_, 41 ¢ {o(1),...,0(k—1)} (etdonc o (k) = Uy, _,+1), alors on
pose Vi, = Ji. Dans ce cas on observe que

min(Vi,k—1) =k—1 et {o(k—1),0(k)} €T . (1.119)

— Sirg —rk—1 > 2,alors Uy, —1 € {o(1),...,0(k—1)} etil existe un unique Vi, € {1,...,k—1} tel que
Ur,—1 = o(Vy). Dans ce cas, on observe que

min(Vk,k:—l) =V, et {U(Vk),d(k‘)} eT.. (I1.120)

Nous pouvons alors établir le constat suivant : on note o<~'> la permutation inverse de o et on note 7 =
o -1 9 Z 24t z . — . .
T Tarbre T, ré-étiqueté par la permutation o<—1> ; alors (I.119) et (1.120) impliquent que

T = {{k,min(Vj,k—1)}; 2<k <N} et T =T,

et donc T'9) est de loi uniforme sur I’ensemble ’]I‘?;‘y des arbres de Cayley a N sommets. Pour compléter la
preuve du théoréme, il suffit donc de montrer que (V3 )2<x<n et o sont indépendantes, que les (Vi )2<i<n sont

indépendantes et uniformes sur {1, ..., N} et que o est de loi uniforme sur &y.
Pour cela, on fixe une permutation v € Sy et N nombres ji,...,jy € {1,...,N}; pour tout k& €
{1,..., N}, on introduit I’événement
Ar= () {o () =1(0: Ve =i} .
1<e<k
On note ¥, la tribu engendrée par les v.a. Uy, ...,U,, , et par Ji,..., J;_1. Pour simplifier on pose
U}, = Uy, _,+n pour tout entier n > 1. On vérifie que les v.a. (U},),,>1 sonti.i.d., de loi uniforme sur {1, ..., N'}

et également indépendantes de ¥, ; de méme J, est indépendante de ¥,_1. Si ji > k, on a donc

E[lAkl{Tk:Tk—l+1} ’gk—l] = E[lAkfll{U{ZV(k);J’ﬂzjk} |gk_1]
= 14, ,P(U] = ~v(k))P(Ji = jr)

_ 11
Laws ¥ =T
Bien s, si ji < k, par définition de V}, on a E[lAkl{rFm,lH} ‘ %k_l] = 0.
Soit un entier m > 1. Pour simplifier les notations, on pose Sx_1 = {7(1),...,v(k—1)}. On suppose que
Jr < k; on observe alors que

E[1a 1 —r tmiy | %1] = Ela Lwr v esi nwn =G0yl =y | %]
= 14, ,P(U{ €5y)...P(U},_y € Sp)PU}, =v(ji))P(U)ypy = v(k))
k—1\m—11 1

= 1la,, (T) NN-
et en sommant sur m > 1, on en déduit

11
E[lAkl{rk>mf1+1} ‘ gk—l] = 1Ak71WN—k+1'
Bien siir, si jx > k, par définition de V;, on a E [1Ak1{rk>7‘k_1+1} } %k_ﬂ = 0. Dans tous les cas on a montré
que
1
E[lAk ‘gk—l] =14, N(N—k+1)
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et en prenant ’espérance de cette expression, on obtient, P(Ay) = P(Ax_1) . Une récurrence immé-

1
N(N—F+1)
diate implique que P(Ay) = P(A)N-NV-D(N-1))~1. Or o(1) = Uy et V; = J; qui sont deux variables

indépendantes de loi uniforme sur {1,..., N'}. On e déduit donc que

1

ce qui montre bien que les v.a. (V};)1<x<n sonti.i.d. de loi uniforme sur {1, ..., N}, que o est de loi uniforme
sur G et que (Vi )1<k<n et o sont indépendantes. Comme montré plus haut, cela suffit pour conclure. |

La proposition permet de simuler trés rapidement un arbre uniforme a N sommets si on ne tient pas compte
de I’étiquetage des sommets. Une simulation faite sous mathematica avec 50 000 sommets est donnée a la figure
1.6.b (page 145).
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FIGURE I.15 — Un arbre uniforme a N = 50 000 sommets.



146 CHAPITRE I. CHAINES DE MARKOYV.



Chapitre 11

Processus markoviens a espace d’états discret

II.1 Définitions et premieres propriétés.

II.1.a Préliminaires sur les processus a valeurs dans un espace dénombrable discret.

Dans tout le chapitre E/ désigne un ensemble dénombrable de plus de deux éléments. On munit £ la topo-
logie discrete, ce qui correspond a la distance d : E x E — Ry pard(i,j) =0sii = jetd(i,j) = 1sii # j.
Ainsi une suite d’états ¢,, € E, n > 0, qui converge vers ¢ relativement a d doit &tre stationnaire a i (c’est-a-dire
qu’il existe ng € N tel que ¢,, = 4, pour tout n > ng). On munit £ de la tribu de tous ses sous-ensembles notée
Z(E). Toute fonction définie sur F discret et a valeurs dans un espace mesuré est donc mesurable.

On se donne un espace de probabilité (€2, .#, P). Une variable Z : Q2 — F est dite .# -mesurable ssi pour
toutétat i € F, {Z =i} € .%. On s’intéresse tout d’abord aux collections de variables aléatoires indéxées par
R et a valeurs dans £ : précisément on se donne (X;);cgr, une collection d’applications X; : 2 — E qui
sont . -mesurables. On veut voir cette collection de variables comme une fonction aléatoire, ¢’est-a-dire une
application qui a w € 2 associe la fonction ¢t € Ry — X;(w). L’ensemble des fonctions de R dans E est noté
ER+

ER = {x=(z(t))er, : v(t) €E, teRL}.

Pour voir X : Q — ER®+ comme une variable aléatoire, il est nécessaire de définir une tribu sur ER+, ce qui
est I’objet de la définition suivante.

Définition I1.1.1 (Cylindres et tribu produit.) Soit F un ensemble dénombrable discret.

(@) (Ensemble des cylindres élémentaires) On dit qu’un ensemble C' C ER+ de fonctions de R, dans E est
un cylindre élémentaire ssiil existen € N, 0 <ty <t; < ... <t,etig,...,in € Etels que

C = {x=(x(t))er, € E® : z(to) =io;...;2(tn) =in} .

On note & I’ensemble des cylindres élémentaires auxquels on adjoint () et E®+. C’est clairement un
pi-systéme.

(b) (Tribu produit) On note & (E)®R+ la tribu engendrée par €. qui est la tribu produit sur E®+. O

Lemme I1.1.2 Soit X; : Q — E, t € Ry, une collection de variables aléatoires .7 -mesurables. Alors I’appli-

cation
w € Qr— X(w) = (X¢(w))er, € E®*

147



148 CHAPITRE II. PROCESSUS MARKOVIENS A ESPACE D’ETATS DISCRET

est (F, P(E)®®+)-mesurable. Une telle variable aléatoire a valeurs dans E®+ est appelé un processus a
valeurs dans E.

Preuve : comme % génére Z(ER+), il suffit de vérifier que X~1(C) € .Z, pour tout C € %. Soit C' = {x =

(z(t))ter, € E®+ : z(to) =0 ;...;2(tn) = in}. Alors

XHC)={weQ: (Xe(w)ter, €C={weQ : Xy(w) =ip;... ; X, (W) =in} = m {Xt, = ip}.
0<p<n

Puisque X}, est . -mesurable, {X;, =i,} € .%, ce qui termine la preuve. [ |

Nous introduisons ensuite 1’opérateur de décalage sur les trajectoires.
Définition I1.1.3 (Opérateur de décalage.) On fixe ty € R, . On définit I’application 6y, : E®+ — E®+ par

i = (olto + )z
pour tout x = (x() )er .- Lapplication 0y, est appelée I’opérateur de décalage au temps t( des trajectoires. Il
est facile de vérifier que 0, o 6, = 04,4+,, pour tous £, t; € Ry. O
Lemme IL.1.4 Onfixet € Ry. L application 0; : ER®+ — ER+ est (P (E)®R+, 2(E)¥R+)-mesurable.
Preuve : comme % engendre & (E)®®+, il suffit de vérifier que 6, ! (C) € 2 (E)®®+, pour tout C' € €. On
se donne C' = {x = (2(t))1er, € E®+ : x(to) = io;...;2(t,) = in}. Alors

0, 1(C) = {x = (2(5))ser, € E™ : x(to+1t) =dg;...;0(t +1,) = in},

qui est un cylindre élémentaire, ce qui acheéve la preuve du lemme. |

Nous introduisons la notion de filtration en temps continu.
Définition I1.1.5 (Filtration en temps continu) On rappelle que (€2, %) est un espace mesurable.

(a) Une filtration sur (§2, .7 ) est une collection (.%;)cr, de sous-tribus de .% qui est croissante pour I’in-
clusion #; C %, C %, pourtoust > s.

(b) (Filtration continue a droite) La filtration continue a droite, notée (%4 )i>0 est définie par Fy =
(>0 Ft+hs pour tout £ € R Il est facile de vérifier que Fy = ()59 F(14+n)+- t € Ry d’olt le nom
de filtration continue a droite.

(¢) (Processus adapté ) On se donne un processus X = (X;)icr, défini sur (€2,.%), a valeurs dans E, qui
est (F, Z(E)®®+)-mesurable. On se donne une filtration (.%;),cr, . On dit que X est (% );cr, -adapté
ssi pour tout t € R, X; est .%#;-mesurable.

(d) (Filtration naturelle ) On se donne un processus X = (X;);cr, défini sur (£2,.7), a valeurs dans E,
qui est (.7, 2(E)®®+)-mesurable. Pour tout ¢ € R, on note .#X la tribu engendrée par les variables
aléatoires X, s € [0, t]. Autrement dit

Fr=o({(Xs=i}iic B, sco]) .

11 est facile de voir que (FX);cr, est une filtration sur ($2,.%). On I'appelle la filtration naturelle
associée a X. 1l est facile de voir également que c’est la plus petite filtration (pour I’inclusion) par
rapport a laquelle X est adapté. O
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II.1.b Semi-groupes.

Dans le cas des processus a temps continu, ce qui joue le role des matrices de transition est le semi-groupe
qui est défini comme suit.

Définition I1.1.6 (Semi-groupes markoviens et sous-markoviens) On rappelle que F est un espace dénombrable
discret. Pour tout ¢ € R, on se donne une matrice sur E notée P; = (p;(i, j))i jer. La famille (P;);cr, forme
un semi-groupe sous-markovien si elle satisfait les propriétés suivantes.

(a) Pourtoust € Ry ettousi,j € E,onap(i,j) > 0.

(b) Pourtoust,s € Ry ettousi,j € E,onapsi4(i,5) = > 1cpps(i, k)pi(k, j), ce que Ion note « matri-
ciellement » par

Vs,tER.,., PsPt:Rt—l-s;
C’est la propriété de semi-groupe. On requiert également que Py = Idg, c’est-a-dire que po(i,j) = 1 si
i=jetpoli,j) =0sii#j.
(c) Pourtoutt € Ry ettousd,j € E, > cppi(i,j) < 1.
La famille (P;).cr, forme un semi-groupe markovien si elle satisfait (a), et (b) comme ci-dessus et (¢’) :

() Pourtoutt € Ry ettousi,j € B, Y . ppi(i,j) = 1. O

Exemple II.1.7 On prend N = E et on fixe ¢ > 0. Pour tout ¢ € R, on pose
pelis ) = L e /(G —d), djeN
On vérifie que la famille (P;):cr,, est un semi-groupe markovien. On verra plus loin que c’est le semi-groupe du processus de Poisson

linéaire de paramétre c. |

Exemple I1.1.8 On prend E = {0, 1} et pour tout ¢ > 0 on pose p¢(%,7) = 1/2,4,j € {0,1} et on pose po(1,1) = po(0,0) = 1,
po(1,0) = po(0, 1) = 0. On vérifie que la famille (P;):cr, est un semi-groupe markovien. O

Remarque I1.1.9 (Rendre markovien un semi-groupe sous-markovien) Considérons un semi-groupe sous-markovien
(P)ter. - Quitte a considérer un espace d’état plus grand, il est possible de le « rendre » markovien par la
procédure suivante. On se donne un point cimetiére, ¢’est-a-dire un point 0 qui n’est pas dans F. On pose

E* = EU{0}. Pour tout t € R, on définit la matrice P} = (p; (4, j))i jer+, comme suit.

et pour tout ¢ € F, on pose

pi(6,0) = 1= pi(i, E) = 1= ps(i, j) -
jerE

On vérifie alors que (FP;")¢cr, est un semi-groupe markovien sur £*. ]
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Semi-groupes (sous) markoviens sur un espace d’état fini.

Lorsque E est fini, pour simplifier les notations, on identifie ' a {1,..., N}, N étant le nombre d’éléments
de E. Onnote .#(C) I’ensemble des matrices N x NV a coefficients complexes. .#y (C) est un espace vectoriel
réel de dimension N? et il peut étre muni d’une norme d’algebre ||-||, ¢’est-a-dire qu’en plus d’étre une norme
d’espace vectoriel ||-|| satisfait |AB|| < |[|A]l||B]|, pour tout A,B € #n(R). Si A = (aij)i<ij<n €
A (R), on utilisera la notation [A](7, j) = a; ; pour I’entrée (¢, j) de la matrice A. On voit que pour (i, j) fixe
A+ [A](i, 7) est une application continue.

Rappels sur I’exponentielle de matrices. Soit A € . (C). Pour toutn € N, on pose f,(A4) = > r, mA",
avec la convention A° = Id. On remarque que o

sup [ fuy (A) = fn (A < D o1 A™ —— 0.

ni,n2>n m>n

La suite de matrices (f,,(A),n > 0) est de Cauchy dans (.Zx(C), ||-||), qui est complet car de dimension finie.
Cette suite de matrices a donc une limite qui est notée symboliquement

exp(A) i= |[|-lim fu(4) = —A™
n>0

Cela montre que pour tout 1 < ¢, 5 < N, la série numérique suivante est absolument convergente

lexp(A)](i,5) = > = [A")(i, 5) -

n>0

On suppose que A, B € .#n(C) commutent : A.B = B.A. On montre facilement que

oA fa(B) — fulA+B) = S L% (q>Ap.Bw.

n+i<g<an & g—n<p<n P

Par conséquent
1
1£2(4)-£a(B) = Fuld + B) < 3 (1A + 1B —— 0.
g>n 17

Cela entraine la propriété suivante
VA, Be #n(C), A.B=DBA = exp(A+ B) =exp(A).exp(B) . (IL.1)

L’exponentielle de matrice permet de définir des semi-groupes de matrices. Plus précisément, soit G €
AN (C). Pour tout t € R on pose P, = exp(tG). Comme tG et sG commutent et que tG + sG = (t + s)G,
(Py)ter . est un semi-groupe pour le produit matriciel ¢’est-a-dire que Py = Id et P = P;Ps. Le théoreme
ci-dessous montre une réciproque a ce fait sous une hypothese de dérivabilité du semi-groupe.

Théoreme I1.1.10 Pour tout t € R, on se donne une matrice P; = (p;(i,j))1<i j<N € AN (C). une matrice
On fait les hypotheses suivantes.

(a) On suppose que P,Ps = Py, pour tous s,t € Ry.

(b) On suppose que Py = 1d.
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(c) On suppose que t € Ry +— P, est continument dérivable a droite en 0T, ¢’est-a-dire qu’il existe G =
(gij)i<ij<n € Mn(C) telle que
Vi,je{l,...,N} lim H(p(i,5) — 6ij) = i -
t—0t
Alors, les assertions suivantes sont vraies.

(1) Pourtoutt € Ry, ona P, = exp(tG). La fonctiont € Ry — P, € M n(C) est dérivable et sa dérivée
%Pt satisfait I’équation différentielle ordinaire

d
Vt€R+, fPt:GPt:PtG et P():Id.

dt
(13) (Py)ier est markovien (resp. sous-markovien) si et seulement si les coefficients de G sont des réels
satisfaisant
V1<i,j<N, ¢;>0sii#j et Z Gij=—G (resp. < —qi;). (IL.2)

1<j<N

On observe que —q; ; > 0 pour tout 1 < i < N.

Remarque IL.1.11 Le théoreme II.1.10 reste vrai sous les hypotheses (a), (b) et I'hypothese plus faible (¢)
que t € Ry — P est continu a droite en 0. Voir I’exercice I11.3 pour une preuve. O

Preuve du théoréme. On commence par montrer (z) sous les hypothéses (a) (b) et (¢). Par (c), il existe un réel
n > 0 tel que la fonction i € [—n, n] — P, soit continue. Soit ty > 2. Par la propriété de semi-groupe,
Pyy+n = Pyy—y Py, ce qui implique que la fonction h € [—n, 7] — P, 4, est continue et donc que t — P
I’est également sur tout R..

Puisqu’on est en dimension finie et que la convergence pour toute norme sur .#x (C) est équivalente a la
convergence des entrées des matrices, (a) se reformule de maniére équivalente par :

lim ||£(P, —Id) - G||=0.
Jim [ (P — Id) = G|

On observe ensuite que pour tout ¢ > 0, on a || (P, — Pr) — GPy|| < ||P|| || (P, —Id) — G||. Par conséquent
t — P, est dérivable a droite sur tout R de dérivée G P;. De méme on montre que la dérivée a droite est aussi
égale a P;GG. Donc G commute avec P;, pour tout ¢ € R .

Soitunréel t > 0 et soit h € |0, ¢[. Comme on a montré que le semi-groupe est continu, ¢ = supcpo 4 || Ps ||
est une quantité finie et on observe que

|+ (P—h — P) + GP|| < |$(Pep — P) + GP_p|| + [|GP, — GPi_y,
< IPa((Td— B + Gl + |GI 1Pl 1P — Tall,
< Pl (1= B + Gl + Gl 1Py — 1d],
< dlzIa—Py)+ Gl +clGl 1P, — 14|
On en déduit que limy, o+ ||+ (P—, — P:) + GP,|| = 0. Par conséquent t — P, est dérivable & gauche et

sa dérivée coincide avec la dérivée a droite. En définitive, { — P; est dérivable sur R et satisfait I’équation
différentielle : %Pt = G- P, avec condition initiale Py = Id. Cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 n’a
qu’une seule solution de donnée initiale Id. Or on vérifie que ¢ — exp(¢G) est solution de la méme équation.
On a donc P, = exp(tG), ce qui montre le premier point.
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Montrons ensuite (ii). On suppose d’abord que (F;);cr, est markovien. C’est donc une matrice réelle et
donc %POJr = @ est une matrice réelle également. Puisque par (i) P, = exp(tG), on peut donc écrire pour
tout ¢ € [0, 1],

P, =1d+tG + t’B; ,

avec t € [0,1] — By € .#n(R) continue bornée sur [0, 1], ses entrées notées b, (i, j) sont donc continues
bornées. Pour tous 1 < 4,5 < N, on a donc

pe(iyj) = tqij + t2be(i,§) sii # j et pyli,i) = 1+ tqi; + t2be(i, ). (IL.3)

Supposons d’abord que ¢ # j. Comme p; (i, j) > 0, on en déduit ¢; ; > —tb.(, ), pour tout ¢ € |0, 1] et donc
¢i,; > 0 en faisant tendre ¢ vers 0". Supposons que le semi-groupe soit sous-markovien. On remarque ensuite

1> > p(i i) =1+t > qy +£ Y bili, j) (IL4)

1<G<N 1<G<N 1<G<N

Donc 0 > 37 oy @ij +1 2 1< be(i, j). En faisant tendre ¢ vers 07, on obtient 3, ., gi,j < 0, ce qui
implique (II.2) dans le cas sous-markovien. Le cas markovien se traite de facon similiaire, I’inégalité dans (I1.4)
étant une égalité. en faisant tendre ¢ vers 0". On a donc prouvé une implication de (7).

Montrons I’implication contraire : on suppose que (F;)«cr satisfait (a), (b) et (c¢) et (IL.2). On montre
d’abord que pour tout ¢ € R, la matrice P; est a coefficients positifs. Pour cela, on fait d’abord I’hypotheése que
¢i; # 0, pour tous 1 < 7,5 < N.On remarque que puisque P, = exp(tG), on peut écrire P, = Id+tG + 2By
avec By bornée, ce qui implique (I1.3). Il existe donc un réel £ > 0 tel que p;(i,7) > 0, pour tout ¢ €0, €] et
pour tous 4, j. Soit un réel ¢y > 0. Il existe un entier n > 1 tel que 0 < ¢p/n < e. Ce qui précede implique
alors que P; /,, est a coefficients positifs. I en est donc méme pour Ptﬁ /n qui vaut P, par la propriété de
semi-groupe. Par conséquent, pour tout ¢t € R, P; est a coefficient positifs.

Montrons ensuite que pour tout ¢ € R, la matrice P; est a coefficients positifs, sans plus nécessairement
supposer que les ¢; ; soient non-nuls. On procéde par perturbation pour se ramener au cas de coefficients non-
nuls. Soit7 €0, 1. On introduit Gy, = (¢;;)i jer, ot g}'; = gi j+n > Opourtousi # jetq], = gii—Nn <O0.
Autrement dit G7 = G + 1M, ou M est une certaine matrice carrée. On pose ensuite P;' = exp(tG,) =
(p(i,))ijcr- Par ce qui préceéde pj (i, j) > 0, pour tous 4,7 € E, t € Ry et tout y €]0,1[. Or la fonction
exponentielle exp : .#x(R) — .#x(R) est continue donc pour tout t € Ry, ||| — lim,_,o+ exp(tGy) =
exp(t@G). Par conséquent, p;(i,j) = lim, o+ p} (i, ) et donc py(i, j) > 0, ce pour tout ¢ € Ry et pour tous
1<4,5<N.

On note ensuite v, le vecteur colonne dont les N composantes valent 1. On a donc Gv = 0 (resp. les coor-
données du vecteur Gv sont négatives). On remarque que la i-éme composante de P;.1x est ), <j<N (i, 7).
On remarque ensuite que

d d . .
g (Pw) = (P = (PG = B(G) = ( Y m@)E)0), -
1<j<N
Si Gv = 0 (si resp. les coordonnées du vecteur Gv sont négatives) alors pour tout i € {1,...,N}, t —

Ppo(i) = >21<j<n pe(i, j) est une fonction constante (resp. décroissante). Or Pyv = v, qui est le vecteur dont
les compsantes sont toutes égales a 1. Donc ) _, <j<N pe(i,7) = 1 (resp. < 1). Cela termine la preuve de la
seconde implication de (7i) et du théoréme. [ |

EXERCICES.
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Exercice II.1 Montrer que le semi-groupe donné dans 1’exemple I1.1.8 (b) n’est pas de la forme exponentielle du théoréme précédent.
O

Exercice I1.2 11 s’agit d’un exercice préparatoire a 1’exercice I1.3. On munit .# (C) d’une norme matricielle ||-||. Soit ¢ € Ry —
R: € #n(C), une fonction continue. Soient a,b € Ry tels que a < b. On note ff R, dt la matrice M telle que [M](z,5) =

JJ (B, g) .
1. Montrer que [|-|| — limp 00 =2 > o<ken Bat-ayk/n = f; R dt.
2. Montrer que ||fabRi dt]| < fabHRtH dt.

3. Soitt € Ry — Q: € .#n(C), une fonction continue. Soient P, M € .#x(C). Montrer que MfabRt dt = fabMRt dt et
(fth dt)M = f:RtM dt. Montrer que fabRt dt + f;Qt dt = f:(Rt + Q) dt.

4. Montrer soit ¢ € Ry tel que ¢ > b. Montrer que [ Ry dt = f:Rt dt + [ R dt.

5. Montrer que ¢ — fg R, ds a des entrées C'* et montrer que

t
i RS dS = Rt .
dt |,
6. On suppose désormais que [;]| R¢|| dt < oo. Montrer que ||-|| — limp 00 f;Rt dt existe dans .#n (C). On note simplement

J57 Ry dt cette limite.

Montrer que || [~ Re dt|| < [, || Rl dt.

Montrer que M [°Ridt = [ MR dt et ([;° Ry dt)M = [°RiM dt.

On suppose également que []|Q¢|| dt < oo. Montrer que [~ R: dt + [°Q¢ dt = [*(R: + Q) dt.

7. Soitv € CV. On suppose que ||-|| est la norme matricielle subordonnée a une norme |- | sur CV : || M || =max,ceN .|y <1 | Mol
Soit v € CV. Montrer que f; Rivdt = (f; Ry dt)v.

Montrer que |-| — limp— 00 fob Ryv dt existe et vaut ([° Ry dt)v.
Soit ¢ : C¥ — C une forme linéaire. Montrer que t € Ry +— ¢(Rsv) est intégrable sur Ry et que o(([;° Redt)v) =
¢(f000 Rt’U dt) = fooo (,Zs(RﬂU) dt. O

Exercice IL.3 1l est recommandé de faire d’abord I’exercice I1.2. Soit (P;):er, , une famille de matrice de .#x (C). On suppose que
la fonction ¢ — P, est continue a droite en 0. On suppose également qu’elle satisfait les hypothéses (a) et (b) du théoreme I1.1.10,
page 150. On suppose que ||-|| est la norme matricielle subordonnée a une norme | - | sur C

1. Montrer que la fonction ¢ — FP; est continue.

2. Onnote D = {v € CV : ||=lim,_,+ +(Prv—v) existe}. Montrer que D est un C-sous-espace vectoriel de C".

3. Soit Ao € R tel que maxe(o,1]||P:|| < e°. Montrer que ||| < e*0e*’ pour tout ¢ € R... Montrer que pour tout réel
A> o, [ e || P;|| dt < oo et en utilisant ’exercice 11.2, page 153, en déduire que R := 15 e~ P, dt est une matrice
de .#x (C) bien définie.

4. Soit h € Ry, justifier (soigneusement) que Ry P, = P, Rx = e Ry — e foh e P, ds.

5. Déduire de la question précédente et de I’exercice I1.2, page 153 que pour tout A > Ag et tout v € CV, Ryv € D.

6. Pour tout v € CV, montrer que limy 00 | ARV — v| = 0.

7. Déduire des questions précédentes que D = C™, ¢’est-a-dire que ¢ — P; est dérivable a droite en 0.

8. Conclure. (]

II.1.c Définition des processus markoviens, propriété de Markov.

On rappelle que (2,.7, P) désigne un espace de probabilité sur lequel sont définies, sauf mention expli-
cite du contraire, les variables aléatoires que I’on considére. On commence par une premiere définition des
processus de Markov.

Définition I1.1.12 (Premiére définition des processus markoviens a espace d’états discret.) Soit E/ un espace
dénombrable discret. Un processus X = (X;);er, défini sur (£2,.%) et a valeurs dans £ est un processus
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markovien sous P ssi il existe un semi-groupe markovien sur E noté P, = (p;(7,7)): jer, t € Ry tel que pour
toustg = 0 < t1 < ... < t, et pour tout tous ig, . .., i, € I, on ait

P (XO - 7’07 th - 7’17 ceey th - Zn) - P(XO == io)ptl (ioa il)ptz—tl (7:177;2) . 'ptn—tn_l(in—lvin) .

La loi de X sous P est appelée loi initiale ou loi d’entrée de X. On la notera souvent p. Pour résumer, on dit
que X est un processus de Markov a valeurs dans ' de semi-groupe (FP;)icr, et de loi d’entrée . (Il

Comme pour les chaines de Markov, il est commode d’introduire une filtration dans la définition d’un
processus de Markov. Cela donne lieu a la définition suivante.

Définition I1.1.13 Soit E un espace dénombrable discret. Soit X = (X¢);cr,, un processus de Markov a
valeurs dans £ qui est défini sur I’espace de probabilité (€2,.7,P). Soit (.%;)icr, , une filtration définie sur
(€2,.#). On dit que X est un processus de Markov relativement a la filtration (.%;);cr, ssi pour tous s, € R
et pour toute fonction f : ' — R bornée, il existe une fonction g : £ — R telle que

P-p.S. E[f(Xt+s) |9’t] = g(Xt> .
On note que g dépend a priori de f etde t et s. (I

Lemme I1.1.14 Soir E un espace dénombrable discret. Soit (2, % ,P) un espace de probabilité muni d’une
filtration (F4)ier,. Soit X = (Xi)ier,, un processus de de Markov a valeurs dans E relativement a la
filtration (F)er.,.. On note Py = (p(i,7))ijer t € Ry, son semi-groupe. Alors pour tous s,t € R, et tout
je B ona

P-p.S. E[]‘{Xt+5:j} |yt:| = pS(Xt7j) ‘

Preuve : par définition il existe g : E — R telle que P-p.s. E[l{XHS:j} L%] = g(X}). Pour tout 4,9 € E,
on a donc

P(Xo = i0)pe(io, i)ps(i,j) = P(Xo=rio; X =13 Xeys =)
= E[l{oniO;Xt:i}g(Xt)]
= P(Xo =io; X¢ =1)g(i) = P(Xo = io)p(io, 1)g(i) -
On en déduit que si P(X; = i) > 0, alors g(i) = ps(1, j), ce qui implique le résultat voulu. [ |
Comme pour les chaines de Markov, nous introduisons la notion de processus de Markov global. Le terme

« global » n’étant pas standard et il ne sera plus employé dans la suite.

Définition I1.1.15 (Processus de Markov « global ».) On se donne un espace dénombrable discret £. Un pro-
cessus markovien (global) a valeurs dans E est la donnée des objets suivants.

(Q F ;5 (Fo)rer, s X = (X)iery 5 (Pe)icr, ; Py, p € A (E)) .

(a) (€,.7) estun espace mesurable et (.7;);cg, est une filtration sur (€2, 7).

(b) Pourtoutt € Ry, Xy : Q — E est .Z;-mesurable. Autrement dit X = (X;);ecr, est un processus a
valeurs dans E' qui est (F);cr., -adapté.

(c) (Pr)ier. estun semi-groupe markovien. Pour tout t € R, on adopte la notation P; = (p;(4, j))i jeE-
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(d) Pour toute 1 € .#1(E), P, est une mesure de probabilité sur (£2,.%) telle que
Vs,teRy, Vi€ E, Pups. Eu[lix, | %] =ps(Xs,]) - (IL5)

ce qui est equivalent a ce que pour toute fonction f : ¥ — R bornée ou positive on ait

Pu-p.S. E,u [f(Xt+s) ‘ yt] = (Psf)(Xt> = ZPS(Xtv])f<]> .
jeE

Notations : on note §; la masse de Dirac en ¢ € FE, c’est-a-dire la mesure de probabilité sur F telle que
0i(j) = 1ssii = j (et par conséquent 6;(j) = 0 si i # j). On notera P, simplement par P;. L’espérance
associée a P; sera notée E; au lieu de Es;, . O

Théoréme I1.1.16 (Propriété de Markov simple) On se donne E un espace dénombrable discret et un processus
markovien, noté

(Q; F; (r%t)teﬂ&r ; X = (Xt)t€R+ ; (Pt)t€R+ ) Pu; ne «//I(E)) :

Pour tout i € #1(E), pour tout t € R et pour toute fonction F : E®+ — R, 2(E)®-mesurable bornée, on
a ’égalité suivante, appelée propriété de Markov au temps ¢ -

P,ps. E,[F(0,X)|#]=Ex[F(X)]. (IL.6)

Preuve : remarquons tout d’abord que w € Q — F(6;X(w)) € R est une application .% -mesurable d’aprées
le lemme II.1.4. D’autre part, si pour tout i € E, on pose ¢(i) = E;[F'(X)], alors ¢(X;) = Ex,[F(X)] est
F-mesurable. On fixe y € 41 (E) ett € R;. On se donne aussi C' € € : il existe donc 0 < tg < ... < t, et
i0s .- in € Etel que C = {x = (z(t))ter, € E®+ : z(to) =io;...;2(ty) = in }. On montre d’abord la
propriété de Markov simple pour F' = 1.

Pour cela on observe que F'(6,X) = LiX, 44y =io; i Xep e =in}- COmme X est (Fs)ser, -adapté, { Xy, =
005 -3 Xttty = in—1} € Fitt,_, ctonaP,-ps.

EM [F(etx) ‘ <g.t-i-tn_1 :| = 1{Xt+t0:’£0§~--§Xt+tn,1:infl}ptn_tn—l (Xt+tn_1 ) Zn)
1{Xt+tO:7;();...;Xt+tn_l :infl}ptn*tnfl (infla Zn) .
En itérant ce raisonnement, on obtient P ,-p.s.
Eu[F(0:X) | Figt, | = Lixy iy =ioriXete, y=in-2}Ptn—z2—tn—1(in—2,in—1)Pty—t,_1 (in—1,%n)
et en poursuivant, on aboutit a
P“-p.S. E# [F(QtX) ‘ yt] = Pty (Xt, io)ptl —to (i(), i1) R (in_l, ’Ln) . (H.7)

On fixe ¢ € F, on choisit u = J; et t = 0 dans I’expression précédente et on intégre 1’expression obtenue, en
notant bien que, sous P;(Xy = 7) = 1. On obtient alors

P; (X € C) =E; [F(X)] = Pto (iv io)ph—to (iOv il) <o Pty—tn_1 (in—lv Zn) :
Ceci combiné a (I1.7) avec u et t quelconques, montre que

P,ps. E,[F(0,X)| %] =Ex,[F(X)],



156 CHAPITRE II. PROCESSUS MARKOVIENS A ESPACE D’ETATS DISCRET

ce qui est bien la propriété de Markov pour F' = 1¢.

Le cas général s’obtient par I’utilisation de la version fonctionnelle du théoreme de la classe monotone : on
fixe 4 € .4, (FE) ett € Ry et on note .7 1’ensemble des fonctions F : E®+ — R, 2(E)®R+-mesurables
bornées qui satisfont la propriété de Markov simple (II.6). On a montré que 1¢ € ¢, pour tout cylindre
élémentaire C' € €. 1l est facile a 1’aide du théoréme de convergence dominée conditionnelle de montrer que
A satisfait les hypotheses de la version fonctionnelle du théoreme de la classe monotone (théoreme A.1.20,
page 273). En vertu de ce théoréme on conclut que .7 contient toute fonction F' : E®+ — R qui est o(%)-
mesurable bornée. Or, par définition, 0(%) = 2 (E)®®+, ce qui termine la preuve du théoréme. [ |

II.1.d Trajectoires régulieres, décomposition jusqu’au temps d’explosion éventuelle.

Il est nécessaire d’aborder une difficulté théorique : les diverses définitions que nous avons introduites
précédemment n’éliminent pas un certain nombre de processus pathologiques. Examinons 1’exemple suivant :
on pose E = {0, 1}, et on fixe (2,.%#, P), un espace de probabilité. On suppose que pour tout ¢ € R, il existe
une variable X; : Q — {0, 1}, qui est % -mesurable et on fait I’hypothese que P(Xy = 0) = 1, que les variables
X, t € R4, sont mutuellement indépendantes et que pour tout ¢t > 0,onaP(X; =0) = P(X; =1) = 1/2.
Le lemme I1.1.2 assure que X = (X;)er, : 2 — {0, 1}R+ est bien (F, 2({0, 1})®*+)-mesurable. De plus,
il est facile de vérifier que X = (X;)icr, estun processus markovien de semi-groupe P, = (p¢(i, )i jefo,1}»
t € Ry, donné par p:(0,1) = p(1,0) = p(0,0) = pe(1,1) = 1/2. (voir I’exemple II.1.8 page 149). Ce
processus de Markov tres simple cadre avec les définitions que nous avons données mais il est extrémement
irrégulier. Son existence méme suppose que 1’espace de probabilité (€2, .7, P) soit de. cardinal extrémement
tres gros. La trajectoire de X est trés irréguliere et nous laissons le lecteur s’interroger sur le sous-ensemble
aléatoire S C Ry des zérosde X : S = {t ¢ Ry : X; =0}.

Pour éviter, ce genre de processus tres irréguliers, il est nécessaire de se restreindre & une classe de processus
dont la trajectoire est réguliere, Plus précisément nous allons nous restreindre a des processus a valeurs dans F
qui sont continus a droite.

Définition I1.1.17 (Trajectoires continues a droites) Soit E, un ensemble dénombrable non-vide. On le voit
comme un espace topologique discret : on le munit de la distance d définie pour tous i, j € F, par d(i,j) = 1
sii # jetd(i,i) = 0; la topologie de (E,d) est alors la topologie discrete. Comme déja mentionné la tribu
des Boréliens de (F, d) est la tribu de tous les sous-ensembles de F, notée Z(F) := {B C E}.

Soit x = (z(t))ier, € E®+, une fonction de R} dans E. On dit qu’elle est continue a droite (cad en
abrégé) si et seulement si pour tout t € R, on a limy~q, 40 d(2(t), z(t + h)) = 0. On voit facilement que
cela est équivalent a la définition suivante :

x = (2(t))ier, € B® estcadssi VteRy, Iy >0 : x(t) =x(t+u), ue0,h. (I1.8)

Autrement dit, une fonction de R a valeurs dans E dénombrable discret est continue a droite si et seulement
si pour tout ¢t € R elle reste constante apres ¢ pendant un intervalle de temps strictement positif. ]

L’exemple suivant montre que les fonctions continues a droites a valeurs dans un espace dénombrable
discret peuvent étre néanmoins compliquées.

Exemple I1.1.18 On choit £ = Z, discret. On définit une fonction x = (x(t)):er, , une fonction 1-périodique en posant pour tout
te€0,1]
z(t) = (-1)"n site[1-2""1-2"""',neN.
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On voit que x est bien contiue a droite. En revanche, elle n’admet aucune limite a gauche aux temps ¢ qui sont des entiers strictement
positifs :

Vp e N, liminfz(p—h)=—0c0 et limsupz(p—h)=+o0.
h—0 h—0
h>0 h>0

Une fonction continue a droite n’admet pas forcément des limites a gauche et méme si elle progresse par palliers successifs, les temps
ou elle saute d’une valeur a 1’autre peuvent s’accumuler : on appelle ce phénomene /’explosion. (]

Définition I1.1.19 (Processus continus a droite) Soit E, un espace dénombrable discret. Soit (£2, .% ), un espace
mesurable. Pour tout t € R4, soit X; : 2 — E, une variable .% -mesurable. On dit que le processus X =
(Xt)ter,. estun processus continu a droite (partout sur €2) si et seulement si

VweQ, teR;+— Xi(w)€ E estune fonction continue a droite.

O

On fixe x = (z(t))ter, € E®+, une fonction continue a droite et on s’intéresse ensuite a la trajectoire de
X jusqu’a son premier temps d’explosion éventuelle. Pour décomposer cette trajectoire, nous introduisons les
notations suivantes qui seront utilisées dans tout le reste du chapitre.

(a) (Temps de saut) On pose Jo(x) = 0 et on définit récursivement la suite .J,,(x) € [0, 00], n € N par:
Jnt1(x) = inf{t > Jp(x) : z(t) # x(Jo(x))},

avec la convention que inf () = oco. La suite (J,,(x))n>1 est la suite des temps de sauts de x avant la
premiére explosion. On observe que si J,(x) < oo mais Jy,41(x) = oo, alors z(t) = z(J,(x)), pour
tout temps ¢ > J,,(x). On dit que la trajectoire est absorbée en x(.J,(x)), et on a alors Jy,(x) = oo, pour
toutp > n + 1.

(b) (Temps d’explosion) On pose

((x) = ili}()) Jn(x) €10,00] .

C’est le premier temps d’explosion de x. Si ((x) = oo, on dit que x n’explose pas.

(¢) Onnote N(x) = sup{n > 0 : J,(x) < oo} qui est le nombre de sauts avant absorption éventuelle.
Donc N (x) < oo si et seulement si la trajectoire x est absorbée en un état.

(d) (Squelette) On note les valeurs successives de x avant 1’explosion par
Ya(x) = 2(Ju(x)) sin < N(x) et Yp(x)=z(Inx(x)) sin>N(x),
la seconde égalité étant une convention qui s’avere commode en cas d’absorption. La suite
Y (x) = (Ya(x))nx0

est appelée le squelette de x (ou la chaine (ou suite) des sauts). On remarque que si V(x) < oo (c’est-a-
dire si la trajectoire est aborbée), la suite (Y,(x)),>0 est constante a partir d’un certain rang.

(e) (Durées d’attente) On définit la suite D), (x) € [0, 00], n > 1, des durées d’attente entre les sauts de x de
la maniére suivante :

Dpii(x) = Jpt1(x) — Jn(x) si 0<n<N(x) et Dppi(x) =00 sin>N(x).
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Il est important de noter que la donnée de (D,,(x)),>0 et de (Y, (x))n>0 permet de reconstituer entierement
x sur I’intervalle de temps [0, {(x)[ et que ’on a

((x) = Dalx) .

n>1

En revanche ces deux suites ne disent rien sur la trajectoire aprés le temps ((x). Signalons dés maintenant que
nous ne nous préoccuperons pas de 1’étude des processus markoviens apres leur premier temps d’explosion.

II.1.e Propriété de Markov forte.

On restreint notre étude des processus de Markov a valeurs dans un espace dénombrable discret aux pro-
cessus qui sont continus a droite et on va prouver qu’ils satisfont la propriété de Markov forte. Pour cela il est
nécessaire de définir la notion de temps d’arrét a valeurs dans [0, co].

Temps d’arréts.

Bien que trés proche des temps d’arrét discrets, la notion de temps d’arrét a valeurs dans [0, co] comportent
quelques complications.

Définition I1.1.20 On fixe un espace mesurable (£2,.%) et une filtration (.%;)cr, sur cet espace. On pose
également F, = o(%;,t € Ry), donc .Z, C .#. On rappelle la notation .7 = (1,5 -Z¢+n (qui en général
est distincte de .%;).

P

(a) (Temps d’arrét) Soit T : 2 — [0, 00]. T est un temps d’arrét relativement a la filtration (.%;):>0 ssi
VieRy, {weQ:T(w)<t}eF.
(b) Soit T un temps d’arrét relativement a (.%;,¢t > 0). On pose
Fr={A€F:VteR,, AN{T <t} e F}
et
Frr={Ac Fo:VteRy, AN{T <t} € F; }.

Il est facile de vérifier que .Z7 et Zp, sont des sous-tribus de .Z, et que Fp C Fp,. Latribu %7 est
la tribu des évévement antérieurs a T'. U

Proposition I1.1.21 Soient (2,.%), un espace mesurable et (F;)icr ., , une filtration sur cet espace. On pose
Foo = 0(Fy,t > 0). On rappelle la notation F = (5o Fi+n t € Ry. On rappelle que (F1 )icr, est une
filtration sur (2, .F ) qui est appelée filtration continue a droite associée a (F)icr., . Soient S, T : Q1 — [0, o0],
deux fonctions. Alors les assertions suivantes sont vraies.

(i) La variable T est un (Fiy)¢>o-temps d’arrét si et seulement si {T < t} € F, pour tout t € Ry.

(73) On suppose que T est un (F)i>o-temps d’arrét. Alors,
Fry={Ac F: VteR, AN{T <t} €F}.

(7i1) On suppose que S et T sont deux (:F)i>o-temps d’arrét. Alors, les variables S N'T et SV T sont deux
(F)i>0-temps d’arrét et Frpg = Fg N Fr. Par conséquent, si S(w) < T'(w), pour tout w € Q, alors
Fg C Frp.
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Soit (Sp)n>1, une suite de temps d’arrét relativement a (F4)¢>o.
(iv) S* = sup,>y Sn est un (Fi)i>o-temps d’arrét.

(v) Sy =inf,>1 Sy, est un (Fiy)i>o-temps d’arrét et Fg, = (\,>1 FSp+-

Preuve : on suppose tout d’abord que 7" est un (% );>o-temps d’arrét, c’est-a-dire que pour tout s € R,
{T < s} € F4;.Onfixet > 0 et on fixe une suite strictement croissante ¢,, < t, n € N telle que lim,, ¢,, = ¢.
Ona{T <t,} € %, +. Mais on observe facilement que .%;  C .%;. Donc

(T<t}=|J{T<tn} € 5.
n>0

Par ailleurs, on observe que {7 < 0} = () € .%y. On a donc montré que si 7" est un (.F4 );>o-temps d’arrét,
alors {T' < t} € %, pour tout t € R.

Montrons la réciproque et pour cela supposons que {T" < t} € %, pour tout t € R;. On fixe t € R, et
une suite t,, > t, n € N, qui décroit strictement vers ¢. On fixe h > 0. Pour toutn € Ntel que ¢, <t+ h,ona
donc {T < t,} € %, C Fyp. Celaimplique donc que

Vh>0, {T<t}=({T <tn} € Frsn.

n>0

Par conséquent, pour toutt € Ry, ona {T' <t} € (oo Fi+h = Fi+, ce qui termine la preuve de (i).

Prouvons le second point. Soit A € .#7. On fixe ¢t > 0, et une suite strictement croissante ¢,, < ¢, n € N,
telle que lim,, ¢, = t. Alors AN{T < t,} € F,+ C % etdonc

An{T <t} = JAN{T <t} € F.

n>1

Réciproquement, supposons que A € .Z, soit tel que pour tout s € R, on ait AN {7 < s} € .Z,. On fixe
t € R, etune suite t, > ¢, n € N, qui décroit strictement vers ¢. On fixe A > 0. Pour tout n € N tel que
t, <t+h,ona AN{T < t,} € Fyp etdonc

Vh>0, An{T<t}=()AN{T <tn} € Fppn.
n>0

Par conséquent, pour tout ¢ € Ry, ona AN{T <t} € (o9 Fi+n = Fi4. ce qui termine la preuve de (74).

Montrons le point (7i7). Il est clair que pour toutt € Ry, {S AT >t} = {T >t} N {S > t} qui est bien
dans .%; car le complémentaire de {7" > t} etde {S > ¢} y sont, par définition. Par passage au complémentaire
cela implique que {S AT < t} € %, pour tout t € R et donc que S AT est un (F;);cr, -temps d’arrét. Le
cas de S V T se traite de facon similaire.

Soit A € Fgpr. Alors AN{S AT <t} € .%.Puisque {T <t} € .F, onremarque que AN{T <t} =
AN{SAT <t} N{T < t} € #. Celaimplique que A € .#7. On montre de méme que A € Fg et donc
que A € s N .Zr, c’est-a-dire que Fg r C Fg N .Fr. Montrons I’inclusion inverse et pour cela supposons
que A € Fg N .Zg. Celaimplique que pour toutt € Ry, ona AN{T <t} et AN{S <t} sont dans .%,. Par
conséquent AN{SAT <t} =(AN{S <t})U(AN{T <t} € F#, ce qui implique que A € .Fgxr et donc
Fs N Fr C Fsar, ce qui termine la preuve de (iii).

Le point (iv) est un conséquente directe du fait que pour tout t € Ry, {S* <t} = (),,5{5 < t}. Le
point (v) est un peu plus compliqué. On observe que pour tout t € R et pour tout n € N, ona {S,, < t} C
{S,, <t} € %,. Par conséquent

{S. <t} = J{Su <t} € Z,

n>0



160 CHAPITRE II. PROCESSUS MARKOVIENS A ESPACE D’ETATS DISCRET

ce qui montre que S, est un (% );>o-temps d’arrét par (7). On se donne ensuite A € .Fg, . Par (i7), cela est
équivalent a ce que pour tout ¢ € R, on ait A N {S, < t} € .%;. On remarque ensuite que

VneN, An{S,<t}=ANn{S.<t})n{S, <t} e F.

Cela montre que si A € Fg, 4, alors A € Fg, 1, pour tout n € N. Par conséquent Fg, . C (),~0 -5, +-
Montrons I’inclusion contraire et supposons que A € (), < %5, +. Par (i), pour tout n € N, et pour tout
teRi,ona AN{S, <t} € .. Par conséquent

An{S. <tt=JAn{S, <t} € F,

n>1

ce qui montre, en utilisant encore (i7), que A € Fg, ; : cela implique donc que ()~ Zs,+ C Fs, +- [ |
La proposition suivante fournit des exemples de temps d’arréts utiles.

Proposition 11.1.22 Soit E, un espace dénombrable discret. Soient (), F), un espace mesurable et (F4)>0,
une filtration sur cet espace. Pour tout t € R, on se donne une variable Xy : Q0 — E qui est .F-mesurable.
Autrement dit le processus X = (Xi)ier, est (Fi)ier, -adapté. On suppose de plus que X est continu a droite
partout sur ). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Le premier temps de saut de X, noté J\(X), est un (F)icr, -temps d’arrét. Plus généralement, pour
tout n € N, le n-iéme temps de saut J,,(X) est aussi un (F;)icr, -temps d’arrét, ainsi que le temps
d’explosion ((X).

(73) On fixei € E. On pose

T;(X) =inf{t e Ry, Xy =i} et T,;/(X)=inf{t > Ji(X): X; =i},

avec la convention que inf () = co. Alors T;(X) et T; (X)) sont deux (F;)ier . -temps d’arrét : T;(X) est
le premier temps d’atteinte de i et T, (X) est le premier temps de retour en .

(1ii) Soit K C E. On pose Tx(X) = inf{t € Ry, Xy € K}, avec la convention que inf ) = occ. Alors,
Tr (X) estun (Fy)ier, -temps d’arrét : Ty (X) est le premier temps d’atteinte de I’ensemble K.

Preuve : comme X est continu a droite, on a pour tout ¢t € Ry,

{N(X) >t} ={Vs €[0,1], X, = Xo} = {vr € (0, Q) U{t}, X, = X} = [ {X, = Xo}.
re([0,4)NQ)U{t}

Or pour tout 7 € ([0,t)NQ)U{t}, { X, = Xo} € F#, C Fy, car X est (F)er, -adapté. Donc {J1(X) >t} €
4, ainsi que son complémentaire. Cela montre que J1(X) est un (%;),cr., -temps d’arrét. Plus généralement,
on montre que pour tout n € N et pour toutt € Ry, ona

{Jn(X) <t} = {30<si<...<sp<t:Xo#Xg;...:Xs,  #Xs, }
= N {Xo# Xpp5. 5 X # X0, }

71,...,rn €([0,8])NQ)U{t}
o<ri <...<rp,
ce qui entraine que .J,(X) de X est un (.%;);cr. -temps d’arrét (on a également utilisé la continuité a droite
pour passer a la seconde égalité). La proposition I1.1.21 (v) enfin implique que ((X) = sup,,>q Jn(X) est
également un (.%;);cr , -temps d’arrét. Cela montre le point (7).
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Montrons une partie du point (47) et le point (¢i7) : pour tout ¢ € R, on remarque que

xx)<ty=J U {X=i.

€K re(]0,tnQ)u{t}

Or pour tout r € ([0,t] N Q) U {t}, {X, =i} € F C F, car X est (F)er, -adapté. Donc {Tk(X) <
t} € Z, pourtoutt € Ry . Cela montre que T (X) est un (.%;);cr., -temps d’arrét. Si on prend K = {i}, cela
implique que 7;(X) est un (.%;);cg, -temps d’arrét.

On observe ensuite que {7} (X) < 0} = () € .%j et que pour tout ¢ > 0,

{TH(X) <t} = U  {x#X:X. =i},
r,r' €(]0,]NQ)U{t}
r'<r
ce qui entraine également que 7;" (X) est un (.%;);cr, -temps d’arrét. [

Propriété de Markov forte.

Notations. On fixe (£2,.%), un espace mesurable et (.%;);cr, , une filtration sur cet espace. Pour tout t € R,
on se donne une variable X; : 2 — FE qui est .%-mesurable. On fixe i* € F, qui ne joue aucun role spécifique
dans la suite. On fixe également une fonction 7" : @ — [0, co]. On introduit alors les notations suivantes. Pour
tout w € €,

Xr(w) = { ;_’fm)(w) zi ;EZ; i z

On note 1;« : Ry — F, la fonction constante a ¢* et pour tout w € {2, on pose ensuite

HTX(O)) _ { :(ijT(w)th(w))tER_‘_ zi ;EZ; i za

On énonce la propriété de Markov forte comme suit.

Théoréme I1.1.23 (Propriété de Markov forte) On se donne E un espace dénombrable discret et un processus
markovien, noté

(0 F 5 (F)ier, s X = (Xoier, 5 (Pier, s Py, p € M(E)) .

On suppose que X est continu a droite. Soit T' un (F;);cr_ -temps d’arrét. Alors les assertions suivantes sont
vraies.

(1) La variable aléatoire Xp : Q — E est Fp-mesurable.
(i1) La trajectoire aléatoire 07X : Q — E®+ est (F, P(E)®®+)-mesurable.

(iii) Pour toute loi initiale p € ./ (E) et toute fonction F : E®+ — R qui est 2(E)®®+-mesurable bornée,
ona

Po-ps. By [Lres) F(0rX) | Fry] = Lircoy Ex, [F(X)] - (IL.9)

Comme Fp C Fry et comme X est Fp-mesurable, un résultat analogue a lieu en conditionnant par
rapport a F.
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Preuve : pour prouver (i), on utilise I’approximation suivante du temps d’arrét 7" : pour tout réel positif a, on
note [a] le plus petit entier qui soit strictement plus grand que a ([a] = nsin — 1 < a < n) c’est-a-dire
que [a] est la partie entiere de a augmentée de 1; pour tout n € N, on pose T,, = 27"[2"T, ], si bien que
T, = (k+1)2 " siet seulement si k27" < T < (k+1)27"; on observe alors que T;, = 0o ssi T = oo et que
(Th)n>0 est une suite décroissante de temps qui converge vers 7". La continuité a droite de X implique alors
que pour tout w € Q, X7, (w) converge vers Xr(w) lorsque n tend vers I'infini. Comme E est discret cela
implique que la suite (X7, (w))n>0 stationne a X7 (w) a partir d’un certain rang. On fixe t € R et on observe
que
(T <t} {Xp, =i} = |J {Xppn=itn{(k-1)27"<T <k2"}.
1<k<2mt

Or {(k—1)27" < T < k2™"} € Fjo-n etsik < 2™t alors Fo—n C Fy. Par conséquent {T), < t}N{ X7, =
i} € Z. On observe ensuite que comme X est continu a droite, on a

(T <tyn{Xp=i} =) J{Tn <t} n{Xy, =i}

p>0n>p

et ce qui précede montre que {7T' < t} N {X7p = i} € .%;. On note ensuite que {T' = t} € .%; et donc que
{T =t} n{X; =i} € .%;. Cela montre finalement que

VicE, VteR,, {T<t}n{Xr=i}=({T<tin{Xr=iHU({T=tIn{X,=i}) € 7.

Cela entraine que { X7 = i} € Zp, pour tout i € E et donc que X1 est Fp-mesurable, ce qui prouve (7). Le
point (i7) ne présente aucune difficulté : il est laissé en exercice au lecteur.

Montrons le point (7ii). On fixe u € .#1(F) et on prouve la propriété de Markov forte pour une fonction
de la forme F' = 1¢ ol C' € € est un cylindre élémentaire. Il existe doncn € N, 0 < t; < ... < t,, dans
Ry etiy,...,i, € E, telsque C = {x € E®+ : 2(t;) = i1;...;2(t,) = in}. On rappelle que la suite de
temps (7,)n>0 approche 7" en décroissant. Le fait que X soit continu a droite pour la topologie discréte sur £
implique facilement que

Yw € Q 7nh—>nolo 1{Tn(w)<oo}1C(9TnX(w)) = 1{T(w)<oo}1C(0TX(w)) (I1.10)
et que
Yw € ) ’nh—>rgo 1{Tn(w)<oo}PXTn () (X € C) = 1{T(w)<oo}PXT(w)(X S C) . IL.11)

Ensuite on fixe A € Zp,. Alors (I1.10) et (I.11) combinés avec le théoreme de convergence dominée im-
pliquent facilement

lim By, [1a1i7, <oy 1007, X)] = Eu[lalirccyle(00X)] et
T}L)II;O Eu[lAl{Tn<oo}PXTn (X € C)] = Eu[lAl{T<oo}PXT (X S C)] (II.12)

On observe alors que pour tout n € N,

Eu[1a1(1, <o}l (00, X)] = D Eullang-1)2-n<rakz-ny 1o (Bha—nX)] .
k>1

Puisque A € Fry, I'événement AN {(k —1)27" < T < k27 "} appartient a la tribu .%# 5. La propriété de
Markov simple au temps k27" implique alors

Eu[1an{r-1)2-n<r<k2-my1c (O X)] = Ep[langh-1)2-n<r<roe—Px,, . (X € C)].
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Cela entraine les égalités suivantes :

Eu[lAl{Tn<oo}10(9TnX)] = ZEu[lAm{(k—l)z—"§T<k2—"}PXk27n (X € C)]
k>1

= E[L[]‘Al{Tn<OO}PXTn (X € C)]

et (I1.12) implique alors que pour tout A € Fp.,
E,[141l{r<o}1c(0rX)] = Eu[1al{rcoo)Px, (X € O)].

On observe que Px (X € C) = Ex,[1¢(X)] est Fp-mesurable, donc %7 -mesurable. Comme 1’égalité
précédente est vraie pour tout A € .Fp., on obtient

P.-as. Eu[1{7cw)1c(07X) | Pri] = 1irco} Exy [1e(X)],
ce qui prouve la propriété de Markov forte pour toute fonction de la forme F' = 1¢,C € %.

Le résultat général s’obtient en raisonnant par classe monotone, comme dans la preuve de la propriété de
Markov simple : On note .7 ’ensemble des fonctions F' : E®+ — R qui sont & (E)®®+-mesurables bornées
et qui satisfont (I1.9). On vient de montrer que 1o C .77, pour tout cylindre élémentaire C' € ¥ 1l est facile
a ’aide du théoréme de convergence dominée conditionnelle de montrer que 57 satisfait les hypotheses de la
version fonctionnelle du théoréme de la classe monotone (théoreme A.1.20, page 273). En vertu de ce théoréme
on conclut que .7 contient toute fonction F' : E®+ — R qui est o(%)-mesurable bornée. Or, par définition,
o(€) = 2(E)®R+, ce qui termine la preuve du théoréme. [ |

II.1.f Décomposition d’un processus markovien, générateur infinitésimal.

On rappelle les notations J,(x), {(x), N(x), ¥, (x) et D, (x), définies pour une trajectoire x continue
a droite a valeurs dans un espace discret. On adopte les conventions suivantes sur les lois exponentielles :
on dit qu'une variable nulle presque surement est une variable exponentielle de parametre infini et qu’une
variable infinie presque surement est une variable exponentielle de parametre nul. On parle alors de variable
exponentielle étendue pour signifier que son parameétre varie dans [0, co]. On utilise le fait suivant laissé en
exercice : soit (£2, %, P), un espace de probabilité sur lequel est définie e : 2 — [0, oo], une variables aléatoire
Z -mesurable.

La v.a. e suit une loi exponentielle étendue <= Vs, t € Ry, P(e>s+1t)=P(e>s)P(e>t). (II.13)
On commence par démontrer la proposition suivante.
Proposition I1.1.24 On se donne E un espace dénombrable discret et un processus markovien, noté
(Q; F 5 (Fo)rer, s X = (Xp)tery s (Po)ier, ; Py, p € A (E)) .

On suppose que X est continu a droite. Pour tout i € E, sous P;, le premier temps de saut J1(X) suit une
loi exponentielle (étendue) de paramétre noté q(i) € R.. Par ailleurs, sous P;, J1(X) est indépendante de la
positition Y1 (X) au premier saut.

Preuve : pour simplifier les notations on pose J; := J;(X). On fixe i € E. pour tous ¢, s > 0, on a

Pi(Ji>s+1t) = Ei[1,>n1{vues], XusimXi})
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= Ei[1,010,0:x)>s}) -
Puisque, d’apres la proposition I1.1.22, J; est un (:%;);>o-temps d’arrét, I’événement {J; > ¢} appartient a
Z¢. La propriété de Markov au temps ¢ entraine que P;-p.s.
E;i (1 >0lin0x)>s) | Zt) = 11,-0Px, (J1 > ) .

On observe ensuite que P;-p.s. X; =i si J; > t. Donc

Ei [1(>0lin0:x)5s) | Ft) = L =0Pi(J1 > s) .

En intégrant cette égalité sous P;, on obtient P;(J; > t + s) = P;(J1 > t)P;(J1 > s) et (II.13) permet
d’affirmer que sous P;, J; suit une loi exponentielle étendue. On note son parameétre par ¢(7). Puisque X est
continu a droite, on a P;(J; > 0) = 1, ce qui entraine que ¢(i) < oo et cela compléte la preuve du premier
point de la proposition. .

Pour simplifier les notations, on pose Y7 = Y7 (X). Montrons I’indépendance de J; etde Y7 :onfixe t € Ry
et g : F — R, une application bornée. La propriété de Markov au temps ¢ implique que

Eill,>09(Y1)] = Ei [11,509 Y1(0:X))] = E; [1{,50Ex,[g(V1)]] = Pi(J1 > t)Eq[g(Y1)].
cela qui implique facilement le résultat voulu (voir la proposition B.2.8 (i) < (iii), page 308). |

Définition I1.1.25 (Générateur infinitésimal associé a un Markov cad) Soit

(Q; F (c%)teﬂh; X = (Xt)t€R+§ (Pt)t€R+;Pua IS '%1(E))7

un processus markovien continu a droite partout sur €2. La proposition précédente 11.1.24 montre que sous P;,
Jj est une variable exponentielle de parametre noté ¢(z) € R. Pour tous ¢, j € E, on pose m; j = P;(Y1 = j).
On remarque d’abord que @) = (7; ;)i jcr est une matrice de transition sur £. On observe plus précisément
que :

— sig(i) > 0, alors m;; = 0;
— siq(i) =0, alors m;; = 1 etdonc ; ; = 0sii # j.
Dans les deux cas ¢(i)m; ; = 0. On définit le générateur infinitésimal du processus markovien comme la matrice
G = (qi,j)i,jeE définie par
.. q(i)mj eR, sii#j,
VZJ S y Qi { *q(l) ceR_ sii=j.
On remarque que Zje\{i} gi,j = —qi; = 0 pour touts € E. O
Le théoreme suivant donne explicitement la loi des temps de saut et du squelette d’un processus markovien

(continu a droite) jusqu’au temps d’explosion.

Théoreme I1.1.26 Soit E un espace dénombrable discret. Soit
(Q; F (r%t)teﬂh ; X = (Xt)t€R+ ; (Pt)t€R+ ; P“, pe «//1(E))

un processus markovien que 1’on suppose continu a droite. Pour simplifier les notations, on pose J,, := J,(X),
Y, :=Y,(X), D,, := D,,(X), n € N.
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(1) Le processus a temps discret
(Q; Z5(F1)nen; Y = Yo)nen; Q@ = (mij)ijer; Pu,p € A (E))

est une chaine de Markov.
(i1) Pour toute p € M 1(E), sous P, conditionnellement a (Yy,)n>0, les temps d’attentes (D,,),>1 sont
mutuellement indépendants et la loi conditionnelle de D,, est la loi exponentielle de paramétre q(Y,—1).

Preuve : pour simplifier les notations, on suppose que (£2,.%) est suffisamment riche pour qu’y puisse étre
définie une suite de v.a. (ey,)nen, a valeurs dans R et telle que pour toute loi d’entrée pu € .#,(E), sous P,
les (e, )nen sont des exponentielles i.i.d. de parametre 1 indépendantes de X. On fixe i € E et on suppose
d’abord que q(i) > 0, si bien que P;-p.s. J; < oc. Soit F' : E®+ — R une fonction & (E)®®+-mesurable
bornée. La propriété de Markov forte au temps J; implique que P;-a.s.

E; [F(0,X)| 7] = Ey, [F(X)] .
Par conséquent, pour toute fonctions f : [0,00] — Ret g : E — R mesurables et bornées, on obtient
Ei[f(J1)g(V1)F (05, X)] = E;[f(J1)g(Y1) Ey, [F(X)]] ,
La proposition II.1.24 permet d’affirmer ensuite que
Ei[f(J1)g(Y1)F(05,X)] = Ei[f(J1)] Ei [ g(Y1) Ey; [F(X)]] . (I1.14)

Si¢(i) = 0, on voit que E;[f(J1)g(Y1)] = f(c0)g(7). On rappelle que N := N(X) = sup{n € N: J, < oo}
est le nombre de sauts avant absorption. Dans tous les cas, on a

Ei[f(J1)g(Y1)F (0,5, X)] = Ei[f(e1/q(i)] Ei[ (Y1) Ey, [F(X)]] (IL15)

car e1/q(7) suit une loi exponentielle de parametre ¢(¢) (on utilise la convention e /¢(i) = oo si g(i) = 0). En
appliquant récursivement cette identité, on voit que pour tous i1, . . ., 4, € F et pour toutes fonctions fi, ..., fy
mesurables bornées de [0, o] vers R,

E; [f1(Dy) ... fn(Dn)1{Y1:i1;---;Yn:in}] =
E; [fi(e1/q(@) .. fu(en/q(in—1))] Tiiy -+ Tip_yin -

La propriété de Markov au temps 0, combinée avec 1’égalité précedente, entraine ensuite que pour toute loi
d’entrée p € .#1(X), on ait

Ey [f1(D1) . fa(Dn)Liyozio:svumin}] =
E, [fi(e1/q(i0)) - - . fa(en/q(in—1))] 1(i0)igir - - - Tin_1,in »

ce qui complete la preuve du théoreme. |

II.1.g Les équations de Kolmogorov-Chapman.

Cette section est consacrée au théoréme suivant qui étend aux espace d’état infinis le théoreme I1.1.10, page
150.
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Théoréme I1.1.27 (Equations de Kolmogorov-Chapman) Soit E un espace dénombrable discret. Soit
() 75 (Fo)rery s X = (Xo)iery 5 (Poter,; Pu, p € M (E))

un processus markovien que I’on suppose continu a droite. On note G = (q; j )i jeE, Son générateur infinitési-
mal (voir la définition 11.1.25)). On utilise la notation Py = (p(4,j))i jer, t € R4

(1) Les applications t € Ry > pi(i,7), 1,7 € E, sont continument dérivables et sont solutions du systeme
d’équations différentielles linéaires suivant :

Vi,jeE,VteRy, pi(i,5) =) qirpe(k,j) -
keE

Si on note %Pt = (pi(4,7))ijer, t € Ry, alors on réécrit symboliquement ce systéme par
VteERy, SR =GP, et Py=1Idg,

qui est appelée équation de Kolmogorov-Chapman directe.

(13) On rappelle que ¢ := ((X) est le premier temps d’explosion de X. On pose

VijeE, VteRy, p"(i,j) =Pi(X;=i;(>1)

et on note P/™™ = (pi"™(i, j)); je . Alors (P™™)icr, un semi-groupe sous-markovien qui est solution

de I’équation de Kolmogorov-Chapman directe :

Vi e Ry, 4prt=GPM" e PP =1dg.

C’en est méme la solution minimale positive - si P, = (7 (i, ])) ijeB, t € Ry, estune famille de matrices
a coefficients positifs continument dérivables qui satisfont 4 5 Pt GPt, t € Ry, avec P() = Idg, alors

Vi,j e B, Vte Ry, p(i,5) < pe(i, j) -

(idi) (P™™)ier, est aussi solution de I’équation de Kolmogorov-Chapman rétrograde :
Vi,j e E,Vte Ry, dtpimn Zpl (4, k)qr,;
keE

que l’on réécrit symboliquement
Vte Ry, 4Lprt=prrG et PP =1dg.

C’en est méme la solution minimale positive, ¢’est-a-dire que si P, = (py(i, ])) ijen, t € Ry, est une
famllle de matrices a coefficients positifs continument dérivables qui satisfont 2 T Pt PtG t € R4, avec

Py = Idg, alors PR (i, 5) < py(i, §) pour tous i, j € E et toutt € R.

Preuve : puisque X, le théoréme de convergence dominée, implique que t — p.(i,7) = Pi(X; = j) est
continue a droite, pour tous 7, j € E. On fixe ensuite ¢, j € E ett > 0. On utilise le symbole de Kronecker d; ;
qui vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon. La propriété de Markov forte au temps .J; ou le théoréme II.1.26 entrainent

pe(i, ) = Eillgnsnldi; +Eilly,<nlqe,,x) s, =]
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t
= 6Z-7jeqmt+/ E;[Py, (Xi—s = 7)]q(i)e” a4(@)s g
0
t
= 5zpjeq(")t+/ Eilpi—s(Y1,7)]g(i)e” %" ds
0

t
5y ety gl / Ips(Ye, )g(i)e D ds
0

ou on a effectué le changement de variable s — ¢ — s pour obtenir la derniere égalité. En multipliant cette
égalité par e4()? on obtient

eWpy(i, ) = iy + / q(i)e"*Eilps(Y1, )] ds . (I1.16)
0

Par convergence dominée s — E;[ps(Y1, j)] est continue a droite. Par conséquent, 1’égalité précédente implique
que t — e?Dtp, (7, 7)(t) est dérivable, de dérivée continue a droite. Il est facile alors de voir que c’est également
le cas de ¢ — p(i, 7). En continuant ainsi on montre que ¢ — p;(, j) est C°°. Par ailleurs si on dérive (I1.16)
on obtient apres simplificattion par exp(q(7)t),

P16, 5) = —a(Dpe(i, §) + 4O Ealpe (Y1, )] = D a(D)miwpe(k, 5) = D @i ppi(k, )
keE keE
ce qui prouve (7).
Montrons (i7) : pour tous i, j € F et tous t, s € R, on observe que
PP (i) =Pi(Xppe = ;¢ > t+8) = > Pi(Xy =k Xopy = ;¢ >t+s). (11.17)
keE

Par ailleurs, on rappelle que {¢ > t} € .%; car { est un temps d’arrét. En appliquant la propriété de Markov au
temps ¢, on a

Pi(Xi =k Xspt=j;¢>t+s5) = Pi(Xy=k(>t(0:X)s = j; ((0:X) > 5)
= Pi(Xi =k ((X) > )Pr(Xs = j; ((X) > s5)
— mln(/L k) mln(k’j)

ce qui combiné avec (I1.17), montre que (P™")g . est un semi-groupe sous-markovien. En appliquant la pro-
priété de Markov au temps .J; sous P; et en raisonnant comme précédemment on obtient pour tous ¢ € R,
toutn € Nettousi,j € E:

Pi(X; = jit < Jur1) = 6+ > / ds qipe 1D PL(X,_y = jit —s<J,).  (L18)
ke E\{i}
Comme la suite de v.a. (J,, )nen croit vers ¢, on a

li7rlnT P Xi—s=git—s< Jp) =Pr(Xi—s=jit—s<() = pimgl(k,j) .

De méme P;(X; = j;t < Jp41) tend en croissant vers P;(X; = j;t < (). Le théoréme de la convergence
monotone implique alors

PR, g) = Pi(Xe =gt < () =e 90, + Z / ds g e " PL(X;_s = jit — 5 < ()
ke E\{i}
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= ety 3 / ds gy pe~"D5pm (5. 5)
ke E\{i}

ce qui implique facilement que (P/")g . satisfait I’équation de Kolmogorov-Chapman rétrograde, par des
arguments analogues & ceux utilisés dans la preuve du point (7).

Montrons la minimalité. Pour cela, on se donne une solution P; = (p(¢,7))i jer, t € Ry, al’équation de
Kolmogorov-Chapman rétrograge. Un calcul simple d’intégration par parties implique tout d’abord que

pe(iyj) =e —a( )td,]—i— Z / ds q; e~ a@)sp, s(k,j) . I1.19)
ke E\{i}

On remarque ensuite que P;(X; = j;t < Jy) = 0 < p(¢, 7). Supposons alors que
VieRy, Vi, je B, Pi(Xi=jt<Jn) <pi,j). (IL.20)

Par (I1.18) et (I1.19), I’inégalité précédente (I1.20) au rang n implique I’inégalité au rang n + 1. Comme elle est
vraie au rang 0, on a démontré par récurrence la validité de (I1.20) pour tout n € N.

En passant 2 la limite en n dans (I1.20), on obtient que p®(i, ) = P;(X; = j;t < ¢) < pi(4, ), pour
tous i;j € F ettoutt € R, ce qui montre la minimalité. Ceci termine la preuve du point (i7).

La preuve de (7i7) est plus délicate. On rappelle que Jp,+1 = Jy, + Dyy1 = Jp—1 + Dy + Dyy1. On pose
a=E; [1{ Tn<t<Jpi1;Yn1=k;Yn=j} V-1, Jn_l] . En utilisant le théoréme de décomposition on en déduit que

a = Wk,jQ(k)/ dSE_Q(k)S/ duq(§)e 1" Ly scicdn sty 1=k}
Ot s 0
— (k) / ds e 1M aD D=9y
Ot Jn—1
—0) / ds " 1RE=Io=)g=asy )
Ot Jn—
= m;q(k) /0 ds e "B [1(), <Dt sy ¥ =k} Tn-1, Y1)

t
= m;q(k) /dS@ 1G)s °E; [1{J _1<t—5<Jp;Yn_1= k}|<]n 1, Yn— 1]
0
En prenant I’espérance de cette expression et en intervertissant espérance/intégrale, on obtient
Pl‘(Jn <t< Jpt1; Y1 =kY, = j)

t .
= l{kyéj}QkJ/O dse_qu)SPi(an <t—s<JpYno1=k),

car m, ;q(k) = 0si k = jetmy, jq(k) = qx j si k # j. On observe alors que

Pi(X; = jit < Jup1) = 06i;Pi(J1 > 1) +Z > Pi(Jn <t < Jmg1; Yo =k, Yo = j)
mlkGE\{J}

= ;e a(9)t —|—qu]/ ds e~ 10)s ZP Y1 =k Jm—1 <t —s<Jp)

keE\{j}
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§ije 10 4> qkj/ dse P (Xy_y =kt —s < J) . (IL.21)

keEN{j}

En faisant tendre n vers I’infini, le théoréme de convergence monotone implique facilement que

PG, g) = e+ ST gy / ds =10 pmin(; )
ke E\{j}

En effectuant le changement de variables s — ¢ — s, puis en multipliant par e?(* cela donne

eq(g)t mln(l ]) 6’] + Z Qk]/ ds ed (J)s mln(l k‘)
keE\{7}

Par Fubini positif on a

t
TR i, ) = 5 + / ds 3 quet P pini.k) . (1122)
O kem\{j)

Par ailleurs, cette équation (ou bien I’équation de Kolmogorov-Chapman directe) entrainent que s — e4()s Pt (i k)
est croissante. Donc, par Dini, s — ), E\{j} qkueq(])s min(j k) est continue croissante. On peut dériver
(I1.22) et on obtient alors

eq(j)t ( d mm(Z ]) + Q(]) mm(Z ])) — eQ(j)t Z pénm(l,k?)Qk,j ,
keE\{j}

ce qui entraine que

Vi,j € E,VteRy, &pPm(i,5) =Y o, k) gk -
ker

Le semi-groupe (P/™")cr . satisfait donc I’équation de Kolmogorov-Chapman rétrograde.

Montrons que c’en est la solution minimale positive : on se donne une solution positive ]Bt = (pt(i,7),4,7 €
E), t € R4, de Kolmogorov-Chapman retrodgrade. Une intégration par parties implique que

pi(iyj) =e q(’)t(5,] + Z / dse 1Wsp, s(i, k)ar,j - (I1.23)
keE\{j}

En raisonnnant par récurrence a partir de (IL.21) et de (I1.23), comme pour le cas de 1’équation directe, on
montre que
VneN,VteR,,Vi,jeE, Pi(Xy=jt<Jy) <pn(i,j),

ce qui implique le résultat désiré en faisant tendre n vers I’ infini. |

Remarque I1.1.28 Soit £ un espace discret dénombrable. Soit (P;)icr, un semi-groupe markovien sur E.
Pour tout t € R, on écrit P, = (p¢(, j))i je - On se donne un processus markovien continu a droite :

(Q; F; (=9Zt)teR+ ; X = (Xt)t€R+ ) (Pt)t€R+ ) P;u IS ,//1(E))

etonnote G = (¢; ;)i jeE, son générateur infinitésimal. Soit (]Bt)teR .- une solution de I’équation de Kolmogorov-
Chapman directe : £ P, = GP, pour toutt € Ry et Py = Idg. Sile processus X explose, c’est-a-dire s’il
existe i € F tel que P;(¢ < 0o) > 0, alors cette équation n’admet pas qu’une seule soluttion
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En effet, cela implique facilement qu’il existe j € E ett > 0 tels que P;(X; = j;¢ < t) > 0 et on voit
que

pi(i,)) =P(Xi =j) = Pi(Xy=7;(>t)+Pi(Xy =5;¢ <)
> Pi(Xy = 5;¢(X) > t) = p"™™(i, ) .

Donc P; # PM™™ or ces deux semi-groupes sous-markoviens sont deux solutions positives de 1’équation de
Kolmogorov-Chapman directe. Par ailleurs, on remarquera que I’on ne mentionne pas que (F;);cr,, est solution
de I’équation de Kolmogorov-Chapman rétrograde. O

I1.2 Processus minimal associé a un générateur infinitésimal.

11.2.a Définition.

Comme nous 1’avons mentionné plus haut, notre étude des processus markoviens a valeurs dans un espace
d’état discret dénombrable ne porte que sur ce qui se passe avant une explosion éventuelle. Par les résultats
précédents, cette partie de la trajectoire est entierement caractérisée par générateur infinitésimal et on souhaite
la voir comme un processus de Markov auquel on peut appliquer les résultats déja obtenus (notamment la
propriété de Markov). Pour cela, une idée consiste a choisir un point cimeti¢re et a y absorber définitivement
le processus apres le temps d’explosion (s’il survient). On appelle de tels processus des processus minimaux.
IIs forment une classe de processus markoviens a espace d’état dénombrable discret suffisamment riche pour la
plupart des applications (files d’attente, modeles issus de la biologie, mécanique statistique, etc). Commencons
par se donner 1’objet analytique caractérisant les lois de ces processus minimaux : leur générateur infinitésimal.

Définition I1.2.1 (Générateur infinitésimal ) On se donne un espace E discret dénombrable. Une matrice G =
(gi,j)i,jer est un générateur infinitésimal si et seulement si

Vi,jEE, ¢ R sii#jet i €R_ et VicE, —q,;= Z Gij -
JEB\{i}

A un générateur infinitésimal G = (q”)z jeE, on associe deux objets.

(a) Une famille (¢(%));cr de réels positifs donnés par ¢(i) = —g;, ¢ € E, et appelée famille des paramétres
des temps d’attente.

(b) Une matrice Q = ()i jer donnée par

—Gij/Gii sii# jetg; <O,
Vi,jGE, T = 0 sii:jetqi7i<0,
0i.j sigi; =0,

ol d; ; désigne le symbole de Kronecker qui vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon. On remarque facilement que )
est une matrice de transition; elle est appelée matrice de transition du squelette. On note que si ¢; ; = 0
alors 7 est absorbant pour () et si ¢; ; < 0 alors 7; ; = 0. O

Nous donnons ensuite la définition d’un processus minimal en y incluant quelques commentaires expliquant
le terme de « minimal » ainsi que des notations utilisées dans la suite du chapitre.
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Définition I1.2.2 (Processus minimal) Soit F un espace dénombrable discret. Soit G = (q”)z jcE un généra-
teur infinitésimal sur E. On se donne un point cimetiere 0 ¢ E. On pose E* = E U {0}, que I’on voit comme
un espace dénombrable discret. Un processus de Markov a valeurs dans E*, noté

(Q§ T (Fo)tery s X = (Xo)ery s P = (p{(6,7))ijeps t ER4 5 Py, p € ///1(E*))
continu a droite partout sur §2 est un processus minimal associé au générateur G si et seulement s’il satisfait les
conditions suivantes.
(a) X est continu & droite dans E* (qui est on le rappelle supposé discret).

(b) Le point cimetiere est absorbant : pour tout ¢ € Ry, p;(0,4) = 0 pour tout i € E et pf(9,0) = 1.

(c) Le processus explose si et seulement s’il atteint 0 (état ot il est définitivement absorbé), c’est-a-dire que
YVweQ, (=inf{teR; : X; =0},

(avec la convention que inf () = oo) et pour tout ¢ > ¢, alors X; = 9. Donc X; € E, pour tout t < (.

(d) Onnote G* = (g j)i,je g+ le générateur infinitésimal du processus, comme a la définition II.1.25 (page
164). Alors
Les conditions (a) a (d) combinées avec les résultats des sections précédentes ont les conséquences immédiates
suivantes.

(i) Comme O est absorbant, on vérifie que ¢} 5 = ¢5, = ¢’y = 0, pour tout 7 € E. Comme le temps
d’explosion est exactement le temps d’atteinte de 0. Il ne peut donc atteindre O depuis un état i € F sans
faire une infinité de sauts et on ne peut donc sauter d’un état ¢ sur 9 directement.

(¢4) Pour tout ¢ € R4 et pour tous 7,5 € E, on pose p(i,j) = p;(i,5) et P, = (p(4,]))i jer- Puisque le
processus, apres 1’explosion stationne a 0, on voit que

Cela implique que (FP;)¢cr, estun semi-groupe sous-markovien qui est la solution minimale positive des
équations de Kolmogorov-Chapman (directe et rétrograde) associées a G :

%Pt:GPt:PtG, tERJr et Py=1dg.

(i73) Ce qui préceéde montre que le semi-groupe sous-markovien (FP;);cr, est entierement déterminé par G.
Par ailleurs, il détermine entierement le semi-groupe markovien (P} );cr,, a travers les équations

VieR,,VieE, pi(i,0)=1= pii,j)
JEE
et bien sar p(0,1) = 0etp;(i,7) = p:(3,5), j € E.

Notation. Comme le processus (;.7; (F)er,; X = (Xe)ter,; (P)ter,; Py, 1 € A1 (E*)) est entiére-
ment déterminé par GG et comme O est absorbant, on préfere se donner le processus minimal associé a GG dans
faire référence au point cimetiere en le notant simplement

(Q: F; (FPo)ter, s X = (Xp)er, s G; Py, p € M(E))

Il faut simplement avoir conscience que le processus markovien qui correspond a cette notation est un processus
markovien a valeurs dans 1’espace dénombrable discret E* = E'U {0}. g
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Dans la section suivante, on construit les processus minimaux associés a un générateur (il n’y a pas de
restriction). Ensuite, nous étudierons les processus minimaux comme nous 1’avons fait pour les chaines de
Markov (récurrence, transience, loi stationnaires, théoremes ergodique et convergence vers la loi stationnaire)
en insistant sur les processus irréductibles récurrents. Enfin, nous donnerons quelques outils de calculs utilisant
le générateur infinitésimal et nous introduirons quelques exemples.

IL.2.b Construction du processus minimal.

Dans cette section, on construit un processus minimal associé a un générateur quelconque (comme déja
mentionné, il n’y a pas de restriction). Cette construction est instructive car elle montre comment un générateur
infinitésimal code une dynamique markovienne, ce qui sera utile dans les applications ol les modeles sont
décrits a travers leur générateur.

Soit E un espace dénombrable discret. Soit G = (qi,j)i,je g un générateur infinitésimal sur F, selon la
définition I1.2.1, page 170. On note (¢(%));cr la famille des parametres des temps d’attente et Q) = (7; ;)i jeE»
la matrice de transition du squelette, objets qui sont associés a GG, comme expliqué dans la définition I1.2.1.

On se donne un point cimetiere 9 ¢ E.On pose E* = EU{0}, que I’on voit comme un espace dénombrable
discret. On étend () a E* en considérant que O est un état absorbant en posant :

Viell, mp;=mog=0 et mgp=1.
On continue de noter () 1a nouvelle matrice de transition (m])l jeE+. De méme on pose
q(0)=0.
La construction que nous donnons ci-dessous présuppose 1’existence des objets suivants. (une construction a

été donné dans le chapitre sur les chaines).

(a) Une chaine de Markov a valeurs dans E*
(7Y = (Ya)nen; Qs P, p € AN (ET) )

La filtration discrete est la filtration naturelle de Y : .Z,Y = o(Yp,...,Yn),n € N,

(b) Une suite e, : 2 —1]0,00[, n € N, de v.a. .#-mesurable. telles que pour toute loi d’entrée u € 4 (E™),
sous P, les (e, ),en sont des exponentielles i.i.d. de parametre 1 indépendantes de la chaine Y.

On utilise la convention a/0 = oo pour tout a € |0, oo[, si bien que e, (w)/0 = oo, pour tout n € N et pour
tout w € Q. Cela permet de définir la suite de variables .% -mesurables D,, : 2 —]0, 00}, n > 1, par
€n

Dy = ——"—
Q(Yn—l)

€10, 00] .

On pose ensuite Jo = 0 et pour tout n > 1,
Jp=D1+...+ D, €]0,0],
avec la convention que a + 0o = oo, pour tout a € [0, co]. On pose enfin

N =sup{neN: J, <oo} e NU{occ} et (=supJ,€0,00].
neN

Puisque les (.J,,) croissent, I’intervalle [0, ([ peut étre partitionné de la maniére suivante.
0,¢[= | [Tns Tnsa - (I1.24)
neN

On construit ensuite un processus X = (X )¢er . de la maniere suivante.
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e Sit € 0,(], alors, par (IL.24), il existe n € N tel que ¢ € [J,,, Jp4+1[. On pose alors X; = Y,,.
e Sit € [(,o00[,onpose Xy = 0.
On voit donc que pour tout ¢t € R,

VieE, {X;=i}=|J{m<t< T }n{¥u=i} €F et {X;=0}={(<t}eF.
n>0

Cela montre que pour tout t € R, , X; :  — E* est .%-mesurable. Par le lemme I1.1.2, on peut affirmer
que X : Q — E*®+ est une application (., 22( E*)®®+)-mesurable. De plus, la construction implique que
t — X; est continu a droite dans E*, vu comme un espace d’états dénombrable discret et

Jo(X) = Jn, Du(X) =Dy, N(X)=N, ((X)=C=inf{t >0 : X, =9}

Pour tout t € R, on pose alors P;" = (p; (i, 7))i jep+ ou pf (4, j) = Pi(Xy = j), pour tous ¢, j € E*. On pose
FX =0(X,,5€10,t]),t € Ry, la filtration naturelle de X.

Proposition 11.2.3 Avec les notations et les définitions introduites ci-dessus,
X
(25 75 (F )ers s X5 (P )iery ; P, € M1(EY))
est un processus markovien minimal associé a G introduit a la définition I11.2.2.

Preuve : il suffit de montrer que pour toute i € .#(E*), sous P, X est un processus de Markov : en effet, par
construction son semi-groupe est donné par G (étendu & £*); de plus il est continu a droite, le temps d’atteinte
de O est égal au premier temps d’explosion; ¢’est un processus minimal associé a G selon la définition 11.2.2
page 171.

Fixons donc p € .1 (E*) et montrons que, sous P, X est un processus de Markov. Pour cela, on prouve
d’abord que pour tout m € N, tous 4,5 € E*, tous t,s > 0, tous ig, ..., tm—1,tm = ¢ € Fettoustg =0 <
t1<...<t,,=t,ona

P, (Xo =105 3 Xty = im—1; Xt = 15 Xy s = J)
= P,(Xo=ji0;...; Xt,,_s = im—1; Xy = 0)p5(i,]) . (I.25)

Preuve de (IL.27). La construction donnée ci-dessus montre que X s’écrit comme une certaine fonction @ des
deux suites (D, )n>0 et (Yn)n>0 :
X=2o( (Dn)n20§ (Yn)nzo) .

On admet la mesurabilité de ® : ce point simple est laissé en exercice. Soit F' : (E*)R; — R une fonction
P (E*)®R®+_mesurable bornée. On fixe d’abord i € E et on remarque que

l{J'rL§t<Jn+1;Xt:i}F(etX)
- 1{Jn§t;yn:i}1{Dn+1>t_Jn}F( q)(Dn+1 - (t - Jn); Dn+2, e 7Y’n7 Y’n+1 e )

Pour tout u € R, on pose
G('LL) = Ez [1{D1>u}F((I)(D1 — U,DQ, e ;Yo, }/1 . )] .
L’indépendante des exponentielles e, et la propriété de Markov au temps n pour Y, impliquent que

B[, <t<ipirixi=iyF(0:X)| D1, ..., Dy, Yo, ... Vo] = 10y <y, =iy G(t — Jn)



174 CHAPITRE II. PROCESSUS MARKOVIENS A ESPACE D’ETATS DISCRET

La propriété d’oubli des loi exponentielles implique ensuite que

EZ[F(@(DI —u,Dg,...;Yb,Yl... ) ‘Dl > u] = Ei[F(CI)(Dl,DQ,...;Yo,Yl... )] = EZ[F(X)] .
Par conséquent, G (u) = P;(D; > u)E;[ F(X)] = e 1OUE;[ F(X)], ce qui combiné avec les égalités précé-
dentes implique que

Eu (1 <tctnpnixemnt FOX) D1, ..., Do, Yo, ... Ya] = 1, cpvomppe “OTMWE[ F(X)] . (11.26)
En prenant /' = 1, on obtient donc que

E'u [1{Jn§t<Jn+1;Xt=i}’D17 ce Dn, Yb, - Yn] = 1{Jn§t;yn:i}€7q(i)(tijn)

et ré-injectant dans (I1.26), on obtient
Eu (1), <t<tpirixi=i} F(0:X)| D1, ..., Dy, Yo, ... Y]
= Eu[l{,<t<tnirixizit|D1, -, Dn, Yo, .. Yo Ei F(X)).

Orsur {J,, <t < Jp41}, les variables X, Xy, ..., X}
montre donc que

ne dépendent que de Dy, ..., D,,Yy,...Y,. Cela

m—1

i vidnstedn Xy F(0:X) | D1, .., D, Yo, ... Yy

= Eu[1(xomioiXy, minsiXe,,  mim1idn<t<uiriXe=i} | Dlye oy Dn, Yo, . V]
x  E;[F(X)]. (I1.27)

E“ [1{Xo=io;Xt1 =i1;..; Xt

m—1

En prenant I’espérance sous P,, de cette €galité et en sommant sur 7 on obtient donc que
Ep[1(xomioiXy, mirsiXe,  =im_1icotxi=i) F(0:X) ] =

P (Xo =i0; X, =155 Xpy = im—1;¢ > 6 Xy = ) B[ F(X)] . (I11.28)
Comme i € E, {X; = i} = {¢ > t; X; = i}. En prenant F'(X) = 1;x,_;; dans I’égalité précédente, on
obtient (I.27). Par ailleurs (I1.27) est trivialement vérifiée si ¢ = 0. On a donc montré (I1.27). |
Fin de la preuve de la proposition II.2.3. En appliquant récursivement (I1.27), on montre que pour toute
w € M (Ey),toustg =0 <ty <...<t,ettousig,...,i, € E*, on obtient

PM(XU = 207 th = Zl, . ;th = ln) = IU,(ZO) H p:m*tm—l(im_l’ Zm) .
1<m<n

Cela entraine d’une part que (P;)icr, est un semi-groupe markovien. D’autre part cela implique que le pro-
cessus X est un processus markovien. On a vu que la construction entrainait la minimalité de X, ce qui permet
de conclure. |

Cette construction combinée au théoréme I1.1.27, page 166, implique immédiatement le résultat suivant
d’existence de solutions positives aux équations de Kolmogorov-Chapman directe et rétrograde.

Corollaire I1.2.4 Pour tout générateur G comme a la définition 11.2.1, page 170, il existe une solution (Py)icr
aux équations de Kolmogorov-Chapman directe et rétrograde dont les coefficients sont positifs :

Vt€R+, %Pt:GPt:PtG et Py=1dg.

Plus précisément, ces équations ont une méme solution minimale a coefficients positifs qui s’avere étre un
semi-groupe sous-Markovien.
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I1.2.c Classification des états.

Dans toute cette section on se donne un espace d’état £/, dénombrable discret et G = (g; ;)i jer un généra-
teur infinitésimal sur F. On se donne également un point cimetiére 0 ¢ E et on utilise la notation E* = EU{J},
que I’on voit comme un espace dénombrable discret. On se donne un processus minimal

(2 F5 (Fi)er, s X = (Xo)ier, ; G; Py, p € M(E))

continu a droite partout sur 2. On note (P)cr, le semi-groupe minimal associé a G. On utilisera la notation
P, = (pt(i,]))ijcr- On rappelle les notations (g(7));cr pour les parametres des temps d’attente et () =
(mi,4)i,je e pour la matrice de transition du squelette. Pour simplifier les notations, on posera

Do = Dp(X), Jn = Jo(X), ¢:=C(X), Yy = Yi(X) .

Définition I1.2.5 (Irréductibilité.) Soient i, j € F deux états distincts.
(a) Ondit que j est accessible depuis i ssi P;(3t > 0 : X; = j) > 0, ce que I’on note i — j.
(b) On dit que i et j communiquent ssi ¢ — j et j — 4, ce que ’on note i <> j.

(c) Ondit que G (ou que le processus X) est irréductible ssi tous ses états communiquent. U

La proposition suivante donne des formulations équivalentes pour qu’un état soit accessible depuis un autre.

Proposition 11.2.6 Soient i, j € F deux états distincts. Il y a équivalence entre les assertions suivantes.

(i) i—j

(ii) i est accessible depuis j pour la chaine du squelette Y, c’est-a-dire qu’il existe n > 1, et iy, ... i, € E

tels que ; ;, iy iy - - - Ty 5 > 0.

(t3i) Il existen > 1, etiy, ..., in € E, tels que i # i1, i1 # 19, ..., in 7 J €t qUe 3, Giy s - - - Gipyj > 0.

(tv) Pour toutt > 0, p(i,7) > 0.

(v) Il existe to > 0, tel que py, (i, j) > 0.
Preuve : on a clairement (iv) = (v) = (¢) = (i4). On suppose (ii). Quitte a raccourcir le chemin iy, .. ., iy,

a la fin, on peut supposer qu’aucun état i, . . ., i, n’est absorbant, c’est -a-dire que ¢(4), ..., q(i,) > 0. Alors
(i) implique (7i) car

Qi1 9iv g -+ - Qin,j = Q(Z) .- 'Q(in)ﬂi,iﬂril,iz e TG > 0.

Ensuite, on suppose (¢i). On remarque que si k # ¢ dans E et si g, ¢ > 0, alors on a d’une part 75, > 0 et
q(k) > 0 car g ¢ = q(k)mk, ¢, et d’autre part

ps(k, £)

Y

Pk(Jl <s<JyyY] = f)
= /du q(k)efq(k)“ﬂ'k’g Py(J1 >s—u)
0

_ / du k)18 , =160 5 g
0

Comme P; = (P,/,,)" on en déduit que p; (i, ) > py/p (4, 91) Pt jn (i1, 92) - - - Pe/n(ins §) > 0, ce implique (iv) et
ce qui acheve la preuve de la proposition. |
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Récurrence et transience.

Définition I1.2.7 (Etats récurrents et transients) On fixe i € F.
(a) On dit que i est récurrent si P;-p.s. I’ensemble (aléatoire) de temps {¢ > 0 : X; = i} n’est pas borné.
(b) On dit que i est transient si P;({t > 0 : X; =i} estborné) = 1. O

Théoreme I1.2.8 Les assertions suivantes sont vérifiées.
(1) Sii est récurrent pour la chaine du squelette Y, alors i est récurrent pour le processus markovien X.
(ii) Si i est transient pour la chaine du squelette Y alors i est transient pour le processus markovien X.
(7it) Chaque état de E est soit transient soit récurrent.
(iv) Sii <> j, alors i et j sont tous les deux transients ou bien i et j sont tous les deux récurrents.

(v) Si G est irréductible, alors ou bien les états sont tous récurrents ou bien ils sont tous transients.

Preuve : on suppose que 7 est récurrent pour Y ; on introduit les temps de retours successifs 7™ := 7™ (Y),
meN,deYeni:T” =0et 7™ = inf{n > T .Y, = i}. Comme i est récurrent pour Y, P;-p.s. les
T ™ sont finis. On remarque ensuite que

{tE[O,C[: Xt:i}: U [JT.(m)’JTi(m)—&-l [

T
m>0

dantes et suivent une loi exponentielle de parametre ¢(7). Par conséquent

o0 = Z DTi(m)-i-l S C .

m>0

Or le théoreme I1.1.26 implique que sous P;, les variables JT = DT(m) L m > 1, sont indépen-

) 41

7

Cela montre que P;({ = 0o) = 1. On en déduit donc que P;-p.s.

X
T p(m)

(3

=Y m =1t et lim J m =o00.

(™ i Jpm)
Par conséquent, P;-p.s. {t > 0 : X; =i} n’est pas borné et i est récurrent pour X.

Supposons ensuite que ¢ soit transient pour Y. Il est clair que cela implique que X n’est pas aborbé dans &
et donc que g(i) > 0. Par ailleurs il existe M/ € N (aléatoire) tel que

Ti(M) < oo et TZ-(MH) =0
On a donc
M
{telo.¢l: Xi=i}=J [Jpm, Tpem o [
m:O 1 1

Or le théoreme I1.1.26 implique que sous P; la variable JT.(M) = DT_<M> +1 suit une loi exponentielle

41D
de parametre ¢(i) > 0. Par conséquent JT(M>+1 < ooetP;ps. {t >0 : X; =i} est borné, ce qui implique
que ¢ est transient. Les points (ii7), (iv) et (v) sont des conséquences de (4) et (i7) qui permettent de se ramener
aux chaines de Markov pour lesquelles ces résultats sont vérifiés. |

On introduit le premier temps de retour en i du processus X :

T =inf{t > J; : X; =i}
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(avec la convention habituelle que inf () = 0o). On peut alors reformuler la notion de récurrence et de transience
de ¢ al’aide de T;L (et aussi uniquement en termes du semi-groupe) comme suit.

Proposition I1.2.9 Soit i € E. On a I’alternative suivante.

(@ Siq(i) = 0ousi Py(T;" < o0) =1, alors i est récurrent et on a

oo oo
0 J 0

(1) Siq(i) > Oetsi P;(T;" < oo) < 1, alors i est transient et on a

E; /1{Xt:i}dt :/pt(i,i)dt<oo.
0 i 0

Preuve : si g(i) = 0 alors p(7,7) = 1 (i est absorbant) et donc P;(Vt € Ry, X; = i) = 1. On suppose ensuite
que P;(T;" < o0) = 1, ce qui implique que g(i) > 0. On note alors 7\ (Y) le premier temps de retour en i
pour la chaine du squelette Y : 7\ (Y) = inf{n > 1 : Y,, =i}. On a clairement P;-p.s. T\”(Y) < oo ssi
T;" < oo, etdonc P;(T Y (Y) < o0) = 1, ce qui implique que 7 est récurrent pour Y. Le point (i) du théoréme
I1.2.8, page 176, implique que ¢ est récurrent pour X. Par ailleurs, on a

o0
/0 lix,— dt = Z Dpi1lgy,—y -

n>0

En prenant I’esperance sous P; de cette expression et en remarquant que d’apres le théoréeme 11.1.26, condi-
tionnellement a {Y,, = i}, D,,11 suit une loi exponentielle de parametre ¢(), par Fubini, on obtient

| miid ~ E [ / 1{Xt:i}dt}
0 0

= Z Ei [Dni1ly,—i]

n>0

= (i)' Pi(Yn=1)
n>0

= q(i)7' Y [QM9) -
n>0

Cela permet de conclure, d’apres le corollaire 1.3.3 (page 59) qui porte sur les chaines de Markov. ]

IL.2.d Explosion.

Dans toute cette section on se donne un espace d’état F/, dénombrable discret et G = (g; ;)i je  un généra-
teur infinitésimal sur F. On se donne également un point cimetiére O ¢ E et on utilise la notation E* = EU{J},
que I’on voit comme un espace dénombrable discret. On se donne un processus minimal

(75 (Fi)rer,; X = (Xe)ier, ; G; Py, p € M(E))

continu a droite partout sur 2. On note (P;)¢cr, le semi-groupe minimal associé a G. On utilisera la notation
P, = (p¢(i,7))ijce. On rappelle les notations (¢(%))icr pour les parametres des temps d’attente et ) =
(mi,;)i,je e pour la matrice de transition du squelette. Pour simplifier les notations, on posera

Dy =Dp(X), Jo=J(X), ¢:=((X), Y, :=Y,(X) .

Le résultat suivant donne des conditions simples sous lequelles un processus markovien n’explose pas.
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Proposition I1.2.10 Soit i € #1(FE) (en particulier ;1(0) = 0). Si 'une des conditions suivante est vérifiée
alors P, (¢ < 00) = 0, c’est-a-dire que le processus X de loi d’entrée ;1 n’explose pas.

(a) E est fini.
(b) La quantité ¢ := sup;c g, q(i) est finie.
(¢) p = 0; eti est récurrent pour la chaine squelette Y.
Preuve : Il est clair que (a) implique (b). On suppose que C' := sup,;c g q(i) < co. D’apres le théoreme I1.1.26,

on peut trouver une suite de variables aléatoires (e, ),>1 a valeurs dans R, qui, sous P, sont indépendantes
entre elles, et indépendantes également de Y, de loi exponentielle de parametre 1, et qui sont telles que D,, =

e,/q(Yn—1), n > 1, avec la convention e,, /0 = co. Alors,
Prps. (=) 5y Zen =
n>1

La preuve de (c) se fait en réutilisant les arguments de la preuve du point () du théoréme I1.2.8 : nous laissons
les détails au lecteur. |

Nous donnons ensuite une condition nécessaire et suffisante pour qu’un procesuss markovien explose.

Théoreme I1.2.11 (Critére de Reuter) Le générateur est non-explosif si et seulement si pour tout réel ¢ > 0, la
seule solution positive bornée de I’équation

Y aif(G)=cfli), i€E (I1.29)

JEE
est la fonction nulle.

Preuve : pour tout réel ¢ > 0 et tout i € E, on pose g.(i) = E; [exp(—c()], avec la convention e~>° = 0. On
voit que 0 < g.(i) < 1 pour tout ¢ € E. On remarque ensuite que

guli) = Bylesp(—cr) exp (C(02,%))] = B fexp(—c1)] 3 mi B [exp(—cC)]
JjeE
B lexo(—c PPN (O S
= E;[exp( Jl)]j;E 159¢(4) = q(ich;E 179¢(J)-

Par conséquent (q(i) + ¢)ge(i) = > ;e p\ iy 4(0)mi59¢(7)- Siq(i) = 0 alors P;(J; = 00) = 1et ge(i) = 0. Si
q(i) > 0, alors 7;; = 0 et I'égalité précédente montre que (¢(é) +¢)ge(i) = > g (4} 9i,79¢(J)- Dans les deux
cas on a bien

> 6ijge(j) = cgeli), i€ E.

JEE
Si G explose alors il existe i € E tel que P;({ < co) > 0. Cela implique que g.(i) > 0. La fonction g, est
bien une solution positive bornée non-nulle de (I1.29).

Supposons maintenant que (I1.29) admette une solution positive non-nulle bornée notée f. Cela entraine

facilement que

i) = 50 - 2o st ) = B fopl-ca 0]
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En itérant ce raisonnement, on montre que pour tout n > 1, on a

f(i) = Ei[exp(—cJn) f(Yn)] < |[fllco Ei [exp(—cJn)] , i€ E .

En passant a la limite, on obtient donc par convergence dominée que f(i) < ||f|/ccgc(i), pour tout i € E.
Puisque f est non-nulle positive, il existe g € F tel que f(ig) > 0, ce qui implique que 0 < g.(ig) =
E;, [exp(—c()]. Comme ¢ > 0, on en déduit que P;, (¢ < co) > 0 et donc que G est explosif, ce qui acheve la
preuve du théoréme. |

Exemple I1.2.12 En exploitant le critere de Reuter, nous allons donner une condition nécessaire et suffisante de non-explosion des pro-
cessus de naissance et de mort : on considere le générateur G' = (g;,;)i,jen d’un processus de naissance et de mort ( ; F; (%) ier, ; X
(Xt)ter,; G; P, p € A1 (N) ). On suppose que G est irréductible c’est-a-dire que

Vie N, @iit19i+1, > 0.

On fixe ¢ > 0 et on se donne une fonction f : N — R, que 1’on suppose bornée et telle que GG - f = cf. On voit que cela implique
que
cf(0) =q(0)(f(1) = f(0)), cf(i) = quisrf(i+1) = (Giit1 + qii-1)f()) + Gia f(i —1), 1€N. (I1.30)
Commengons par quelque remarques : on voit que si f(0) = 0 alors f(i) = 0, ¢ > 1. S’il existe une solution non-nulle alors
nécessairement f(0) > 0. Par ailleurs, si f est solution du systeme alors (af(4),7 € N) I’est aussi pour tout a > 0. Cela implique que
s’il y a une solution non-nulle, il en existe une telle que f(0) = 1.

Pour tout ¢ € N, on pose g(7) = f(i + 1) — f(i); si f est solution du systtme G - f = cf, alors on a

Vi>1, gi)=——f@) + L=ty -1). (IL31)
qi,i+1 qi,i+1

Cela permet de montrer par récurrence sur ¢ que

. c . C(Gii—1 . C-qi,i—1qi—1,i .
g(i) = f@) + fli=1)+ 2—f(i—2)+
qi,i+1 Qi,i+1qi—1,i Qi i+19i—1,iq4i—2,i+1
C-(Qii—1--- =1 - cC
b o S @20 gy g Gt B0 € gy (I1.32)
qi,i+19i—1,i---q1,2 Qii4+1---490,1 Q(O)

Cette formule implique tout d’abord que g(¢) > 0, ¢ € N. Une fonction positive solution de G - f = cf est donc croissante. Par
conséquent f (i) > f(0) pour tout ¢ € N et alors (I1.32) implique que

. 1 G i—1 - i i—1
(i) > cf(0) ( oMzt 21 Giiz1e Q10 ) . (1133)
Qi i+1 Qii+1qi—1,5---41,2 Qiit+1 - - -QO,1Q(O)
On pose
> 1 i T B il .-
S .= Z < + qii—1 ot Gii—1 q2,1 + qi,i—1 q1,0 ) c [07 OO] ) (I1.34)
qiit+1 Qii+1Gi—1,i Gii+1qi—1,5---q1,2 Giitl--- CI0,1Q(0)

i=1
Supposons que S = co. S’il existe une solution bornée positive non-nulle alors, les remarques précédentes impliquent qu’il en existe
une, notée f telle que f(0) = 1. On observe ensuite que si f est bornée, alors g I’est aussi, ce qui contredit (I1.33). Cela montre que si
S = 00, le processus n’explose pas par le critere de Reuter (théoreme 11.2.11).

Montrons la réciproque : on se donne une fonction f : N — R qui satisfait (I1.30) et telle que f(0) = 1. Une telle fonction peut
toujours étre définie. La question est de savoir si elle peut-&tre bornée. La remarque que f est croissante combinée avec (I1.32) implique
que

. . . . c C Qii—1---42,1 C qii—1---491,0
1+ 1)— f(2) =9(2) < f(2 +...+ : : + : : . 11.35
i ) =IO =9() < 16) (qz',z‘+1 Gi,i+1Gi—1,i---q1,2 Qi it1 - ~-q0,1(1(0)) ( )

Ce qui implique que

fli+1) < f(z‘)<1+ RIS, Ut SRR Y T c‘q”’l'”(h’o)
qii+1 qi,i+1qi—1,i - --q1,2 Qiit1 - qOJQ(O)

f(i)exp( € 4.4 &Gt 21 +cmq“_1"'q1’o)
Giyit1 Qiit1Gi—1,i---q1,2 Qiyi+1---90,19(0)

IN
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d’apres I’inégalité de convexité élémentaire 1 + = < e”. Cela implique que f (i) < exp (cS), pour tout ¢ € F, o S est défini par
(IL.34). En particulier si S est une quantité finie, f est une solution de G - f = cf qui est non-nulle positive bornée. Par le critere de
Reuter, G explose.

En résumé, nous avons montré que GG n’explose pas si et seulement si

e’}

1 i i1 i1 ...
3 ( et g el @t o Geel o 310 ) = 0. (IL.36)
Giyi+1  Giit1Gi—1,i Qiit1Gi—1,i - --q1,2 Giyi+1 - --90,14(0)

=1

O

II.2.e Mesures invariantes.

Dans toute cette section on garde les notations X3, .%;, G, etc, pour un processus minimal.

Définition 11.2.13 (Mesure invariante) Soit G = (g; j)i,jer un générateur infinitésimal. Une mesure m =
(m(i))ick est dit G-invariante si elle n’est pas la mesure nulle et si mG = 0, ¢’est-a-dire

VieFE, Zm(i)q@j =0.
i€l
(Ici m.G = 0 a bien un sens, car ¢’est équivalent a ¢(j)m(j) = >_;cp\ ;3 m(7)¢i,5, ol on ne somme que des

termes positifs.) (I

Lemme I1.2.14 Soit G = (q; ;)i jcE, un générateur infinitésimal que I’on suppose irréductible. Cela implique
que q(i) > 0, pour tout i € E. Soit p € M1(E) qui est liée a m par les équations

q(i)ym(i) = p(i), i€ k. (1.37)
Alors m est G-invariante si et seulement si . est Q-invariante (c¢’est-a-dire 11.Q) = ).

Preuve : le fait que G soit irréductible implique qu’il n’y ait pas d’état absorbant et donc que ¢(i) > 0, pour
touti € E.Onadonc m;; = 0 et q(i)m; j = g; ; des que ¢ # j. Soient deux mesures reliées par (IL.37). Alors
m - G = 0 implique que

aym@G) = Y mli)g; =Y m(a()m; ,
i€E\{j} ek
ce qui termine la preuve du lemme. |

La proposition suivante, qui établit I’existence de mesures invariantes, se déduit facilement du théoreme
analogue pour les chalnes de Markov grace au lemme précédent.

Proposition I11.2.15 Soit G un générateur irréductible et récurrent. Alors, il existe une mesure G-invariante m.
Par ailleurs, si m’ est une autre mesure G-invariante, alors il existe un réel ¢ > 0 tel que

Vie E, m'(i)=cm(i).

Autrement dit, il existe une unique mesure invariante a un coefficient positif de proportionnalité preés. Par
ailleurs, pour tout i € E, ona : 0 < m(i) < oo et pour tout iy € F,

s
Vie E, m(i) =m(i) q(io) E4 / Ol{Xt:i}dt , (11.38)
0

out on rappelle que Tz'g =inf{t > J1 : Xy =ip}.
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Preuve : puisque G est irréductible et récurrent, il en est de méme pour la matrice de transition du squelette
Q. Le théoreme d’existence 1.4.2 (page 79) et le théoréeme d’unicité 1.4.3 (page 80) sur les chaines de Markov
implique qu’il existe une mesure y qui est (Q-invariante et unique a coefficient multiplicatif prés. Le lemme
I1.2.14 permet alors de conclure la preuve du premier point de la proposition, a savoir I’existence et I’unicité a
coefficient multiplicatif > O prés d’une mesure G-invariante.

On pose ensuite 73’ (Y) = inf{n > 1 : ¥}, =4}, le premier temps de retour en iy pour la chaine du
squelette. Montrons (I1.38) : on remarque que puisque G est irréductible récurrent, G n’explose pas et d’autre
part P; (T (Y) < 00) = Py, (Tl;r < 00) = 1. On remarque alors que

+ Ti(ol ) (Y)-1

T:
ig
/Ol{Xz:i}dt: > Dn+11{yn:i}=ZDn+11{Yn:m<ng>(y>}-
n=0

n>0
Par Fubini on a donc
T+
20,
E;, /0 Lix,=iydt| = Z Ei, [Dnt1 1{Yn:z';n<Ti(01) (Y)}] -
n>0

Or le théoreme I1.1.26 implique que conditionnellement a Y, les variables D,,, n > 1 sont indépendantes de
parametres respectifs ¢(Y,,—1), n > 1. Donc, on a

7N (Y)-1
; ! A
E;, /0 ix,=pdt| = q(’i);Eio [I{Yn:i;n<Ti(01>(Y)}} = @Eio{ nZ:O Liv, (x0)=i}| -

On reconnait dans le membre de droite la mesure v;, définie au théoreme d’existence 1.4.2 (page 79) qui est
’unique mesure ()-invariante telle que v;,(i9) = 1. On conclut alors grice au lemme I1.2.14. ]

Définition 11.2.16 (Réversibilité) Un générateur infinitésimal G' = (g; j); jer est dit réversible s’il existe une
mesure m non-identiquement nulle telle que

Vi,jeE, m(i)%,j = m(j)(ﬁ,i .
On dit que la mesure m rend réversible G. U

Lemme I1.2.17 Soit G = (q; ;)i jer, un générateur infinitésimal rendu réversible par la mesure m. Alors
m.G = 0, c’est-a-dire que m est G-invariante.

Preuve : pour tout j € E, ) ;e p m(i)qij = 2 i m(1) 450 = m(J) Xicp 450 = 0- u

Ce résultat permet de trouver facilement des mesures invariantes pour les générateurs qui sont réversibles
comme le montre 1I’exemple suivant qui traite du cas des processus de naissance et de mort.

Exemple I1.2.18 On se donne G = (¢;,;)s,5¢en, le générateur d’un processus de naissance et de mort : les parameétres de naissance
sont notés (a;);>o et les parametres de mort, (b;);>1. On le suppose irréductible ce qui est équivalent a supposer que

V’iEN, aibi+1>0.
Supposons qu’il soit rendu réversible par une mesure non-identiquement nulle m, ce qui est équivalent a supposer

VieN R m(i)q¢,i+1 = m(z)al = m(z + 1)q1‘+17,‘ = m(z + l)bi .
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Ce systeme d’équation est équivalent a

vi>1, m(i)=m(0) [] L2 =m(0) [T % . (I1.39)

_ b
=1 9601 =1 Ot

d

Le théoréme suivant justifie le terme de mesure invariante dans la définition I1.2.13.

Théoréme 11.2.19 Soit G un générateur infinitésimal irréductible récurrent. On note (P;);cr . le semi-groupe
minimal associé. Soit m une mesure G-invariante. Alors, pour tout t € R, m est P;-invariante, c’est-a-dire
que m.P, =m :

VieE, m@) =Y m(i)pli,j) -

el

Preuve : on rappelle que TZ-Jr = inf{t > J; : X; = i}. D’apres la proposition I1.2.15 on a pour tout i € E

T
/ Lixi=j) dt] :
0

On fixe t > 0 et i. La propriété de Markov forte au temps d’arrét Tf implique facilement que

T (X) t
/ 1{Xs=j} ds| = Ei {/0 1{Xs=j} d8:| .

t+1;F [ pt+Tt t
/tl{XSZj} ds = m(z)q(z)Ez /OI{XS:j} ds —m(z)q(z)El [/Ul{xszj} d8:|

. t+T;
/T Lixe=s) ds

k3

VieE, m(j)=m()q(i)E;

E;

Par conséquent on a

m(i)q(i)E;

t+T;F
= m(i)q(i)E; /Ol{XS:j}dsl —m(i)q(i)E;

T,
= m(i)q(i)E; /0 1{X5=j}d3] =m(j) -

Par ailleurs, un changement de variable simple combiné avec Fubini et la propriété de Markov impliquent que

m(j) = m(i)q(i)E;

T 00
/t 1yx,—jds| = m(z)q(z)/o dsP;(Xpis =735 < Tz+)

= m(i)q(i) /OoodS S PiX, =k; s < T )mulk,j)
keE

;"
= Z(m(i)Q(i)Ei/O 1{Xsk:}d8]>pt(k’j)

keE

= Z m(k)pt(kaj) )

keE

qui montre bien que m est P;-invariante. |

On s’intéresse maintenant a 1’existence d’une probabilité invariante (loi stationnaire).
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Définition I1.2.20 Comme pour les chaine de Markov, on introduit les notions suivantes.

(a) (Etat récurrent positif) On dit qu’un état est récurrent positif ssi E; [Tf] < 00. (On voit que ¢ est récurrent
selon la définition 11.2.7, page 176, d’apres le théoreme 11.2.8 (i), page 176)

(b) (Etat récurrent nul) On dit qu’un état est récurrent nul ssi PZ-(TZ-+ < o0) = 1 mais E; [TZJF] = 00. (On
voit que ¢ est récurrent selon la définition I1.2.7, page 176, d’apres le théoreme 11.2.8 (i), page 176.)

(c) Si Pi(Ti+ < 00) < 1, alors I’état est transient selon la définition I1.2.7, page 176, d’apres le théoreme
I1.2.8 (ii), page 176. ]

Le lien entre la récurrence positive et I’exitence d’une probabilité invariante est presque le méme que dans
le cas des chaines de Markov

Théoreme I1.2.21 Soit G un générateur infinitésimal irréductible (on insiste sur le fait que I’on ne suppose
pas G récurrent a priori). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe un état récurrent positif.
(ii) Tous les états sont récurrents positifs.

(iii) Le générateur infinitésimal G est non-explosif et il admet une mesure de probabilité G-invariante.

Si l'une de ces trois conditions équivalentes est vérifiée, alors I'unique mesure de probabilité G-invariante est

donnée par
1

q(i)E; [T}7]

Preuve : on rappelle que 7 est absorbant ssi (i) = 0. Si G est supposé irréductible, il n’y a aucun état absorbant
et donc

Vie E, m(i)=

Vie B, q(i)>0. (IL.40)

On montre tout d’abord que (i) implique (ii). Soit ig récurrent positif. Il est donc récurrent. Puisque G est
supposé irréductible, tous les états sont récurrents, d’apres le théoreme 11.2.8. Pour tout ¢ € E, on définit la
mesure m; = (m;(j),j € E), en posant

T
VieE, mij) :q(i)Ei[/O Lix,—j) dt} . (IL41)

On fixe t € [0,T;"[et j € E. On remarque que {X; = j} = {X; = j} N {t < (}, car apres Iexplosion
eventuelle, le processus minimal reste au point cimetiére. On a donc jeB Lix,=j1<rt <t = Lp<cnrity O
en sommant sur j dans (IL.41), on obtient

VieE, Y mi(j) =q@iE[CAT]. (I1.42)
JEE

Comme G est supposé récurrent, la proposition I1.2.10 (iii) (page 178) implique que P;({ = oo) = 1. Par
conséquent, on a
Vie E, Y mi(j) =q@)E][T}] . (IL43)
JEE
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D’apres la proposition I1.2.15, m; est I’'unique mesure G-invariante telle que m;(i) = 1 et (IL.38) page 180
permet d’affirmer que

Vi,j € B, mi(j) =mi(io)miy(j) - (IL44)
Par (I1.43) appliqué a ¢ = 7o donne
> mig(§) = qlio)Eq [T}] < o0, (11.45)
JEE

car %o est supposé récurrent positif. Donc m;, est de masse totale finie. Par (I1.44), il en est de méme pour toutes
les mesures m; et (I1.43) implique que E;[T"] < oo, pour tout i € E, ce qui implique (ii).

On suppose toujours (i) : on a montré que G est irréductible récurrent et qu’il existe une mesure invariante
m;, de masse finie. On a montré qu’il en est de méme avec toutes les mesures m;. Par le théoreme 11.2.15,
toutes les mesures G-invariantes sont proportionnelles entre elles, elles ont toute une masse totale finie. Il
existe donc une unique mesure de probabilité G-invariante que 1’on note m. Pour tout ¢ € F, il existe une
constante (i) € ]0, 00| telle que m(j) = c(i)m;(j), pour tout j € E. Comme m;(i) = 1, on a m(i) = ¢(i).
D’autre part on a

L= m(j) = e(i) Y mij) = c(D)a(DE|T; ]
jEE jEE
d’apres (11.43). Par conséquent
1

Vie E, m()=———=.
q(i)E; [T;']

Montrons que (ii) implique (iii). Puisque G est irréductible récurrent, la proposition 11.2.10 (iii) implique
que pour tout i € F, P;({ < oco) = 0. Markov simple au temps 0 implique ensuite que pour tout p € % (F)
onaP,(¢ < co) =0 et G n’explose pas. D’autre part, si on pose

-
Q(iO)Eio [1—1@1_]

on voit facilement que m est G-invariante, puisque m;, I’est et qu’elle est de masse totale 1, par (I1.45), ce qui
prouve (iii).

VieE, m@j)= mig(5) »

Montrons que (iii) implique (i) : on suppose que G n’explose pas et on suppose qu’il existe une probabilité
G-invariante notée m. On fixe iy € E tel que m(ig) > 0 (il en existe forcément un). On définit la mesure v par

VieE, y@):M

Le lemme I1.2.14 implique que v est Q-invariante. On fixe 7 € E. On observe ce qui suit.
v(j) = Z v(i)mi,;
S

= T+ Y, v(D)my.

t€FE\{io}

On montre facilement par récurrence que

v(j) = Tig,j + E TigisMir,g + --o 7+ E Ty« + « Tin,j
i1€E\{i0} il,...,inGE\{io}
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+ Z V(in+1)7rin+17in s T g (11.46)
i1,ensinr1€E\{i0}

Cela implique que
v(j) = gt Y, TiguTiy + oo+ Y i Ty
i1€E\{i0} T1genes inEE\{io}

Pi(Vi=5; T (Y) > 1) 4.+ Py (Y = 55 TU(Y) > )

ol TZ-(OU(Y) = inf{n > 1 : Y, = ip} (avec la convention inf () = co) est le premier temps de retour de la

chaine du squelette Y en ¢g. En faisant tendre n vers I’infini, on obtient

T (Y)-1
v(j) > Ei, [ 3 1{Yn:j}] =3 Py (Ya=j:in<TV(Y)) (IL47)
n=0 n>0

On remarque ensuite que consitionnellement a Y,, = j, D41 suit une loi exponentielle de durée ¢(j), qui est
d’espérance 1/¢(7). On a alors

m(j) v(j) 1 . (1)
TP > N P (Y=g n< TO(Y
oG ~ a) > gy o= <Ly ()
= 2 Eu[D ”*11{Yn:j;n<T.<”<Y>}}
n>0 0

= /O Tigl{ xemgy ).

On a donc montré que

m(j) () T
VjeE = >Ei | [ x5 dt| . 1148
TEE Lomie) ~ aG) = [/0 (xims) (11.48)

On fixe t € [O,Tl'g[ et j € E. On remarque que {X; = j} = {X; = j} N {t < (}, car apres ’explosion
eventuelle, le processus minimal reste au point cimetiére. On a donc | JEE 1 (Xomj i t<TH s t<C} = 1 (t<cATTY et
S i’ 10

en sommant sur j dans (I1.48), on obtient

1
q(io)m(io)

= Ej [C A TzJor] :
Comme on a supposé que le générateur G n’est pas explosif, on a P;,(( = oo) = 1. Donc E;, [C A TZJOF] =
E;, [Tzﬂ et donc que
1
E;[T] < ——~ <.
olTio) = Jiymiin
On en déduit donc que 7 est récurrent positif, ce qui implique (i). Cela termine la preuve du théoréme. |

Remarque I1.2.22 Contrairement aux chaines de Markov, il existe des processus de Markov dont le généra-
teurs est irréductible, qui ne sont pas récurrents mais qui admettent quand méme une probabilité invariante (ils
explosent nécessairement, d’apres le théoréeme précédent). On renvoie aux exercices pour un exemple d’un tel
processus. O
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I1.2.f Théoremes ergodiques et convergence vers la loi stationnaire.

Sur un espace E dénombrable discret on rappelle le lemme suivant dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme I1.2.23 Soient i, p,, € #1(E), n €N. Les assertion suivantes ont équivalentes.
(a) pn, — penloi sur E.
(b) Pourtouti€ E, pun (i) — p(3).
(€) Ziep lpn (i) —p(i)] = 0.

Preuve. Exercice. |

Théoreme I1.2.24 (Convergence vers la loi stationnaire) Soit G un générateur infinitésimal que I’on suppose irré-
ductible et récurrent positif. On note (X;);cr. le processus minimal associé. Il admet une unique probabilité
invariante notée m qui est donnée par

1

Vie F, m(z):m

Pour toute mesure d’entrée |1 € #1(E), ona

lim | Pu(X; = j) —m(j)| =0.
JEE

Preuve : on remarque tout d’abord que, puisque G est irréductible récurrent, la proposition I1.2.10 (iii) (page

178) implique que G n’explose pas. Donc le semi-groupe minimal (F;);cg, estun vrai semi-groupe markovien.

On fixe ensuite & > 0 et on note Z" = X,,,, pour tout n. € N. Il est facile de voir que pour tout n € N, tous

i0y-..,in € Eettout u € #(F)ona
Pu(Zy =io;...; Zlt = in) = ulio)pn(io,i1) - - Phlin—1,in) -

Par conséquent, (Zﬁ)neN est une chaine de Markov de matrice de transition P,. La proposition I11.2.6 (iv) (page
175) permet d’affirmer que p (¢, j) > 0, pour tous i, j € F, et P, est irréductible apériodique. Par le théoréme
I1.2.19 (page 182), m est une probabilité invariante pour P. Le théoreme 1.4.7, page 83 pour les chaines de
Markov, implique que la matrice P}, est récurrente positive. Le théoreme 1.4.17 de la convergence des chaines
de Markov vers leur loi stationnaire, page 93, implique que

. ho_ o\ . o

Vh >0, Ve M(E), lim Y ‘PM(Zn =) m(;)j ~0. (IL49)
jEE

On fixe ensuite ¢. Il existe n € N tel que nh < t < (n + 1)h, c’est-a-dire que n = [t/h ], ou |-] désigne la

fonction partie entiere. Pour tous i, 5 € F,on a

Z pt—nh(ia k)pnh(k> ]) - pnh(iv ])
keE

S (1 _pt—nh(z7l))pnh(zaj) + Z pt—nh(i7k)pnh(k7j)
ke E\{i}

< 1 —pt,nh(i, Z) + Z ptfnh(ia k)
keE\{i}

|pt(i’j) - pnh(iaj)| =
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= 2(1 - pt—nh(i7i) )
Or pr_nn(i,1) = Pi(Xi_np = 1) > Py(Jy >t —nh) > P;(J; > h) = e~ 4D" On a donc
Vi,j € E\Nth >0, |pi(i,5) — ppjnn(is )] < 2(1 — e~ 2O)

On fixe u € .#1(F), et on observe ensuite que

Pu(Xe = ) = PulZlyn = 9| = |30 80 (0el0,9) = prosmpni,)

i€ER

< QZM 1—eq)h).

i€E

Par conséquent pour tout ¢, A > 0, toute loi d’entrée € .#1(F) ettout j € F,ona
Pu(Xe = 5) — m()| < [Pu(Zl,jn = 5) ‘ +23 " u(i) (1 — e 10R) (IL50)
i€EE
En utilisant (I1.49), on voit que cela implique que
lim sup [P, (Xe = j) = m(j)] < 2 p(i)(1 — e 90" (IL51)
tmeo icE
On observe que pour tout i € F, 0 < u(i)(1 — e~ 90") < pu(i), que > icp (i) = 1 et que limy_o pu(i)(1 —
e_q(i)h) = (. Le théoreme de convergence dominée s’applique et il entraine
hm + Z (i —a(Dh )=0.
i€ER
Comme le membre de gauche dans (I1.51) ne dépend pas de h, on en déduit que

Vj€eE, Vue s(E), Jim P (Xe=7) —m(j)]=0. (IL.52)
o0
On conclut facilement par le lemme 11.2.23. |

Nous concluons cette étude en énoncant les théoréemes ergodiques. Le principe de leur preuve est le méme
pour le cas des chatnes de Markov : on peut introduire les excursions en dehors d’un état qui sont indépendantes
et utiliser la forme des mesures invariantes donnée a la proposition I11.2.15 (page 180). Nous laissons en exercice
la preuve de I’énoncé suivant.

Théoreme I1.2.25 (Théoréeme ergodique) Soit G un générateur infinitésimal que I’on suppose irréductible et
récurrente. On note (Xy)ier . le processus minimal associé. On note m une mesure G-invariante. On se
donne également f, g : E — R, deux fonctions telles que

(m, [f) <o, (m,lgl) <oo et (m,g)#0.

(i) (Théoréme ergodique quotient) Pout toute loi d’entrée u € M1 (E), on a

o b f(X)ds (m, f)
P,-ps. fgg(Xs) G o (mig)

(ii) (Théoréme ergodique) On suppose que G est irréductible, et récurrente positive. On suppose que m est
I’unique mesure de probabilité G-invariante. Alors, pour toute mesure d’entrée j € M1 (E), on a

P, p.s /f Yds — (m. f).

t—o0
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II.3 Quelques calculs sur le générateur.
Dans cette section on fixe
(75 (Fi)ier, s X = (Xi)ier, ; G Py, p € M(E)) ,

un processus markovien minimal. On se donne G = (g¢; )i jer. On rappelle que le processus markovien
qui correspond a cette notation est un processus markovien a valeurs dans 1’espace dénombrable discret E* =
EU{0} qui est absorbé au point cimetiere 0. Cette section est consacrée a quelques opérations sur les processus
markoviens qui préservent le caractere markovien (mais pas forcément I’espace d’état).

I1.3.a Processus stoppés et changés de temps.

Processus stoppé. On fixe K C FE, qui n’est pas tout I et qui n’est pas vide. On pose
Tk =inf{t e Ry : Xy € K},
avec la convention habituelle inf () = co. On pose
X;=Xirr, , tER;.

On voit que X' = (X})¢er . est la trajectoire X stoppée (ou absorbée) des qu’elle atteint K. Il et assez facile
de voir que X’ est un processus markovien minimal, continu & droite, qui posséde les mémes transitions que X
hors de K mais ol tous les états de K~ sont absorbants. Son générateur infinitésimal G’ = (g; ;)i,jek est donné
par

Vi,j € F, ql/-yj:qm- sit ¢ K et quj:O site K.

Preuve : exercice. [ |

Changement de temps. On fixe une fonction v : E —]0, o[ que ’on prolonge en O en posant v(J) = 0. Pour
tout ¢ € R, on pose alors

Ay(X) = /Otv(Xs)ds et w(X)=inf{s e Ry : A(X) >t}

avec la convention habituelle inf ) = co. Pour simplifier les notations, on pose A; := A;(X) et 7 := 7(X).
On définit un nouveau processus X' = (X/)¢cr. , appelé processus changé de temps en posant

X/ — X’Tt si 7y < 00,
0 si 7 = o0.

On remarque que ¢ — A, est continu strictement croissant sur [0, ([ et que A; : Q@ — R est .%;-mesurable
(on peut voir cela en montrant par exemple que Ay = lim,,_, % Zog gn V(Xki/n), partout sur 2). Autrement
ditt€[0,{[— A;€]0, Ax[ est une bijection continue strictement croissante de [0, (| sur [0, Ax[. On observe
ensuite que A; = A, c’est-a-dire que A; est constant sur [¢, ool

On voit également que 73 < 00 ssit < A. De plus, ¢ — 7, est continu strictement croissant sur [0, A | .
On observe que {7y < s} = {A, > t}, ce qui implique que 7; est un (.F;)cr, -temps d’arrét. Par ailleurs, on
voit facilement que 17, oo} Astr = L7 <o} (t + As(67,X) ). On en déduit que

Tirs = Tt + Lir o0y Ts (07, X) (I1.53)
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On observe que puisque ¢ — 7 est continu strictement croissant sur [0, A[, X’ est simplement la méme
trajectoire que X parcourue a une vitesse différente : ¢’est donc un processus continu a droite, ((X') = A¢ =
Ao, et X{ = 0, pour tout t € [((X'), 00[. De plus X/ € E, pour tout t < ¢(X'). On fixe t,s € Ry, j € Eet
pe A (E). Sous Py, si X[, =7 € E,alorst+s < A¢ et 7, < co. On applique la propriété de Markov au
temps 7; et (I1.53) implique que

P‘u-p.S. EH [1{Xt,+s:j} ‘ 3%] = 1{Tt<OO}PX7—t (XTS = j) = 1{Tt<OO}PX£ (X; = j) .
Cela montre que X' est un processus de Markov minimal relativement 2 la filtration (.%7, );ck. . Calculons son

générateur infinitésimal : comme la chaine du squelette de X’ est la méme que celle de X, il suffit de calculer
ses parametres des temps d’attente. On fixe ¢ € E et on observe que

Pi—p.s. Jl(X,) = AJl(X) = U(Z)Jl(X) .

Par conséquent
Pi(i(X')>t) =exp(— Z(—l.)t) .

On a donc montré la proposition suivante.

Proposition IL.3.1 Le processus X' est un processus de Markov minimal relativement a la filtration (F7, )ier.,
et dont le générateur infinitésimal G' = (q; ;)i jer est donné par

Vi,j € E, q;,j = ql,j/v(l) :

Remarque I1.3.2 On peut autoriser v a prendre des valeurs infinies sans modifier le résultat précédent : la seule
chose a remarquer est que les états i € E pour lesquels v(i) = oo sont des états absorbants pour le processus
changé de temps X'. 1l est possible d’autoriser v a prendre des valeurs nulles mais le résultat précédent doit
étre modifié : les états i € E tels que v(i) = 0 sont instantanément "sautés" par le processus changé de temps ;
pour rester dans le cadre des processus standard, on est alors conduit a restreindre 1I’espace d’états pour X’ a
E’' = {i € E : v(i) > 0}. De plus, on ne peut plus exclure que X’ passe d’un éléments de E’ a J sans effecteur
une infinité de sauts; il n’est donc plus un processus minimal a strictement parler. Tout ceci ne constitue pas un

obstacle fondamental mais nous n’irons pas plus loin dans cette direction. (Il

I1.3.b La formule de Dynkin.

Les équations de Kolmogorov-Chapman (ou bien un argument simple basé sur la propriété de Markov au
temps .J1) montrent que pour tous 4, j € F, il existe une fonction continue €; ; : Ry — R telle que

o . . tqi j + tei ;(t) sii# 7,
v E  lime;j(t) =0 et = KPR I

hi e t1_r>r(1)5m( ) et pi(i,J) { 1 —tq(i) +te;i(t) sii#j.
La difficulté principale est que les fonctions €; j peuvent ne pas tendre vers 0 uniformément en i et j, c’est-a-dire
que sup; ; € j peut ne pas tendre vers 0, ce qui occasionne de nombreuses difficultés techniques.

Heuristique. Malgré cela écrivons quelques calculs heuristiques. Ces calculs sont faux en général bien que
les idées formelles qui sont a leur origine soient fondées et dans certains cas rigoureusement justifiables.
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Soit f : E — R, une fonction. On étend f a E* en posant f(9) = 0. La fonction P;.f : E — R s’interprete
de maniere probabiliste de la fagon suivante :

VieE, P.f(i)= Zpt(ivj)f(j) = Z FOPH(Xy =7:¢ > 1) = B [[(X)Lgesny]-

jEE jEE
Mais comme f(0) =0et Xy € E'ssit < (,ona
Vie E, Pf(i)=E[f(Xy)].

On rappelle que (P;);cr, est la solution (minimale) de 1’équation de Kolmogorov-Chapman directe, ce qui
« entraine formellement » (c’est le point délicat a justifier quand cela est possible, et ce n’est pas toujours vrai)

que
t

Pt.f(i)—Po.f(i):/o dsddsPs.f(i):/O ds (Py.(G.f))(i). (IL54)

On rappelle que le processus minimal prend ses valeurs dans E*, et que O est absorbant. Par conséquent, on a
49,0 = gp,i = 0 etdonc G.f(9) = 0. On a donc

(Ps.(G.))0) = Ei[G.f(X5)] -

Comme Py = Idg,ona FPy.f = f. On en déduit

Vie B, E[f(X)] = f0) +Ei{/0tG.f(X5)ds} . (IL55)

On pose alors

t
veRy, M = J(X) - (o)~ [ I ds.

et par (IL.55), (Mtf )icr, est une (F;);cr, -martingale. En appliquant un théoréeme d’arrét, on obtient alors
Ei[M{f] = Ei[M]] = f(i) ¢’est-a-dire

T
Vic E, E;[f(Xr)] = f(i)+Ei[/0 Gf(Xs)ds] . (IL.56)

qui est la formule de Dynkin.

L’ étape qu’il semble difficile a justifier directement est (I[.54). La seconde étape est le théoréme d’arrét :
une hypothese d’intégrabilité de T" sous P; est nécessaire.

Un énoncé rigoureux. On introduit I’espace C.(F) des fonctions dont le support est fini.
CE)y={f:E->R:#{icE: f(i)#0} <o} .
Il est clair que c’est un espace vectoriel dont une base est fournie par les fonctions 15y, j € E.

Proposition I1.3.3 Soit f € C.(FE). Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Ilexiste a,b €0, 00|, qui ne dépendent que de f et de G, telles que sup;c g fg E;[|Gf|(Xs)]ds < a+bt.
De plus, la formule de Dynkin (11.55) est vérifiée. pour tout i € E et toutt € R,..
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(ii) Pour toute fonction f € C.(E), on pose
t
VieR,, M =f(X,)— f(Xo) —/ Gf(X,)ds .
0

1l existe c,d €10, o[ qui ne dépendent que de f et de G, telles que sup,c 4, () Ep [ |Mtf| ] < c+dt.
De plus pour tout t,s € Ry, on a

P,-ps. E, [Mthrs T | = Mtf )

ce qui implique que B, [f(X;)] = (u, f) + Eu[foth(XS) ds]

(iii) Soit p € M\(E) et T, un (Fy)ier, -temps d’arrét T tel que E,[T| <oo. Alors E, [fOT|Gf\(XS)ds} <00
et

T
E, [£(X7)] = (1, f) + By /0 G(X,)ds] . (IL57)

Preuve : on fixe jo € E et on commence par prouver les choses pour f = 1y;.1. L’équation de Kolmogorov-
Chapman directe implique pour tout s € R que

Pis(isjo) = —a(io)ps(i do) + Y ps(i k) o -
keE\{jo}
I est clair que G113 (k) = gij,- On en déduit dont que

Pa(i, o) = psli, jo)G-Lgjor(Jo) + Y psli, k)GLey (k) -
keE\{jo}

On observe que fotp’s(i,jo)ds a un sens et vaut p(i, jo) — po(%, jo) = pe(i, jo) — 1yj,)(i). D autre part,

t

/ ps(i, o) |G- 1503 (Go)| ds = Q(jo)/ ps(7, jo)ds < q(jo)t .
0 0

On en déduit quefg ds ¥ pep\ oy Ps (6, k)G 1,3 (k) est bien défini et que

t t
/ds > psli k)| Gy (k)| . = /ds > pali k)G g (k)
0 rem\{jo} 0 keE\{jo)
t

= ilisdo) = () + ) [ peli o) ds
0
< 1+4(o)t.
Par conséquent,

t t
pt(i,jo)—l{jo)(i):/OdSZps(i,k)G.l{jo}(k):/OdsEi[G.l{jO}(Xs)],
keE

et que

/OdSEzHGl{]O}(XS)H < /Ods Z ps(i>k)‘G'1{jo}(k)‘ +Q(j0)/0ps(i7j0)ds

keE\{jo}
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< 142¢(jo)t < oo. (IL.58)

Par Fubini, on en déduit

t
prlido) = Bi[15) (X)) = 105y (0) + B [ 615 () s

Soit f € C¢(E). On observe que f =3 i f(jo)1yj,}- Comme G est linéaire, on déduit de (IL.58) que
t
sup / Ei[|G.fI(X,)] ds < a+tb (IL59)
i€l JO

ol on a posé

a= > |fGo)l et b=2>" q(jo)lfo)l -

JoEE Jo€E

qui sont deux quantités finies car f € C.(F). De plus f vérifie la formule de Dynkin (IL.55). Cela montre le
premier point de la proposition.

On observe tout d’abord que pour toute loi d’entrée p € .# (E), 1a propriété de Markov au temps 0 implique
que

P,p.s. EH[/Ot]G.fKXS)ds\ﬁg] :EXO[/Ot|G.f|(X3)ds <a+tbit

En intégrant on a donc Eu[f(f|G.f| (Xs)ds] < a+ bt. On observe ensuite que

M| < | F(X0)] + | F(X0)] +/0 G.f|(X,)ds .

On pose || fllocc = sup;cg |f(7)| qui est manifestement une quantité finie car f € C.(E). Ce qui précede
implique que pour toute loi d’entrée u € .#1(F), on a

Eu“Mtf’] < 2[[fllooc +a+bt,

ce qui implique le premier résultat du (ii) en posant ¢ = 2|| f||oc + @ et d = b. On remarque ensuite que

M, — M{ = F(0:X),) — F((0:X)0) + /0 CGLA((6X),) dr

La propriété de Markov implique et la formule de Dynkin (I1.55) au temps s pour tout ¢ € F, qui est démontrée
au (i), implique que E,, [Mt’iF o= Mtf ‘ ﬁt} = 0. Or on remarque que Mtf est .#;-mesurable (ce détail est laissé
au lecteur). On a donc prouvé le point (ii).

On note [-] la fonction | -] + 1, ol | -], désigne la partie entiere. On observe que

TG Xd<[T]G X.)ds = 1 nHG X.)d
/0\-f( s>s_/0 G.1I( s>sZ{T>n}/n GLf|(X.)ds

n>1

La propriété de Markov au temps n, combinée avec la borne du point (i), implique que

n+1 n+1
P,-pis. E“[I{T>n}/ CA(X)ds| 7] = 1{T>n}EH[/ G.11(X.)ds | 7, ]
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1
= LgrsuBx,| /0 G.I(X.) ds]

IN

On en déduit donc

7
EM[/O GAI(X)ds| < (a+b) S Pu(T >n) < (a+b)E,[ [T]]

n>0
< (a+b)(1+ELT]) < . (IL.60)

Cela montre le premier résultat du point (iii). On en déduit d’une part que
s [T
M) < U= 2ot [ 1GAXds
0
et U est intégrable sous P,,. On pose ensuite T;, = 27" [2"T"| et on observe que
Mf | <SU et Mf, = Lropany (Mf 10 = Miya) -

k>0

En utilisant le point (ii) on voit que P ,-p.s.
Ey, [1{T2k’2*”} (M(J;g+1)2—n - MI{Q—H) |‘%€2*”] = 1{T2k2*"}Eu[(M(];g+1)2—n - MIfQ—”) ’ﬂk?w} =0.

On en déduit que E,, [M%n] = 0. Par continuité a droite de X, on voit que lim,, M:}:n = M% P ,-presque stre-
ment. Comme |M%"] < U, pour tout n. > 0, et puisque U est intégrable sous P, le théoréme de convergence

dominée implique que EM[M%] = 0, ce qui implique (I1.57). |

I1.3.c Compléments : le cas des générateurs uniformes.

En faisant une hypothese (forte) sur le générateur nous allons étendre les résultats de la proposition 11.3.3 aux fonctions
bornées : pour toute fonction f : £ — R, on pose

Hf”oo:?élEU(i” et Cy(E)={f:E—=R:|flo<oo}.

11 est facile de vérifier que (Cp(E), || - || ) est un espace vectoriel normé complet (un espace de Banach). Notre premier
but est d’étendre les résultats obtenus a la section II.1.b pour les espace d’états finis. Pour cela on introduit I’ensemble
Mpg(R) des « matrices » B = (b(4, j))i jer sur E a coefficients réels telles que

|B| := supZ\b(i,j)\ < 0.

ZEEjGE

Si A= (a(i,j))ijer et B = (b(i,])) jer sont des éléments de Mg (R), pour tout réel A € R, on pose C = A+ \.B =
(c(2,7))ijer ot c(i,j) = a(i, j) + Ab(i, 7). I est facile de montrer que

INB|=|\|B| et |A+AB|<|Al+]|\|B]|.

De plus on observe que

VieE, Y ) la(i.k)|[b(k,j)| < |B| Y lali, k)| <|A||B]| .

JEEkEE keE
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Cela permet de définir D := A.B = (d(i,])) jeE avec

Vi,jeE, d(i,j) = ali,k)b(k,]) .
kerE

On a
VA,BeMg(R), ABec Mg(R) et |A.B|<|A||B|.

On vérifie ensuite que le produit matriciel est associatif et que (Mg(R), +, - ) est une algébre (non-commutative). De
plus, on constate que | - | est une norme d’algébre sur Mg (R) et il facile de montrer que (Mg(R), | - |) est complet.
Autrement dit Mg (R) munie de cette norme est une algébre de Banach : toute suite de Cauchy y est convergente. On
utilise la notation [B](i,5) = b(i,j), pour I'entrée (i,5) de la matrice B : il est évident que pour tous (i,j) € E la
fonction B € Mg(R) — [B](4,7) € R est linéaire continue : c’est une forme linéaire continue. Soit f € C,(E). On
définit B.f : E — R par

Vi€ B, B.f(i) =) [Bli/)f()-

JEE

Il est facile de vérifier que

Vi€ Cy(E), |B.flloe <IBlIf lloo -

De plus f € Cp(E) — B.f € Cy(E) est linéaire. B peut donc se voir comme une application linéaire de Cy(E) dans
lui-mé&me qui est continu (borné en norme). De plus

VA,B € Mp(R), Vf,g € Cy(E), [A.f— Byl < |A[llf = gllc +|A— Bl|lgll -

Exponentielle. Pour tout B € Mg(R), et pour tout n € N, on pose S, = > o <, ﬁB”, avec la convention que
B° = 1dg, qui est la matrice identité sur E. On observe alors que

sup |Sn1 —Sn2| < Z%|B\Pm 0.

ni,na>n p>n
Cela montre que la suite (S, ), >0 est de Cauchy dans (Mg(R), | - |) qui est complet. Elle converge donc vers une limite
qui est notée exp(B) et on écrit
exp(B) = %B” .
n>0

Il est facile de vérifier (nous n’en aurons pas vraiment besoin) que
exp(A+ B) =exp(A).exp(B) si A.B=B.A.
Soitt € R+ — P; € Mg(R), une fonction. On dit que cette fonction est dérivable en ¢ de dérivée P/ ssi

. 1
%E)%‘E(PH;I—B)—PH =0.

Lemme I1.3.4 Soient A, B € Mg (R), deux matrices. On considere I’équation différentielle suivante :
VieR,, P/=B.P e Py=A, drel)

(ou la fonction t — P, est supposée a priori continue et dérivable partout). Cette équation a une unique solution donnéee
par P, = exp(t.B).A, t € R,

De méme, I’équation différentielle
VieR,, P/=P.B e Py=A4A, (I1.62)

a une unique solution donnéee par P, = A.exp(t.B), t € R,.
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Preuve : on fixe f € C(F) et i € E. On suppose de plus que ¢ — P; est continue, dérivable partout et satisfait (IL61).
On observe que

[ (Pesn (i) = Poof (i) = B-Pef ()] < [ (Peen = Po) = Pi[ | fllow — 0.

Cela montre que ¢ — P;.f(%) est une fonction réelle, bornée continue et dérivable de dérivée t — B.P;.[ (i), elle-méme
bornée continue. On a donc

Pof(i) — A.f(i) = /O B.P,.f(i)ds .

En itérant cette propriété on montre facilement par récurrence que
tn
P.f(i)=Af(@)+t.BAf(i)+...+ E.B”.A.f(i) + R, (i, 1)

ol on a posé
R, (i,t) = / dsg...ds, (B"“.Psn.f(i) — B".A.f(i)) .
{

0<sp,<sp_1<...<so<t}

On pose ¢; = sup,¢jg 4 | Fs|- On montre alors que

) n tn+1 "
[Rn(i,t)] < (| Bl +1).| B |A|~Hf||oo/ dso...dsn = ——(ct|Bl+1)|B".|AL|| fllsc-
{0<sp<spo1<..<sp<ty TV

On a donc lim,, R, (i,t) = 0 et on en déduit la convergence suivante :

. (A . )
Prf(i)=> —-B"A.[(i) = exp(t.B).A. [ (i)

n>0

Cela entraine que P; = exp(t.B).A, t € R. Cela montre "unicité de la solution de (I1.61). Il est ensuite facile de vérifier
que t — exp(t.B).A est une solution, ce qui montre le premier point du lemme. On raisonne de la méme fagon pour
montrer le second point. ]

Définition I1.3.5 On dit qu’un générateur infinitésimal G est uniforme ssi sup;c i q(i) = C < oo. O

Le petit travail préparatoire effectué au lemme I1.3.4 porte immédiatement ses fruits.

Théoréme I1.3.6 Soit
(2; 75 (Fi)ier, ; X = (Xo)ier, ; G; Py, p € M(E)),

un processus markovien minimal. On suppose que G un générateur infinitésimal uniforme. Alors les assertions suivantes
sont vérifiées

(i) G € Mg(R) : |G| <20, oi C = sup;cp q(i). Le semi-groupe (P;)icr, associé a G est I'unique solution des
équations de Kolmogorov-Chapman directe et rétrograde. On a de plus

. . lip A
7}11%|P,571d}5|f0 et %II%’t(Pt Idg) G|f0.
Plus généralement, on a P; = exp(tG), ¢’est-a-dire

P, —Z%.G”

n>0

Cela entraine donc que

VF € CU(E). Vir € (), V€ Ry, Bf(X0] = (u.)+ By [ Gf(X)ds].



196 CHAPITRE II. PROCESSUS MARKOVIENS A ESPACE D’ETATS DISCRET

(ii) 1l n’y a pas d’explosion : pour toute loi d’entrée i € M1 (E), P, ({ = 00) = 1.

(iii) Pour toute loi d’entrée 1 € M1 (E), pour tout (F;)icr. -temps d’arrét tel que E,[T| < oo et pour toute fonction
bornée f € Cy(E),

Eﬂ[/OTIG.f(Xs)ds] <20 fllocEulT] et EL[f(Xr)] = (1, f) +E#{/OTG,f(XS)dS] ,

Preuve : si on pose G = (gi,j)i,jeE, on observe que >, |g:,;| = 2q(i), ce qui implique que |G| = 2C < oo et donc
G € Mg(Ry). Le reste du premier point est une conséquence du lemme I1.3.4 et du calcul formel effectué au début de
la sous-section, qui est ici parfaitement justifié. Le point (ii) découle de la formule de Dynkin : on fixe i € .#1(FE) et on
observe que

P, (X, € E) = (u,15) +Eu[/0tG.1E(XS)d5} :

Or on remarque que G.1g = 0. Donc P, (X; € E) = 1, pour tout t € R, . On en déduit qu’il n’y a pas d’explosion. Le
dernier point se déduit de la formule de Dynkin a temps fixé ¢ par les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve
de la proposition 11.3.3. |

Beaucoup de générateurs uniformes sont de la forme suivante : on se donne une matrice de transition Q = (7; ;)i jeE
qui peut étre la matrice de transition de la chaine du squelette d’un processus markovien; cela est équivalent a supposer
que

Vi€ E, oubienm;; =0,oubienm;; = 1. (I1.63)

On fixe ¢ €]0, co[ et on pose
G=c(Q—-1dg). (I1.64)

On voit que G est un générateur infinitésimal uniforme : tous les parametres d’attente sont égaux a c et la chaine du
squelette associée a pour matrice de transition (). Par ailleurs, il est facile de voir que exp(—ct.Idg) = et.Idg, par
conséquent, le semi-groupe associé a GG de la forme (I1.64) est donné par

VteR,, Pi=e “exp(ct.Q)= Z e_Ct%.Q" . (11.65)

n>0

On voit que les générateurs uniformes sont une extension simple du cas des processus de Markov a espace d’états
fini. Cependant, I’hypotheése d’uniformité est tres forte et de nombreux processus markoviens intéressants et naturels ne
sont pas uniformes. 11 n’y a malheureusement pas d’hypothese élémentaire sur le générateur qui englobe tous les cas
intéressant ou utiles et qui permette d’utiliser simplement le générateur pour effectuer des calculs.

II.4 Exemples.

II.4.a Processus de Poisson.

On imagine la situation suivante : un compteur compte combien d’électrons frappent une plaque de métal
au cours du temps. On commence le comptage au temps ¢t = 0 ol Vg électrons ont déja été enregistrés. On note
Ny le nombre d’électrons détecté au temps ¢. On remarque que ¢ — N, est continu a droite. De plus on suppose
qu’il est quasiment impossible que deux électrons arrivent en méme temps sur la plaque. Par conséquent, les
sauts du processus de comptage sont égaux a 1 : si on note /V;_ la limite a gauche du processus de comptage
a I'instant ¢, alors N; — Ny;— € {0, 1}, pour tout ¢ € R,. On note T;, le temps d’arrivée du n-ieéme électron (a
partir du temps 0). On a donc

Ny = Ny + Z 1j0,(Tn) -

n>1



1I.4. EXEMPLES. 197

On considere que le phénomene a I’origine de 1’arrivée des électrons est aléatoire mais ne change pas statisti-
quement et que les électrons se comportent de facon aléatoire. Si on change I’origine des temps en ¢, le nombre
d’électrons supplémentaires ayant frappé la plaque entre les instants ¢ et £ + s, qui est égal a Ny — N; doit
donc avoir méme loi que N; — Ng. De plus le nombre d’électrons supplémentaires N;; — N¢ ne dépend pas
des d’électrons qui sont arrivés dans le passé avant ¢. Cela implique que N = (IN¢);cr, est un processus mar-
kovien. On appelle un tel processus de comptage un processus de Poisson. 11 et assez naturel de formaliser ce
processus de comptage de la maniere suivante.

Définition I1.4.1 Soit (£2,.%,P), un espace de probabilité. Soit N = (NN;);cr, , un processus cad croissant
partout sur €2 a valeurs dans N. C’est un processus de Poisson s’il satisfait les hypotheses suivantes.

(a) Les accroissement de N sont indépendants, ¢’ est-a-dire que pour tous 0 < t1 < ... < t,, les variables
N07 Ntl _N07 Nt2 _Ntlu cee Ntn _Ntn_17

sont indépendantes.

(b) Les accroissements de N sont homogénes en loi : ¢’est-a-dire que pour tous s,t € R, N; 15— Ns a méme
loi que N; — Ng.

(¢) C’est un processus de comptage, c’est-a-dire que ses sauts valent au plus 1 : Ny(w) — Ny (w) € {0, 1},
pour tout w € ) et tout réel t > 0. O

Démontrons qu’un processus de Poisson N = (V¢);cr, comme dans la définition précédente est processus
de Markov. Pour tous i, j €N, et tout { € R, on pose

pi(i,j) =P(Ny — No = j — 1) .

On observe que p.(i,7) = 0sij < ietque p(i,j) = pt(0,j — ). Pourtous tg = 0 < t1 < ... < t, et pour
tout tous 4g,...,%, € N,ona

P(N(]Iio;Ntl :il;...;Nt :’Ln) =

n

'-U

(N(] = Z(), Nt1 NO = il —ig; e ;Ntn —Ntn71 :in_in—l)
= P(N() = Z(]) (Nt1 —N() = il—io)P(Ntn _Ntn71 :in—infl)
= P(NO = Zo) (Nt1 _NO = il—io)P(Ntn,tn_l —N():’L'n—l'nfl)
= P(No = io)pt, (0, 11)Pty—t, (i1, 82) - - - Pty —t, 1 (Gn—1,1n)
Cela implique d’une part que les P = (p¢(¢,7))ijen, t € Ry, forment un semi-groupe et d’autre part que
(Nt)ter, est un processus markovien pour ce semi-groupe (au sens de la définition élémentaire I1.1.12, a la
page 153).

Calculons le générateur infinitésimal du processus de Poisson : on pose § = ¢(0) = —qo 0, le parametre
d’attente en 0. Comme les sauts du processus sont exactement égaux 1, la chaine du squelette est particuliere-
ment simple : c’est un processus déterministe qui augmente de 1 a chaque étape. On en déduit notamment que
¢ij=0sij ¢ {i+1,i} etdonc ¢ ;11 = —¢;; = q(i). Donc

1—q(i)t+o(t) = pe(i,1) = pe(0,0) =1 — 0t + o(t) .
On en déduit donc que ¢(i) = ¢(0) = 6. Le semi-groupe, qui est trés simple, est donc donné par
0 sij=1i+1,

qm = —9 Sij = i,
etdoncO sij ¢ {i,i+ 1}

La décomposition du processus en un squelette discret et des durée d’attentes exponentielle donnée au théoreme
I1.1.26 (page 164) montre ici que si J,, est le n-ieéme temps de saut de N = (Ny);en, alors
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(a) Nj, — No=mn,neN.
(b) lesv.a. Dy, = Jp—Jp—1,n > 1, sont i.i.d. de loi exponentielle de parametre 6.

On a donc
VtERy, Ni=DNo+ Y 1yg(Jn). (IL66)

n>1

Il est possible de résoudre les équations de Kolmogorov-Chapman dans ce cas pour trouver explicitement les
probabilités de transition p;(7, j), mais un calcul intégral direct s’appuyant sur (a) et (b) permet ce calcul :

pi(0,5) = PNi—No=j)=P(J; <t <Jj+ Djn)

= E[l{ogt—Jj}e_e(t_Jj)]

= / .. / dsy .. .dsjejefe(sﬁ'““j)1[0,t](31 + .. 55)e bttt tsy)
0 0
= Qjeet/ . / dsy . ..del[()’t}(Sl +...+ Sj)
0 0

= (e~ t / ce / dtl Ce dt]]_{ogtlggtjgt}
0 0
= ¢le /50
Donc o
(61"
(=
La définition I1.4.1 des processus de Poisson peut se reformuler comme suit a ’aide de la filtration naturelle
FN = o0(Ny;5€]0,t]), t R, : 'indépendance des accroissements (a) est équivalente a ce que
(a’) Pour toust,s€R,, Ny s — N; est indépendant de FN.

Cela justifie I’introduction de la définition suivante d’un processus de Poisson relativement a une filtration.

VtER,, Vi, j €N, pi(i,j) = 1eje ™

Définition I1.4.2 (Processus de Poisson relativement a une filtration) Soit N = (INV;)icr . un processus a
valeurs dans N qui est défini sur un espace de probabilité (€2,.%, P). On suppose qu’il est cad don les sauts
sont égaux a 1, partout sur Q. Soit (.%;)icr, , une filtration sur (£2,.%). On dit que N est un processus de
Poisson relativement a la filtration (F)er .» 8’1l satisfait les trois conditions suivantes.

(a) Pourtoutt € Ry, Ny est .%;-mesurable, c’est-a-dire que N est (%;);cr , -adapté.
(b) Pour tous s,t € N, Ny — Ny est une variable indépendante de la tribu .%;.
(c) Pourtoust,s € Ry, Niys — Ny améme loi que Ny — Np. O

Il est facile de montrer qu’un processus de Poisson au sens de la définition I1.4.1 , page 197, est un processus
de Poisson relativement  sa filtration naturelle (.#N);cr . » comme a définition précédente.

Il peut paraitre un peu artificiel d’introduire une filtration dans la définition des processus de Poisson mais
comme on le verra plus loin c’est une idée utile lorsque 1’on considere plusieurs processus de Poisson (ou
plusieurs processus, dont des processus de Poisson). Pour illustrer ce fait, nous énongons ci-dessous un résul-
tat (dont la preuve est donnée dans les exercices) ou la filtration joue un rdle a la fois crucial, qui n’est pas
élémentaire.

Proposition I1.4.3 Soit (2,.%, P) un espace de probabilité. Soit (F;)icr, , une filtration sur (2, F). Soit un
entier d > 2. Soient
Nl = (Ntl)t€R+ PRI Nd = (Ntal)tGR+ )
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des processus de Poisson relativement a la méme filtration (%), qui sont tous issus de 0 : P(Ng =...=

N§=0)=1. Pour tout k€{1,...,d}, on note (T¥),>1, la suite des temps de sauts de N*, c’est-a-dire que
Nf = Zl[o,t](Tr]f) , teRy.
n>1

On suppose que les processus de Poisson (N* )1<k<q De sautent pas en méme temps, c’est-a-dire que

Pps. Vi<k</(<d, {IFf<. . <TFr<. . In{If<.. <T'<..}=0. (IL.67)
Alors les processus de Poisson N, ... N® sont indépendants, ce qui est équivalent & dire que les suites
(THp>1, on (Tﬁl)nzl, sont indépendantes.
Preuve : voir I’exercice 1I.11 page 204. |

II.4.b Marches aléatoires.

Définition I1.4.4 Soit X = (X;)icr, un processus a valeurs dans Z% qui est défini sur 1’espace de probabilité
(Q,.#,P). On le suppose non-constant et continu a droite. On dit que c’est une marche aléatoire ssi il satisfait
les deux conditions suivantes.

(a) (Homogénéité en loi) Pour tous s,t € Ry, Xy — X; a méme loi que X5 — Xp.

(b) (Indépendance des accroissements) Pour tous t1 < ... < t,, les variables
X();th_XO;XtQ_thy---7th_th717
sont indépendantes. O

La proposition suivante justifie le terme de marche aléatoire.

Proposition I1.4.5 Soit (X;)cr,, une marche aléatoire sur 7% homogeéne en loi définie sur un espace de
probabilité (Q,. 7, P). Alors, il existe un paramétre 6 €]0,00] et une loi de probabilité v sur 7.2 telle que
v(0) = 0 qui décrivent la loi de X de la facon suivante.

(i) X est un processus de Markov a valeurs dans 7. dont le générateur G = (i,j); jeza est donné par
9 sii =],
Ov(j—1) sii#j.
(17) Il existe une suite de variables (&),)n>1, indépendantes et de méme loi exponentielle de paramétre 6,

et il existe une suite (fn)nzl de variables indépendantes, a valeurs dans 7.2 de méme loi v, suites qui
satisfont les conditions suivantes.

\V/Z,] € Zda qij = {

(ti-a) Xo, (6n)n>1 et (&n)n>1 sont indépendantes.
(ii-b) Ona
Xp=Xo+ Y & = > 1og(Tn)én,
1<k<N; n>1
ol on a posé
VteR,, N;= Zl[o,t}(Tn) avec T, =& +...+6&,,
n>1
qui est un processus de Poisson de paramétre 0 indépendant de la suite des sauts (§)n>1.
La loi v est appelé la loi des sauts de la marche X.

Preuve : voir I’exercice 11.4. [ |
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II.4.c Contruction des processus minimaux a I’aide des processus de Poisson.

On se propose de donner une construction du processus minimal associé a un générateur infinitésimal
G = (¢i,j)i jeE sur E en utilisant un processus de Poisson et un changement de temps. L’ approche n’est pas
fondamentalement différente de celle de la section I.2.b page 172. On note ¢(i) = —¢;;, ¢ € E la famille des
parametres de temps d’attente associée a G et on note () = (m; ;); je i, la matrice de transition du squelette qui
lui est également associée. On se donne les deux processus suivants.

(a) Une chaine de Markov a valeurs dans E :
(2; F ;Y= )nen; Q; Py, pes1(EY)) .

La filtration choisie est la filtration naturelle de Y : .%,Y = o(Yp, ..., Yy), n € N. Elle ne jouera aucun
role.

(b) Une suite de variables &, : Q@ — R, n > 1, .%-mesurables telle que pour toute loi d’entrée p € #,(E),
sous P, 1a suite (&7,),,>1 esti.i.d. de loi exponentielle de parametre 1 indépendante de la chaine Y.

Onposealors T, =&+ ... +&,,n > let

VieRy, Ny= Z 10,q(Th)

n>1

si bien que pour toute loi d’entrée p € .#1(E), sous P,, N = (N;);cr, est un processus de Poisson de
parametre 1 indépendant de la chaine Y. On pose également

é:Q—IdE et Vte Ry, )N(t:YNt.

On voit que la matrice G est un générateur infinitésimal sur E. On voit également que X = ()?t)teR , estun
processus a valeurs dans E' qui est continu a droite. On pose

VteRy, Vi, j€E, Pui,j)=Pi(Xi=1j).
D’apres les propriétés d’indépendances on a
Pips. B[l IN] =[QY](7).
Par conséquent,

Lt

n>0

On pose P; = (py (i, 7))i,jeE- Ce qui précéde montre que

=Y el Q" = e (1@~ 1d1)) = exp(t.C)

n>0

la convergence de la série de matrices ayant lieu dans Mg (R) muni de la norme | - |, comme expliqué au (I1.65)
page 196, a la section IL.3.

Donc (ﬁt)teR . est un semi-groupe markovien sur £ associ€ au générateur uniforme G. On peut voir cela
plus directement comme suit. On fixe les temps ¢; < ... < t, et les états ig, ..., %, € FE. On remarque pour
toute loi d’entrée i« € .#1(E), on a P ,-presque slirement,

By (1% mioi o, —ivii =i N ] = p(io) (@] (io, i) - [QN2 N iy, i) .. [QNn ™ Nn1] (i1, ).
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Comme Ny, , Ny, — Ny, ..., Ny, — N, sont des variables de Poisson indépendantes de parameétres ¢1, {2 —
t1,...,tn — th—1, on en déduit que

P;L (5(:0 = 10; jzh =115 .. ?jztn = 7‘”) = M(io)ph (iOa 7;1) <Pty —ty 1 (in—l, 7’”) )

ce qui montre que X est un processus markovien de semi-groupe (ﬁt)teR . ©cen’est pas un processus explosif
car (i) = 1 pour tout i € F et on utilise le critere d’apres le critere (b) de la proposition I1.2.10, page 178.
C’est donc le processus minimal associé au générateur uniforme G.

Pour tout ¢ € F, on pose ensuite
v(i) =1/q(i) siq(i) >0 et w(i)=1siqg(i)=0.

On voit que v : E — 0, oo[. On effectue le changement de temps suivant en posant pour tout ¢t € R,
s ~
Ay :/v(Xs)ds et w=inf{s e Ry : A; > 1},
0

avec la convention inf () = oo. On pose ensuite

Xi=X; sin<oo et Xy=0 sin=oq,

ol d ¢ E est un point cimetiére.

La proposition I1.3.1 page 189 implique (X¢);cr, est un processus minimal associé au générateur dont les
entrées sont données par g; ;/v(i), i,j € E, ol G=Q-1dg = (Gi,j)ijer- Orsiq(i) > 0eti # j, alors
Gi,j = Tij et gij/v(i) = q(i)mi; = ¢i;; de plus ¢;; = —1 donc gi;/v(i) = —q(i) = gi;. Siq(i) = 0eti # j,
alors g; j = m;; = 0etq;;/v(i) =0 =gq;;deplusm; =1,donc ¢;; = 0,etonagq;;/v(i) =0 = g, Cela
montre que (X;);cr, estun processus markovien minimal de générateur G, ce qui achéve la construction.

EXERCICES.

Exercice II.4 Cet exercice détaille une preuve de la proposition I1.4.5. On suppose que X = (X¢)¢cr, est une marche aléatoire dans
7% définie sur I’espace de probabilité (Q2, 7, P).

1. Pourtouti,j € Z%ettoutt € Ry, on pose p:(i,j) = P(X: — Xo = i — 7). En raisonnant comme dans la preuve du lemme
??, montrer que P; = (pt(4,7)); jezd> t € Ry, est un semi-groupe markovien sur VA

2. Montrer que X est un processus de Markov de semi-groupe (P )¢k, -

3. Onnote G = (qi,j); jezd le générateur infinitésimal associé a (P;):er, . Montrer que puisque p (4, 5) = p:(0,j — i), ona
Vi,j €LY, iy = qoi -
On pose 6 = —qo,o. Déduire de ce qui précede que ¢;; = —0, pour tout ¢ € Z%. Expliquer pourquoi le fait que X est supposé

non-constant implique que 6 > 0.

4. On pose v(k) = qo1 /8, pour tout k € Z*\{0} et v(0) = 0. Montrer que v est une mesure de probabilité et montrer que G est
bien de la forme donné par le point (i) de la proposition I1.4.5.

5. Onnote &, = D,(X), n > 1, les durées d’attentes de X. Montrer que la suite (&},),>1 est i.i.d. de loi exponentielle de
parametre 6 et montrer qu’elle est indépendante de la chaine du squelette Y (X) = (Y (X))n>0, qui est associée a X.

6. Montrer que la chaine du squelette est une marche aléatoire sur Z¢ de loi de saut v et conclure. (]
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Exercice IL5 Soit X = (X;):er, un processus de Markov minimal a valeurs dans 7% de générateur G = (q;, )i, jezd, non-nul et tel
que
Vi, jik €', Gig = itk -

Montrer que X est une marche aléatoire. (]

Exercice II.6 On considére une marche aléatoire homogéne en loi de loi de saut v, qui est une probabilité sur Z¢ et de parametre
des durées d’attente 0. On suppose que toutes les variables sont définies sur I’espace de probabilité (€2, %, P). On note la marche
X = (Xt)ter, eton suppose que P(Xo = 0) = 1. Pour tout u = (u1,...,uq) € R, on pose

plu) = 3 (k)

kezd

La fonction v : R?¢ — C est donc la fonction caractéristique de v. Calculer E [e““‘xt)] en fonction de ¢, u, ¥ et 6. O

Exercice IL.7 On fixe
(Q§ F 5 (Fi)ren; N= (Ni)ier, ; G; Pu, pu € //ll(N))
un processus de Poisson de paramétre 6. On fixe V = (V})ter,, , une famille de variables aléatoires telle que
— pourtoutt € Ry, Vi : Q — C est Fi-mesurable;
— pourtoutw € Q,t — Vt(w) est continue a gauche;

— pour tout ¢ € R, il existe une constante c; telle que

Ywe R, sup |Vi(w)|<c.

Pour tout ¢t € R, on définit le symbole suivant

ol la suite T, := J,(N), n > 1, est la suite des temps de sauts de N.

1. On note |-] I’application partie entiere. Montrer que

t t
Yw € Q, / Vi(w)ds = lim/ Vins)/n(w)ds.
0 nJo

et que

t
/ Vinamds = "= Vi + >0 Vi
0 0< [nt]

Montrer que fot Vs ds : Q — C est .#;-mesurable intégrable.

2. Pour tout n > 1, on pose ensuite

Un = Vintym(Ne = Nineym )+ D> Vign (Noegryn— Niyn ) -

0<k<|nt]
Montrer que, partout sur {2, on a

t
thn = /ngNg et |Un| S Ct Nt .
n 0

En déduire que fot Vsd N, est .Z-mesurable et intégrable.
3. Onfixe 0 < k < |nt]. Montrer que

E[Vi/n (Net1)/n— Nin ) | Fin] =0 Vi -

En déduire que E[U,] = 0 - E[[ Vins) /nds].
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4. Montrer que

E[/OtVsts] :€~/OtE[VS]ds.

d

Exercice IL.8 Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité. Soit (.7 )+cr , , une filtration sur (€2, .#). Pour tout
1 < k < d, on se donne un processus de Poisson N* = (Ntk)te]}g+ de paramétre 0y, et on suppose que c’est un processus de Markov
relativement a la filtration (%) :er 4 issu de 0, c’est-a-dire que

— P(N§f =0)=1;

— pour tous s,t € R, Ntk+5 — NP est indépendante de .%; et suit une loi de poisson de paramétre s.0y.

On suppose de plus que les d-processus de Poisson N*, ... N¢ sont indépendants. On pose
Ne=(N},...,N}) e N, teR, .

1. Montrer que N = (Nt)ier + estun processus de Markov a valeurs dans N 4 relativement 2 la filtration (Ft)ter, -

2. Montrer que N est une marche aléatoire 2 valeurs dans N de paramétre de durée d’attence 6 = 6, + . .. 4 04 et de loi de saut
v donnée par v(er) = 0;/0,1 < k < d,oley,...,eq désignent les vecteurs de la base canonique de R,

3. Onnote T,, = J,(N), n > 1, la suite des temps de sauts de N. Pour tout n > 1, on pose x» = k ssi le n-ieme saut de N est
dii a N*, ¢’est-a-dire qu’il s’effectue dans la direction k portée par ey, :
Xn =k <= Nr, — Nr,— =€ .
On pose également
N =N'+...+N}, teR,.
Montrer que
Nf = 1p4(Tn), teR.

n>1
En déduire que N* = (/" ):er, est un processus de Poisson de parametre 6.

4. Montrer que (Xn)n>1 est une suite i.i.d. a valeurs dans {1, ..., d} de loi donnée par
P(xn=k)=0,/0, 1<k<d.

Montrer que N™ et (X»)»>1 sont indépendants (ce qui est équivalent, on le notera a I'indépendance de (77, )n>1 et de (xn)n>1)-
5. Donner un énoncé sans mentionner de filtration.

6. On se donne maintenant une suite de variables indépendantes (&,),>1 de méme loi exponentielle de parametre 6. On se donne
également une suite de variables (kr )n>1, &, valeurs dans {1, ..., d}, indépendantes de méme loi donnée par

P(in=k)=pr, 1<k<d.

On suppose que 0 < pr < 1, pour tout 1 < k < d. On suppose de plus que (&,)n>1 et (Kr)n>1 sont indépendantes. On pose
Ty =& +...+ &, Pourtout 1 < k < d, on pose également

Mtk = Z 1[0’t](T;)1{5n:k} , te R+ .
n>1

Montrer que (Ml)tenh, R (Mtd)teRJr sont d processus de Poisson indépendants de parametres respectifs p1 0, ...,pqs0. O

Exercice I.9 Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (€2, .7, P), muni d’une filtration (. )icr, . On se
donne un (f}t)teRJr -processus markovien a valeurs dans N Tl est noté N = (NVi)ee r, - On pose

Nt:(Nt17"'7Ntd)7 t6R+,
NP étant la k-iéme coordonnée de N; dans la base canonique de R?. On fait les deux hypotheses suivantes.

— Pourtout1 < k < d, N* = (Ntk)teRJr est un processus de Poisson relativement a la filtration (.%;)ter,, , issu de 0 : on note
0 son parametre.



204 CHAPITRE II. PROCESSUS MARKOVIENS A ESPACE D’ETATS DISCRET

— Onnote (T, ok )n>1 la suite des temps de sauts de N*. On suppose que
Pps. Vi<k<(<d, {TF:;n>1}n{Ti;n>1}=0.

Autrement dit les processus de Poisson N* ne sautent pas en méme temps.

1. Calculer le générateur infinitésimal de IN. Constater que c¢’est le méme que celui du processus de 1’exercice I1.8.
2. En déduire que N, ..., N% sont indépendants. |

Exercice II.10 Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (2, %, P). Cet espace est muni d’une filtration
notée (F¢)ier e On considere un processus de Markov a valeurs dans Zd, relativement 2 la filtration (%#):er e On le note X =
(Xt)ter, et on suppose que c’est une marche aléatoire de loi de saut v et de parametre des durée d’attente noté 6. On suppose deux
choses sur v.

(a) L’espace vectoriel engendré par les vecteurs j € Z tels que v/(j) est Z°.
(b) Sij € Z%esttel que v(j) > 0, alors toutes les coordonées de j dans la base canonique sont nulles sauf une.

Onpose X; = (X{,...,X),t € Ry, qui sont les coordonnées de X; dans la base canonique.

1. Ens’aidant de I’exercice II.11 (ou de la proposition I1.4.3) montrer que X! = (Xt )teRJr L X4 = (Xtd)tE]R+ sont d marches
aléatoires relativement a (.%;):cr,, qui sont indépendantes a valeurs dans Z dont on précisera les lois de saut et les paramétres
de durées d’attentes respectifs.

2. Réciproquement, montrer que si X* = (X;)tcr, est une marche aléatoire homogene en loi sur 72 dont les coordonnées sont
des processus de Markov indépendants, alors sa loi de saut satisfait I’hypothese (b). O

Exercice I1.11 Le but de cet exercice est de détailler une preuve de la proposition 11.4.3. 1l est nécessaire d’avoir traité [’exercice
I1.7. On adopte les hypothéses et les notations de la proposition 11.4.3. On note 6, le parametre de N*, 1 < k < d. On se donne

fi,.-., fa : Ry — R, d fonctions continues a gauches bornées et on pose pour tout t € R
Yt—exp 1 Z /ﬁ€ dN
1<k<d

1. Montrer que Y; est %#;-mesurable, que |Yz| = 1 et que ¢ — Y; admet une limite a gauche en tout temps ¢ > 0.
2. Pourtout 1 < k < d, on pose alors
VseRy, VF=( 1)y, .
Montrer que que s — V¥ est continue 2 gauche, et enfin que V* = (‘/tk)tE]RJr est (Ft)ter, -adapté. Montrer que le fait que
les N* ne sautent pas en méme temps implique que

Vi—1= / VEdNE .
1<k<d
3. Pour tout t € Ry, on pose ¢(t) = E[Y;]. Déduire de la question précédente et de 1’exercice I1.7 que
=1+ > ek/ (e _1)gp(s) ds .
1<k<d

4. En déduire que

E H exp /f;C dN H exp (Gk/ iFk (o) 1)ds).

1<k<d 1<k<q
5. On fixe ensuite p réels positifs 0 < t; < ...t, < t; pour tout 1 < k < d, on fixe aussi d vecteurs u® = (u¥, ... ,up) € RP,
et on pose
k
Vs €Ry,  fr(s) = Z u;1(0,1;1(8) -
1<j<p

Vérifier que fi, est continue a gauche, bornée. Montrer que
t
/ fr(s)dNE
0

E[ H exp(iu}fol—&-...—l—iu];N,i)} = H E[exp(iu’fol—l—...—i—iu];Ntkp)].
1<k<d 1<k<d

6. Conclure. O

2 : k ark
’U/thj .

1<j<p

Montrer que
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I1.4.d Processus de naissance et de mort

Dans cette section nous choisissons comme espace d’états £ = N et nous considérons les générateurs infi-
nitésimaux qui sont "tridiagonaux". Plus précisément, on se donne G' = (¢; j ), jen un générateur infinitésimal
tels que

Vi,jeN, ¢;=0 si |i—j]>2. (IL.68)

Autrement dit les seules entrées non-nulles de la matrice G sont parmi les nombres qo 0, go,1 €t g;i—1, Gi,; €t
gi,i+1, pour ¢ > 1. Puisque G est un générateur infinitésimal on a :

(@) go,1,9,i-1,¢,i+1 = 0, pour tout 7 > 1;
(b) ao :=qo,1 = —qo,0:
(©) Gii—1+ giji+1 = —i, €t on pose a; = q; i+ et b; = g; ;—1 pour tout 7 > 1.

On voit donc que G est entierement caractérisée par la suite (a;);>0 des faux de naissance et la suite (b;);>1
des taux de déces. On dit que le processus de générateur GG est un processus de naissance pure si b; = 0, si pour
tout ¢ > 1. C’est un processus de mort pure ssi a; = 0 pour tout 7 > 0. La matrice de transition de la chaine du
squelette ) = (m; ;,%,j € N) est également tridiagonale car on a 7; ; = 0 dés que |i — j| > 2. Le squelette est
une chaine de naissance et de mort.

L’évolution d’un processus minimal de générateur GG peut se décrire grossierement de la maniere suivante :
soit le processus est aborbé dans un état ¢ tel que ¢(i) = —g¢;; = 0, soit il attend un temps exponentiel de
parametre g(i) = —¢;; et il augmente de 1 avec probabilité 7; ;11 ou baisse de 1 (s’il n’est pas en i = 0)
avec probabilité m; ;1. Ce modele peut se voir comme 1’évolution d’une population au cours du temps ou un
seul individu a la fois meurt ou bien nait, avec une probabilité et un taux qui ne dépend que de la taille de
la population. C’est pourquoi de tels processus markoviens portent le nom de processus de naissance et de
mort. Cependant de tels modeles recouvrent de nombreuses situations qui ne sont pas nécessairement liées a la
biologie (voir les files d’attentes dans la section suivante).

Remarque I1.4.6 Si pour un état K > 1, gk k41 = 0, on voit qu’un processus issu de ¢ € {0,..., K}, ne
visitera jamais les états { K + 1, K + 2, ...}. Il peut se voir alors comme un processus de naissance et de mort
dont I’espace d’états est {0, ..., K}, et de générateur infinitésimal (¢; j)o<i j<K- ]

Comme déja mentionné, la chaine du squelette associée a un processus de naissance et de mort est une
chalne de Markov de naissance et de mort qui ont été traitée de fagon trés complete au chapitre sur les chaines
de Markov. La seule question générale propre aux processus markoviens en temps continu, qui reste a régler
est 'explosion éventuelle des processus de naissance et de mort.

EXERCICES.

Exercice I.12 Soient (e,,,n > 0) une suite de v.a. exponentielles indépendantes de paramétres respectifs (g, n > 0), définies sur
un espace de probabilité (2,.%, P). Montrer que ’on a I’alternative suivante.

() P(Enzo en = OO) =1si ano q% = 0.

(i) P(X,s0en <00) =1si) ot < oo

an
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(On notera que B[y . en] =3 Ly, O

n>0 qn

Exercice II.13 On considere un processus de naissance pure associé aux parametres a; > 0,7 > 0. On suppose que toutes les variables
sont définies sur un méme espace de probabilité (2,7, P). Onnote X = (X;):cr, un tel processus. On suppose que P(Xo = 0) = 1.

1. Montrer a I’aide de I’exercice I1.12 précédent que le processus explose ssi la série de terme général 1/a; est convergente et que
I'ona

P((<o0)=1 si Zi<oo et P((=00)=1 si Zizoo.

- - a;
>0 >0

2. On suppose que si ¢ # j alors a; # a;. Montrer que

3. Calculer P(X; = j) lorsque a; := c.i, pour une certaine constante c.

4. Pour tout ¢ € N, on pose v(7) = a;. Pour tout ¢ € R4, on pose également A; = fot v(Xs)dsetr, =inf{s € Ry : A; >t}
avec la condition habituelle inf () = co. Montrer que (X, )ter,, est un processus de Poisson de paramétre 1 issu de 0. ]

Exercice II.14 On consideére un processus de naissance et de mort associés aux parametres a; = i.a, i > Oetb; = 4.b,5 > 1,00 a,b
sont deux réels strictement positif. On suppose que toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (2, .7, P). On
note X = (X;)¢er, un tel processus. On suppose que P(Xo = ig) = 1. On pose v(r,t) = E[r**],r € [0,1] et t € R,.
1. On suppose que io = 1. En utilisant les équationde Kolmogorov rétrogrades et directe montrer que ¢ — v(r,t) satisfait une
équation différentielle que I’on explicitera et que 1’on résoudra.

2. Trouver une forme explicite & v(r, ¢) (il faut distinguer les cas a = bet a # b). d

I1.4.e Quelques modeles de files d’attentes.

Les principaux sytemes de files d’attentes ont été décrits et classifiés par I’ingénieur des télécommunication
danois K. Erlang et le mathématicien anglais D. Kendall de la maniére suivante : on suppose que des clients
entrent les uns apres les autres dans une salle d’attente ; les temps entre les arrivées successives des clients sont
appelés temps d’interarrivée; dans cette salle d’attente se trouvent un certain nombre K de guichets derriere
lesquels des agents servent les clients (un seul client a la fois par guichet); on suppose que la salle d’attente
a une contenance maximale de C' clients possibles; si la salle d’attente est pleine et qu’un nouveau client
veut rentrer, celui-ci est tout simplement refoulé (et on n’en tient plus compte) ; chaque client est appelé a un
guichet dans un ordre fixé a I’avance qui est la régle de priorité ; le temps mis pour servir un client est appelé
temps de service; lorsqu’un client est servi, on considere qu’il quitte le guichet ot il était servi et que 1’agent
appelle instantanément un nouveau client; par ailleurs on suppose qu’en dehors de I’attente due aux services
des autres clients, chaque client se comporte indépendamment des autres ; cela conduit a supposer que les temps
d’interarrivée sont des variables indépendantes, ainsi que les temps de service. La loi d’une file d’attente de ce
type est donc completement décrite par cinq symboles :

Symbole 1/ Symbole 2/ K/ C/Reégle de priorité ,

qui signifient les choses suivantes.

— Le premier symbole décrit la loi des temps d’interarrivée. On suppose que ces temps forment un suite
de variables aléatoires indépendantes de méme loi. Cela n’est pas tout a fait réaliste car la statistiques du
nombre de clients qui arrivent peut changer au cours du temps (on peut penser aux heures de pointe dans
une poste). Mais il est raisonnable de penser que cette fluctuation de la statistiques du nombre de clients
se présentant dans la salle d’attente varie assez lentement. On supposera ici que sur le laps de temps ou la
file d’attente est étudiée, la statistique du nombre d’arrivées de clients est constante. Comme les clients se
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comportent de facon indépendante les uns des autres, il est naturel de penser qu’un bon modele pour les
temps d’arrivée est un processus de Poisson; dans ce cas, la loi d’interarrivée est une loi exponentielle.
On signale cette hypothése en prenant pour "Symbole 1" la lettre M, comme "markovien". Si la loi
des temps d’interarrivée n’est pas exponentielle, on le signale par les lettres G1, comme "Généralisé et
Indépendant” . On note (A,,n > 1) la suite des temps d’interarrivée. Les temps d’arrivée sont donc
donnés par la suite (7,,n > 1) définie par

T.=A1+...+4,, n>1

— Le second symbole décrit la loi des temps de service de chaque client. On suppose que ces temps de
service sont indépendants et de méme loi : cela signifie que tous les clients sont statistiquement du méme
type. Cela n’est pas toujours réaliste, mais nous nous contentons de décrire les modeles de files d’attente
les plus simples. Lorsque la loi des temps de service est une loi exponentielle, alors on signale cette
hypothese en prenant pour "Symbole 2" la lettre M, comme "markovien". En effet nous verrons que dans
ce cas, la file d’attente est completement décrite par un processus markovien. Il faut cependant noter
que cette hypotheése n’est pas tres réaliste, c’est pour cela que sont souvent considérées des lois plus
générales : on signale cela en prenant pour s "Symbole 2" les lettres GI. Dans ce cas, la file d’attente est
plus délicate a étudier mais elle peut cependant étre analysée par des méthodes markoviennes.

— Comme déja mentionné, le nombre K représente le nombre de guichets. Mais signalons qu’il peut &tre
., N L R S N NN
pris égal a oo, éventuellement.

— Comme déja mentionné le nombre C représente la contenance maximale de la salle. Signalons qu’il peut
étre pris égal a oo ou a 0.

— Il existe de nombreuse regles de priorité ; nous n’en mentionnerons que deux. La regle FIFO, pour "First
In First Out". Pour cette regle, les clients sont servis dans 1’ordre de leur arrivée c’est-a-dire que des
qu’un guichet se libere, le client dans la salle d’attente qui a attendu le plus longtemps s’y dirige (ins-
tantanément) et est servi. On peut aussi considerer la régle LIFO, pour "Last In First Out"; selon cette
régle, dés qu’un nouveau client rentre, il supplante un client en train d’€tre servi, le guichetier auquel il
se présente se met a le servir; il faut préciser ce qui arrive au client supplanté : on impose que le client
supplanté revienne dans la salle d’attente mais il y figure avec la priorité sur les autres clients attendant,
qui conservent leur ordre de priorité entre eux, par ailleurs. Cette régle est appelée "LIFO preemptive
resume". Lorsqu’il y a plusieurs guichets et que I’on adopte la reégle LIFO preemptive resume, il faut
préciser comment le nouveau client choisit son nouveau guichet. La regle LIFO preemptive resume peut
sembler totalement injuste au premier abord, mais le nouveau client qui est passé devant tout le monde
sera peut étre supplanté si son temps de service est trop long ; cette régle a tendance a pénaliser les clients
au temps de service long; elle est parfois globalement plus efficace que la regle FIFO.

Il existe une littérature abondante sur les files d’attente, qui donne lieu a des développements mathématiques
compliqués. Nous nous restreignons aux cas suivants :

(M/M/1/00/FIFO), (M/M/K/0/-), (M/M/K/oo/FIFO) et (M/G1/1/00/FIFO).

Par ailleurs, il n’est pas particulicrement facile de prouver que les files d’attentes markoviennes sont effecti-
vement markoviennes. Nous nous contenterons ici de nous en convaincre, sans beaucoup de détails, et d’en
calculer le générateur infinitésimal. Pour ce calcul nous allons utiliser les deux résultats suivants sur les va-
riables exponentielles.


Mobile User
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Lemme I1.4.7 (Lemme des réveils) Soient (e,,n > 0) une suite de v.a. exponentielles indépendantes de para-
metres respectifs (qn,n > 0), définies sur un espace de probabilité (2, .7, P). Alors, inf,>q e, suit une loi
exponentielle de paramétre ), - qn. De plus, si

O<an<oo,
n>0

alors, P-p.s. il existe un unique indice aléatoire N € N tel que ey = inf, >0 ey. Par ailleurs N est indépen-

dante de inf,>g e, et ona
dk

ano an

Preuve : nous laissons la preuve de ce lemme en exercice. |

Vk>0, P(N=k) =

o File d’attente (M/M/1/>0/FIFO). Il y a un unique guichet et une salle d’attente infinie. On note a le parametre
des temps d’interarrivée et b le parametre des temps de service. Les client sont numérotés par leur ordre d’arri-
vée. On note X le nombres de clients dans la salle d’attente au temps ¢ et on note (Y7,),>0 les états successifs,
c’est-a-dire le squelette. On note .J; le premier temps de changement d’état.

— Si Xy = 0, le premier saut d’effectue lorsque le premier client arrive. Alorson a Y; = 1 etet J; est une
variable exponentielle de parametre a. On doit donc avoir ¢(0) = a = —qp 0. Comme 7y ; = Po(Y; =
1), on en déduite que 7y ; = go,; = 0 dés que ¢ > 2. On a donc

qo,0 = —a, qo,1 = a etdonc go; = 0des quei > 2.

— Supposons que Xy = % > 1. Alors le processus change d’état dés qu’un client entre ou dés qu’un client
de la salle d’attente est servi : J; est donc le minimum d’un temps d’arrivée et d’un temps de service, qui
sont des exponentielles indépendantes de parametres respectifs a et b. J; est donc une loi exponentielle
de parametre a + b = —g; ;. La probabilité qu’un client arrive avant qu’un client de la salle d’attente
soit appelé pour étre servi est, d’apres le lemme des réveil, P(Y; =i+ 1) = a/(a + b) et la probabilité
contraire est donc P(Y; =i — 1) = b/(a + b), de plus la durée d’attente .J; et Y7 sont indépendants. On
en déduit facilement que 7; ; = 0, dés que |[i — j| > Oetm; ;41 =1 —m;;—1 = a/(a+ b). on adonc

Gii=a+b, ¢it1=a, g,;—1 =>b etdoncg;; =0desque |i — j| > 2.

On a complétement calculé le générateur infinitésimal de la taille de la file d’attente, si celle-ci suit une
dynamique markovienne. Pour ce convaincre de cela, il faut penser a la propriété "d’oubli" des lois exponen-
tielles : a chaque modification de la file, par arrivée ou fin de service, les exponentielles modelisant le temps
d’attente jusqu’a I’arrivée du prochain client ou le temps de service restant au client actuellement servi, sont
rafraichies et statistiquement "comme neuves". Ce n’est ici pas une situation compliquée et on pourrait tout a
fait rigoureusement justifier ce fait.

On constate que cette file d’attente est un cas particulier de processus de naissance et de mort. Les questions
que I’on peut se poser sur une telle file d’attente sont les suivantes.

x Est-ce-que la file d’attente s’engorge, c’est-a-dire : est-ce que X, tend vers I’infini ?
* Lorsque la file ne s’engorge pas, a-t-elle un régime stationnaire et si c’est le cas, lequel ?
x Lorsque I’on est en régime stationnaire, quel est le temps d’attente moyen d’un client avant d’étre servi ?

e File d’attente (M/M/K/0/-). Ici, il n’y a pas de salle d’attente, il n’est donc pas nécessaire d’avoir une regle de
priorité. Il vaut mieux voir cette file d’attente en termes de serveur téléphonique : on considere que ce serveur
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téléphonique possede K > 1 canaux; dés que quelqu’un appelle le serveur, il est connecté instantanément a
son correspondant via un des canaux libres, qui est choisi uniformément au hasard ; les temps de service repré-
sentent alors les temps de conversation des clients avec leur interlocuteur; lorsque les K canaux sont occupés
et que quelqu’un appelle le serveur, il est refoulé. Cette situation est celle, par exemple d’une borne relai de
téléphones portables. On suppose que les temps d’interarrivées sont des variables exponentielles indépendantes
de parametre a et que les temps de service/conversation sont des variables exponentielles indépendantes de
parametre b.

On note X; le nombre de canaux occupés au temps ¢. On admet qu’il s’agit d’un processus markovien dont
I’espace d’état est alors {0, 1, ..., K'}. On veut calculer son générateur infinitésimal G = (¢, j)o<i j<k. Pour
celaon se donne i € {0,1,..., K} et on suppose que Xy = i.

— Sii = 0, le premier saut de X a lieu au temps A; qui est le temps d’arrivée du premier appel. Donc
J1 = Aj suit une loi exponentielle de parametre a et on a Y7 = X j; = 1. Cela donne donc

—qoo=a=gqo1 et qo; =0 si j=>2.

— On suppose que 1 < i < K — 1. On note By, ..., B; les temps de service/conversation des ¢ clients
connectés au temps ¢ = 0. Ce sont des exponentielles indépendantes de parametre b, indépendantes des
temps d’interarrivée (A;,4;,n > 1). Le premier temps de saut de X est donc

Ji = min(A144, B1,...B;) .

Le lemme des réveils implique que J; est une exponentielle de parameétre a + ¢b qui est indépendante des
deux événements {A;; = J1} et {A1+; > J1} qui sont tels que

a/ _—
a—+ib

P(A1+Z' = Jl) = 1-— P(Al+i > Jl) .

Onpose Y] = X;, =i+ 1si A1, = JietY; = X; =7— 1si Aj4; > Ji. On voit donc que Y7 est
indépendant de J; et que

a/ J—
a+ib

7Ti7i+1:P(Y1:Z'—|—1): 1—7’[‘1'71',1:1—]?(}/1:7;—1),
ce qui implique que 7; j = 0'si |¢ — j| # 1. On a donc
Gii+1 =@, i1 =1b, gz =—(a+1b) et ¢;=0 si |i—j[=2.
— On suppose que i = K, alors le premier saut de X a lieu au temps JJ; = min(By, ..., Bx) qui suit une

loi exponentielle de parametre Kb. De plusona Y; = X ; = K — 1. Cela implique que

—qx Kk =bK =qx k-1 et qx;=0 si j>2.

On voit que X est un processus de naissance et de mort dont I’espace d’état est fini. Les questions que 1’on peut
se poser sont les suivantes.

* Le processus X a-t-il un régime stationnaire ? Si c’est le cas, lequel ?

* Quelle est la proportion moyenne de temps durant lequel le serveur est saturé ?
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+ En régime stationnaire, combien de clients sont refoulés en moyenne par unité de temps ?

e File d’attente (M/M/K/oo/FIFO). 11 s’agit du méme syteme que le précédent, excepté qu’il y a une capacité
d’attente infinie, si bien qu’aucun appel n’est refoulé. On note toujours X; le nombre de clients en service ou
présents dans la salle d’attente. On admet que ¢’est un processus markovien. L’espace d’états est N. On suppose
que les temps d’interarrivées sont des variables exponentielles indépendantes de parametre a et que les temps de
service/conversation sont des variables exponentielles indépendantes de parametre b. On remarque que lorsque
X: > K, les K canaux sont occupés et il y a X; — K appels/clients en attente. En revanche, lorsque X; < K,
il n’y a aucun appel/client en attente. On veut calculer le générateur infinitésimal G = (g; ;)i jen de X Pour
cela on se donne 7 € N et on suppose que Xy = 1.

— Si ¢ = 0, le premier saut de X a lieu au temps A; qui est le temps d’arrivée du premier appel. Donc
J1 = A; suit une loi exponentielle de parametre a etona Y; = X;, = 1. Cela donne donc

—qoo=a=qo1 et q, ;=0 si j=>2.

— On suppose que 1 < 7 < K — 1. On note By, ..., B; les temps de service/conversation des ¢ clients
connectés au temps t = 0. Ce sont des exponentielles indépendantes de parametre b, indépendantes des
temps d’interarrivée (A,,4;,n > 1). Le premier temps de saut de X est donc

J1 = min(AHi, Bl, e Bz) .
Le lemme des réveils implique que J; est une exponentielle de parameétre a + ¢b qui est indépendante des
deux événements {A;; = J1} et {A14; > J1}, qui sont tels que
a
a4+ b
Onpose Y] = Xy, =i+ 1sidyy; = JietY] = X5 =¢—1si Aj4; > Ji. On voit donc que Y] est
indépendant de .J; et que

P(Apri = Jl) = =1- P(Apri > Jl) .

a J—
a+ib

ﬂ'i,i_HIP(Yl:i—i-l): 1—7ri7i_1:1—P(Y1:7;—1),

ce qui implique que 7; j = 0'si |[¢ — j| # 1. On a donc

Qi1 =0, ¢i1=1b, ¢i;=—(a+ib) et ¢ ;=0 si [i—j>2.

— On suppose que @ > K, alors le premier saut de X a lieu au temps J; = min(A;4;, By,..., Bg) qui
suit une loi exponentielle de parametre a + Kb, qui est indépendante des deux événements { A; = J1}
et {A14+; > Ji1}, qui sont tels que
a —

a+ Kb

OnposeY) = Xy =1+ 1sidyjy; = JietY] = X5 =¢—1si Aj4; > Ji. On voit donc que Y] est

indépendant de J; et que

P(A1+i = Jl) = 1-— P(A1+i > Jl) .

a

a+Kb:

ce qui implique que 7; j = 0'si |4 — j| # 1. On a donc

7ri7i+1:P(Y1:7;+1): l—ﬁi’i_lzl—P(lei—l),

Giiv1=a, ¢i-1=Kb, g;=—(a+Kb) et ¢;=0 si |[i—j[>2.
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EXERCICES.

Exercice IL.15 On considére une file d’attente (M /M /1/00/FIFO). Les temps d’interarrivées des clients sont des variables expo-
nentielles indépendantes de parametre noté a et les temps de services sont des exponentielles notées b. On suppose que ab > 0. On
note X; le nombre de clients dans la file a I’instant ¢.

1. Montrer que X est irréductible et réversible.

2. A quelles conditions sur a et b est-il transient ? Que cela signifie-t-il ?

3. A quelles conditions sur a et b X est-il récurrent positif ? Quelle est sa probabilité invariante, notée m.
4

. On suppose que a et b sont tels que la file est récurrente positive. On suppose que 1’on est en régime stationnaire, c¢’est-a-dire
que Xo suive la loi . On marque un client lorsqu’il arrive dans la file et on note L sa durée d’attente totale avant d’&tre
completement servi. Trouver la loi de L et calculer sa moyenne. (]

Exercice II.16 On considere une file d’attente (M /M /K /0/—). Les temps d’interarrivées des clients sont des variables exponentielles
indépendantes de parametre noté a et les temps de services sont des exponentielles notées b. On suppose que ab > 0. On note X, le
nombre de guichets occupés a I’instant ¢.

1. Calculer la probabilité invariante, notée m.
2. Onnote A; = fg 1x,=xds qui est le temps pendant lequel I’agence est saturée entre les instants O et ¢. Montrer que
1 1
lim *At = lim *E[At] .
t—oo t t—oo t
3. On note R; le nombre de clients refoulés par 1’agence entre les instants O et ¢. Calculer la loi conditionnelle de R; sachant A;.

4. Calculer lim;— o %E[Rt} en fonction de a, b et N. On sup On suppose que b = 1 et que les temps d’interarrivées des clients
sont K fois plus courts en moyenne que les temps de services. On pose ¢(K) = lim¢— o0 %E[Rt]. Montrer que

d

Exercice IL.17 On considere une file d’attente (M /M /K /oo/FIFO). Les temps d’interarrivées des clients sont des variables expo-
nentielles indépendantes de paramétre noté a et les temps de services sont des exponentielles notées b. On suppose que ab > 0. On
note X le nombre de clients en attente ou en train d’étre servis.

1. Déterminer en fonction de a, b et K si le processus est transient, récurrent nul ou récurrent positif : on calculera ses loi inva-
riantes. Dans le cas récurrent positif on notera m son unique probabilité invariante, que I’on calculera.

2. On note N; le nombre de guichets occupés a I'instant ¢. On se place dans le cas récurrent positif : montrer que P-presque

slirement
1 rt
lim f/ Ngds = c,
t— 00 t 0
oll ¢ est une constante que 1’on exprimera en fonction de m : interpréter cette quantité. |

Exercice II.18 On considere une file d’attente (M /M /K/C/FIFO), avec 0 < K,C < oco. Les temps d’interarrivées des clients
sont des variables exponentielles indépendantes de parametre noté a et les temps de services sont des exponentielles notées b. On
suppose que ab > 0. On note X; le nombre de clients en attente ou en train d’étre servis.

1. Calculer la mesure de probabilité invariante.

2. Calculer combien de clients sont refoulés en moyenne par unité de temps. (]
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IL.4.f Processus de branchement en temps continu.

Nous allons examiner le cas d’une population qui évolue de la fagon suivante.

e Chaque individu a une durée de vie indépendante et les durées de vies suivent la méme loi. Un choix
naturel est une loi exponentielle, dont on notera ¢ € |0, oo| le paramétre. Ce choix est naturel car la loi
exponentielle modélise assez correctement la durée de vie d’individus (ou de machines) en fonctionne-
ment normal (pas de maladie infantile ou de période de rodage et pas de vieillissement).

e Chaque individu, en mourant donne naissance a un nombre aléatoire d’enfants qui suit une certaine loi
de reproduction notée £ = (£(7));en, qui est donc une probabilité sur N : £(i) > 0, pour tout i € N et
> ien §(4) = 1. De plus chaque individu se reproduit indépendamment des autres.

On suppose qu’au temps ¢ = 0, il y a Zg ancétres dans la population et on note Z; le nombre d’individus vivants
a I’instant . On suppose que (Z;)¢cr, est un processus de Markov, ce qui peut se justifier heuristiquement par
la propriété d’oubli des durées de vie exponentielles. Signalons que si les durées de vies ne suivent pas une loi
exponentielle, (Z;)icr, n’est en général pas markovien. On admet qu’un modele markovien Z = (Z;)icr,
correspond a la situation que nous avons décrite et nous allons caractériser sa loi. Pour cela, on peut faire les
observations suivantes.

— Si la population est éteinte a I’instant ¢, ¢’est-a-dire si Z; = 0, aucun individu ne va naitre spontanément
sans parent : Zs4; = 0, pour tout s € R. Donc 0 est un élément absorbant.

— On ne peut pas exclure que la population explose en un temps fini ¢ (aléatoire), c’est-a-dire limgy; Z5 =
oo. On convient alors que la population reste infinie apres ce temps d’explosion et qu’avant cette explo-
sion elle est de taille finie. Autrement dit oo est un point cimetiere naturel qui est absorbant. L’espace
d’états de Z est donc N, = N U {00}, avec 0 et co comme éléments absorbants, oo étant le point cime-
tiere, c’est-a-dire le seul état que 1’on ne puisse atteindre sans effectuer une infinité de sauts. Autrement
dit (Z;)ier., estun processus minimal dont le générateur infinitésimal, noté G devrait étre caractérisé par
ceté.

— (Propriété de branchement) On considere deux populations indépendantes se reproduisant selon le méme
mécanisme (fixé par le parametre des temps de vie c et la loi de reproduction £). La taille de la premiere
est donnée par le processus Z = (Z;).cr, et la taille de la seconde est donnée par Z' = (Z});cr, . La
réunion des deux populations forme une nouvelle population qui se reproduit selon le méme mécanisme,
c’est-a-dire que Z" = (Z; + Z})cr, est encore un processus markovien minimal dont le générateur
infinitésimal est G.

On note P, = (p¢(4,7))i jen.., t € R4, le semi-groupe du processus de branchement de paramétre de temps
de vie c et de loi de reproduction £ (c’est-a-dire le semi-groupe associé au générateur (z). On reformule en
termes du semi-groupe la propriété de branchement : soient i et v deux probabilités sur No,. On définit la
mesure convolée p * v en posant

Vi€ No, prv(i)= Y pkv()
k,6€N oo
k+0=i
avec la convention que n+ oo = oo. On voit i * v est une mesure de probabilité sur N, et on vérifie facilement
que
e v(o0) = 1= (1= p(00))(1 = v(o3))
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On vérifie également que si Y et Z sont deux variables a valeurs dans N, indépendantes, Y ayant pour loi p
et Z ayant pour loi v, alors Y + Z a pour loi i * v. On voit donc que la propriété de branchement implique que
pe(i, ) *pe(i',-) = pe(i + 7', -), pour tout t € R et pour tous états i,i’. Nous allons prendre cette propriété
comme définition des processus de branchement en temps continu.

Définition I1.4.8 On note No, = NU {00}, oll co est vu comme un point cimetiére. On considére un processus
de Markov minimal sur N de générateur G. On note P, = (p¢(4,7))i jen, t € Ry le semi-groupe minimal
généré par G et on I’étend a N en posant p;(00,7) = 0, sii € N, py(00,00) = 1 et p(i,00) = 1 — p(i, N).
On dit que G est le générateur d’un processus de branchement ssi le semi-groupe satisfait la propriété de
branchement

Vi,i' € Noo, VEE Ry, pi(i,-) * pe(i,-) = pe(i + 7', -). (I1.69)
On observe que cette définition ne fait aucune mention de la loi de reproduction ni du parametre des temps de
vie. [l

Proposition I14.9 Soit (Q; F 5 (F)ier, ; Z = (Zi)ier, ; G = (gij)ijen; Py, p € A1 (N)), un proces-
sus de branchement. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) Il existe une mesure de probabilité sur N, notée §& = (£(i))ien telle que £(1) = 0 et il existe un réel
c €10, 00[, qui satisfont

Vi,j EN, qij=c-if(j—i+ 1)l 10y siiFj et gi=—c-i.

On observe que qoo = 0, ce qui implique que O est absorbant. On appelle c le parametre des temps de
vie et £ la loi de reproduction.

(ii) On adopte les conventions suivantes : v° = 1 et > = 0, pour tout v € [0, 1]. On pose ensuite
Vte R, , Vre [O7 1] , ’U(T’, t) =E; [TZt] )

Alors '
VieN,VteR,, Vrel0,1], E;[r?]=v(rt)". (I1.70)

De plus pour tout v € [0, 1], la fonction t € Ry — v(r,t) est continument dérivable et elle est solution
de I’équation différentielle suivante

0
EU(T’ t) =c(e(v(r,t)) —v(r,t)), teRy et v(r,0)=r, (IL.71)
ot ¢ est la fonction génératrice de &, c’est-a-dire que e(r) = 3. E(i)r.
(7it) Pour toute loi d’entrée p, pour tout v € [0, 1] et pour tous s,t € Ry, ona
P,p.s. E,[r?%+ | Fs] = o(r,t)% .

Preuve : pour toute loi 7 sur Ny, on note ¢ sa fonction génératrice : r € [0,1] — >, . m(i)r" (on rappelle
la convention que 7>° = 0). Soient y et v, deux lois sur No,. On vérifie facilement que pour tout r € [0, 1], on
a Qs (1) = pu(r).u(r), r € [0,1]. La propriété de branchement (I1.69) implique que

Vi,jeN,VteRy, Vrel0,1], E;[r%] E;[r?] =E;[r?],

ce qui entraine (I1.70). Par ailleurs, il est clair que (iii) est une conséquence du (ii) et de la propriété de
Markov. En décomposant ce qui se passe au premier temps de saut Ji, comme dans la preuve de 1’équation de
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Kolmogorov-Chapman directe (voir la preuve du théoreme I1.1.27 et la formule (II.16) page 167), on voit que
pour toutt € R, ettous¢,j € N,ona

t
(0 =65+ [ a0 Bilp (¥, ds (1L72)
0

En utilisant Fubini positif, on en déduit que
eq(i)tv(r, ) = GQ(i)tEi[TZ] et Zpt i,j)rd =1 +/dsq Gq [Zps (Y1,4) 7’]}
jeN JEN

. t .
= r'+ /ds q(i)e?5E; [o(r, S)Yl] . (IL.73)
0

On note ¢ la loi de Y] sous Py : Py (Y; =) = £(7). Il est clair que {(1) = 0; on pose également ¢ = —¢q; 1 =
q(1). L’équation précédente avec ¢ =1, implique que

t
“Co(r,t) =r+ / ds ce®pg(v(r, s)) -
0

On voit que v(r,0) = r et que pour tout 7 € [0,1], ¢ — wv(r,t) est continument dérivable. En dérivant cette
équation on obtient facilement que

av(r, t) = c(wg(v(r, t)) — v(r, t)) , teRy, et o(r,0)=

On en déduit que E;[r?*] = v(r, )" est dérivable en ¢ et notamment en 0-+. On cherche a calculer cette dérivée
en justifiant le passage a la limite sous la somme suivante :

%(E [ Zt] - ri) - %(pt(z,z) - 1)TZ + Z %pt(%])rj .
JeN\{i}

On suppose que ¢ # j, alors on déduit de (I1.72)

ey §) < 7(1— et < g(i) .

On fixe 7 € [0,1[. On a donc 2p,(i, ) < q(i)r?, pour tout t > 0 et Y iena(i)r? = q(i)/(1 = 7) < oo. Par
convergence dominée, on a

1 q()
it Y nr = Y i = Y a2 <o
JEN\{i} JEN\{1 } JEN\{i}

On en déduit donc que pour tout 7 € [0, 1[, ¢+ > oy pe(i, j )rJ est dérivable a droite en 0 et on a

. . 1 7 i\ g
VieN, Vrelo,1], 1t1i51;(E,~[r J—r) = %qwﬂ. (11.74)
J

Mais comme E;[r?t] = v(r, 1)’ et que t — v(r,t) est dérivable en 0+, on a

Vie N, Vre[0,1], ltifél%(Ei[’l“Zt] - ri) = i%v(r, 0+)v(r,0) 1 = i%v(r, 0+)ri1
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Or (I1.74) appliqué a ¢ = 1, donne

(r,0+) qujrj .

jEN

On obtient donc

Vie N, Vrel0,1], qur 722(117]7“]“ L
jEN JEN

En identifiant les coefficients des deux séries entieres, on obtient le point (), ce qui termine la preuve. |

Les processus de branchement en temps continu sont trés semblables aux processus de branchement a temps
discret (qui sont des chalnes de Markov). On se pose les mémes questions a leur propos : on introduit

Tex :mf{t €R+ . Zt :0},

avec la convention que 7o, = oo si pour tout temps ¢t € R, Z; > 1. La variable T est le temps d’extinction.
Il est naturel de se poser les questions suivantes.

* Quelle est la probabilité d’extinction P, (Tex < 00)?
* Sur I’événement de la non-extinction {Tx = oo}, comment se comporte le processus ?

* Quelles sont les lois de reproduction pour lesquelles le processus de branchement explose : P, (¢ < 00) > 07?

Le résultat suivant montre que tout processus de branchement a temps continu est une marche aléatoire
changée de temps : le changement de temps explicité ci-dessous est appelé changement de temps de Lamperti.

Proposition I1.4.10 (Transformée de Lamperti) On suppose que sur (2, F ,P) est défini un processus de bran-
chement en temps continu de loi de reproduction £ et de paramétre des temps de vie c. On note ce processus
parZ = (Zt)teR+- Son générateur est donné par la proposition I1.4.9 (i) et il est noté G = (g; )i jen.

On définit la loi de probabilité v sur 7 en posant v(k) = {(k + 1), k € NU {—1} et on suppose que
X = (X¢)ier, est une marche aléatoire sur Z de paramétre des durée d’attente c et de loi de saut v. On
suppose que P(Xo = Zyp > 1) = 1. On pose T = inf{t € Ry : X; = 0}, avec la convention habituelle :
inf ) = oo. On considere la marche (Xynr)ier.,. stoppée en 0, qui est un processus markovien (minimal) dont
on note le générateur G' = (q; j)i,jEN' Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Le générateur G' de (Xnt)ier, est donné par

0 si1 =0,
Vi,jeN, q;=4 —c sii=j>1,
cv(j—i)lgsyy sii>leti#j
(ici on a restreint I'espace d’états a N car on a supposé Xo > 1, et donc (Xyn7)icr, ne peut pas visiter
les entiers strictement négatifs).

(i) On définit les changements de temps suivants :

fotmaxl Zs)ds et 7, =inf{s e Ry : As >t}

vVt e Ry { et 7, =inf{seRy: A, >t}

fO max(1 Xs/\T)

avec la convention habituelle inf () = oo, et on pose

, Zr, SiT <00, / Xrpr 8T <00,
Xt = . et Zt = t .
0 siT=o0Q. 0 si T/ = 00.
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Alors on a
loi loi
(Zer, "2 (ZDier, ot (X)wer, 2 (XD)ier. -

Comme X est de générateur uniforme, il n’explose pas et donc 1, < oo pour toutt € R,..

Preuve : le premier point est une conséquence immédiate de la forme du générateur d’une marche aléatoire et
de la discussion au début de la section IL.3. La proposition I.3.1 implique que X’ = (X/);cr, est un processus
minimal dont le générateur est donc ¢; ;/(1 V %), pour tous ¢, 7 € N. On constate alors que c’est le générateur
G' de 1a marche stoppée (X7):er., . On peut prendre le changement de temps inverse et, a partir de la marche
stoppée, obtenir un processus de branchement. |

On voit donc qu’un processus de branchement Z et la marche stoppée qui lui est associée comme dans la
proposition précédente, ont la méme chaine du squelette, qui est une marche aléatoire Y = (Y;,),,>0 sur Z de
loi de saut v et stoppée en 0.

Siv(—1) =&(0) = 0,comme v(0) = £(1) = 0, alors Yy,41 —Y,, > 2, pour toutn > Oetonalim, Y, = co
presque sirement, ce qui implique que le processus de branchement Z tend vers Uinfini : P(lim;_, Z; = o0) =
1.

Siv(—1)=¢£(0) =1, alors la marche est absorbée et le processus de branchement tend vers 0.

On suppose alors
v(—1) =£(0) €]o,1, (IL75)

Sous cette hypothese, une marche aléatoire a temps discret de loi de saut v est une chaine de Markov irréduc-
tible : si on la stoppe en 0, la seule classe d’irréductibilité de la marche stoppée est {0} : le théoréme de classi-
fication des états des chaines de Markov montre que si P(Yy > 0) = 1, alors P(lim,, Y;, = 0) + P(lim,, Y,, =
o0) = 1. Il n’y a donc que deux comportements asymptotiques pour le processus de branchement a temps

continu :
P(3t e Ry, Zt:O)—kP(lti%?Zt:oo):l, (I1.76)

Nous calculons ensuite P(Elt eRy, Z; = 0) = P(Tex < 00) qui est la probabilité d’extinction. Pour cela
on fixe
(75 (Fi)ier, s Z = (Ziher, ; G = (ij)ijen; Py, pes(N)) .

un processus de branchement de loi de reproduction £ et de parametre des temps de vie c. Pour tout j € N, on
pose T; = inf{n € N, Y;, = j}, avec la convention que inf (} = co. La propriété¢ de Markov pour Y implique
que

vre 0,1, Vi>1, E;[r?] = E[rT B [rT] = B [P Eiy [r70].

On pose g(r) = Eq1[r0], r € [0, 1[. Ce qui précedse montre que E; [r7°] = g(r)". La propriété de Markov au
temps 1 pour Y implique que

g(r)=v(-1)r+ Z rv(i)Eiqq [TTO] =v(-1)r+ rl/(i)g(r)i"'l.
i>2 k

I\
N

On note @¢(r) = >y >0 rk¢(k), 1a fonction génératrice de £. On a donc montré que

g(r) =ree(g(r)), rel01]. (IL77)

Comme > = 0,si 0 < r < 1, on en déduit que lim,4; g(r) = P1(Tp < 00). On en déduit que P (Tp < o0)
est une racine de @¢(r) = r. On rappelle que cette équation a une seule solution g¢ = 1simg = 3 k§(k) <
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1 et qu’elle a deux solutions distinctes g¢ et 1 si m¢ > 1. Dans les deux cas, on a not€ g¢ la plus petite solution
sur [0, 1] de ¢(r) = r. On remarque aussi que la convexité stricte de ¢¢ (qui est une conséquence de (I1.75))
implique que p¢(r) > 7 ssi T < g¢. Or (IL77) implique que g(r) > ¢¢(g(r)) et donc g(r) < g¢ pour tout
r € [0,1[. Donc P (Tp < 00) = ¢¢. Cela montre

VieN, P;3teR:, Z,=0)=(q)" . (IL.78)

En particulier si m¢ < 1, Pi(EIt e Ry, Z; = O) = 1. Si m¢ > 1 alors cette probabilit€ d’extinction
est strictement plus petite que 1 et il y a une probabilité non-nulle que la population tende vers I'infini. Le
processus de branchement a deux fagons de tendre vers I’infini : ou bien il explose en temps fini ou bien il
n’explose pas mais sa taille augmente et tend vers 1’infini en un temps infini :

{ltiTI?Zt:oo}:{(<oo}U{C:oo et gth:oo}.

Etude de I’explosion. On suppose que m¢ > 1, ce qui implique que g < 1. On rappelle la notation E [r%t] =
v(r,t), qui est continlment dérivable en temps et satisfait 1’équation (IL.71) (page 213, c¢’est-a-dire I’équation
différentielle suivante

Y1) = Fly), y0)=rel0,1] ot F(z)=clpe(z)—2), z€[0,1]. (11.79)

L’étude de cette équation différentielle requiert quelques précautions car il n’y a pas toujours unicité des so-
lutions (précisément dans le cas ol il y a explosion). Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure I’existence et
"unicité locale des solutions si F' est Lipschitzienne : plus précisément supposons que z € |a,b[C [0,1] : on a

|F'(2)] < cp(b) + ¢ < o0

Donc la restriction de F' a ]a, b[ est Lipschitzienne et Cauchy-Lipschitz implique pour tout r €]a, b] il existe
t, > 0tel que t €0, t,[—v(r,t) € ]a, b soit I'unique solution de (I1.79) sur I’intervalle de temps [0,¢,[. Il y a
plusieurs cas a considérer

Cas ot v = q¢. On observe que la fonction constante y(t) = g¢ est solution et un argument simple montre qu’il
n’y a globalement qu’une seule solution a (I1.79). On a donc

VteE Ry, w(get) = qe -

Cas oir € [0, g¢[. On se donne une solution locale y telle que y(0) = r définie sur I’intervalle de temps [0, ¢,.[.
On constate que si y(t) € [0, ge[, pe(y(t)) > y(t) et donc y/(t) > 0. De plus il est impossible qu’il existe un
temps t € [0, ¢, tel que y(t) = g¢ a cause de I"unicité locale des solutions. Donc y(t) < g¢, t € [0,t.[. On en
déduit facilement qu’il existe une unique solution issue de € [0, g¢[ définie pour tout temps ¢ € Ry :

t e Ry —v(r,t) € [0, ge[ est sol. unique de (I1.79); elle croit et liTm To(r,t) = qe .
tToo

Cas o €|qe, 1[. On se donne une solution locale y telle que y(0) = r définie sur Iintervalle de temps [0, t,.[.
On constante que si y(t) € [0, ge[, ¢e(y(t)) < y(t) et donc y/(t) < 0. De plus il est impossible qu’il existe un
temps t € [0,%,] tel que y(t) = ¢¢ a cause de 'unicité locale des solutions. Donc y(t) €]qge, 1[, t € [0,¢,:[. On
en déduit facilement qu’il existe une unique solution issue de 7 €]qe, 1[ définie pour tout temps ¢t € R :

t € Ry —v(r,t) €lge, 1] est sol. unique de (I1.79) ; elle décroit et liTm Lo(rt) =qe .
tToo
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Nous laissons pour I’instant de c6té les solutions de I’équation issues de r = 1. On observe que si r # q¢,
alors ¢t — v(r, t), qui est unique solution de (I1.79), est strictement monotone. On fixe donc et on voit que

C 2y(ns)
00 s s=ct.
vt €]0,0cl, / oelo(r,5)) —o(r,s) " = ¢!

On effectue le changement de variable u = v(r, s) et on obtient donc
" du

vr e |0,1 ;1. Vit €10, ,/ ———=ct. I1.80
re0 a1}, veelo ool | o = (1L.80)

Comme Z; = ocosit > (,onav(r,t) = El[TZtl{Kg}L pour tout » < 1. On a donc

Pi(t<()=v(l-,t) = ligl’r v(r,t) .

On rappelle que I’on a supposé m¢ > 1, ce qui implique que g¢ < 1. La stricte convexité de ¢¢, garantie par
(IL.75), implique que u — @¢(u) > 0, pour tout u € ]gg, 1[. 11y a deux cas a considérer

Cas ou fl_ u—ig(u) < o0, c’est-a-dire qu’il existe n > 0 tel que fllin u—iZ(u) < o0. Alors en passant a la
limite dans (I1.80) on obtient que g¢ < v(1—,t) < let
1
d
vt €10, 00], / L (IL.81)
v(1—p) U — pe(u)

De plus
t e R} — v(1—,t) €]ge, 1] est sol. de (I1.79) avec r = 1; elle décroit et l%m lo(l—t) =qe .
tToo
(Attention, elle n’est pas solution unique : en effet la solution constante y(t) = 1, ¢ € R est aussi solution de
(I1.79) avec condition initiale y(0) = r» = 1.) Il y a explosion et on a

Pi(t <¢) = (v(1-,1))’ P Pi((=00)= ¢t =Pi(3teRy, Z, =0).

Par conséquent on a
P;(¢ = o0; 1tlim Zy=00)=0 et Pi(FeRy, Z;=0)+P;(( <o0) =1
—00

C’est-a-dire que le processus de branchement s’éteint en temps fini ou bien explose en temps fini. On observe
que

/1 du
u — pe(u)

Cas ot fl_ uiiif(u) = oo. En passant a la limite dans (IL.80), on voit que lim,_,1 v(r,¢) = 1, nécessairement.

Donc P(t < ¢) = v(1—,t) = 1, pour tout t € R. La fonction constante égale a 1 et la seule solution de
I’équation (I1.79) de condition initiale égale a 1. De plus, on a P1({ = co) = 1. Il n’y a pas d’explosion et on a

Pi((<o00)=0 et Piy(FteRy, Z;=0)+P;((=00; lim Z;=00) =1.
t—o0

Autrement dit, le processus n’explose jamais : ou bien il s’éteint en temps fini ou bien il tend vers I’infini en un
temps infini.
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EXERCICES.

Exercice II.19 On considere un processus de branchement de loi de reproduction £ et de parametre des temps de vie c. On utilise les
notations introduites précédemment. On suppose que m¢ > 1 et on se place dans le cas explosif :

/“Cliu@o
u — e (u) '

1. Montrer que m¢ = oo.

2. On considere I’équation différentielle

y € CHRL,[0,1)), o/(t) = c(pey(®) — (1)) , et y(0) = 1. 11.82)

On a vu qu’il n’y a pas unicité de la solution car la fonction constante égale a 1, noté yo et la fonction yo(t) = v(1—,1),
t € R4 sont solutions de (I1.82). Pour tout ¢y € ]0, co[, on définit y;, : Ry — [0, 1] en posant

yio (t) =1 sit € [0,t0] et ye, (t) = v(1—,¢ —to) sit € [to,00].
Montrer que y, est solution (I1.82).

3. Montrer que les seules solutions de (I1.82) sont les fonctions v, , to € [0, 0o], définies précédemment. ]

Exercice I1.20 On considere un processus de branchement de loi de reproduction & et de parametre des temps de vie ¢, noté
(2 F; (Fi)ier, s L= (Zi)rer, s G = (qij)ijen; Pu, p € A (N)) .

On utilise les notations introduites précédemment et on pose v(r, t) = B [rZt], 7 €]0, 1] avec la convention > = 0 et r° = 1.

1. Onpose Z; = Z;/., t € Ry. Montrer que cela définit un processus de branchement de loi de reproduction £ et de parametre
de temps de vie 1.

2. Onpose Tex = inf{t € R4 : Z; = 0}, avec la convention que inf ) = co. C’est un (yt)te]R+ -temps d’arrét qui est appelé le
temps d’extinction de Z. Montrer que

Pi(Tex <t) = h?ol Jou(rt) :==v(0+,t), teR;.

v(0+4,t) du
/ S —
0 pe(u) —u

En déduire que sous P la loi de T« est donnée par
f@)£(dt) + (1 — ge)doo(dl) ,

ol £ est la mesure de Lebesgue et f : Ry — R est une fonction C*° qui satisfait d’intégrale fR+ f(®)L(dt) = g qui est égale

3. On suppose que 0 < £(0) < 1. Montrer que

av’'(0+, t) et qui satisfait 1’équation
Ft) = c(pe(v(0+,1)) — v(0+,1)) ,t € Ry .
4. Montrer que pour toute loi d’entrée p € .#1(N), on a

Pu(Tex <t) =Y p(i)v(0+,t)", tER; .
€N

5. On choisit £(0) = £(2) = 1/2 et ¢ = 1. Calculer v(r, t) et calculer la densité de Tex. O

Exercice II.21 On considére un processus de branchement de loi de reproduction & et de paramétre des temps de vie ¢, noté
(5 T 5 (Fi)iery s L= (Zi)rer, ; G = (qij)ijen; Pu, p € A(N)) .

On suppose que

me = » (i) €]0,00].
ieN
Pour tout ¢ € R, on pose m(t) = Ei[Z,].
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1. Montrer que ¢ — m(t) est une fonction C'*° satisfaisant une équation différentielle que 1’on précisera et que 1’on résoudra.

2. Onpose My = Zy/m(t), t € R4. Montrer que pour tous ¢, s € R, et pour toute loi initiale 4 € .#4 (N), on a
P.-ps. E, [Mt+s L%s} =M, .
|

Exercice I1.22 (Processus de Yule) On appelle processus de Yule un processus de branchement de loi de reproduction déterministe
binaire £(2) = 1 et de parameétre des temps de vie c.

1. Montrer qu’un processus de Yule est aussi un processus de vie et de mort.

2. Onnote Z un processus de Yule et on note .J,, son n-e¢me temps saut. On suppose que P(Zp = 1) = 1. Calculer E[exp(—AJy)]
et donner un équivalent de E[J,,] lorsque n tend vers 'infini.

3. Onpose Uj" = Z;, _yy+/n» t € N. Montrer que (U")ter, est un processus de Markov & valeur dans {1,...,n} dont on
calculera le générateur. |

Exercice I1.23 On fixe a €]0, 1[. Pour tout & € N, on pose

2-a)3—a)...(k—1—a)
el ’

£0)=¢£1)=0, &2)=a et &k)=a-

1. On remarque que

k
log&(k) = Zlog (1 — a—é—l) .
=1

En déduire qu’il existe deux constantes C, C2 > 0 telles que
Yk >3, Cik™ ™) <¢(k) < Cok™ T
2. Montrer que la série entiere de terme général £(k) est de rayon de convergence 1. Montrer que pour tout r € [0, 1]
ar — (1 —r)®

) = S rhe(r) = 1=

k>0

1—a

En déduire que £ est une probabilité sur N.

3. Montrer que le processus de branchement X de loi de reproduction & et de parametre des temps de vie ¢ > 0 explose avec
probabilité 1, c’est-a-dire que pour toute mesure initiale

Pu((<o0)=1
4. Montrer que
S
P1(C > t) ~ioso (ef) 7
5. Onprend a = 1/2 et on pose

=~ 1

§0)=1/2, &1)=0 et &k)=3&(k), k>2.

On considere le processus de branchement Z de loi de reproduction §~ et de parametre des temps de vie c. Calculer P1(¢ (2) <
oo) et calculer P1 (3t € Ry : Z; = 0). O

Exercice I1.24 On fixe un parameétre réel ¢ > 0. On se donne un processus 2 valeurs dans N, noté X = (X;,¢ € Ry) défini sur un
espace de probabilité (£2; .%; P). On fixe ensuite une loi de probabilité £ sur N telle que £(0) < 1 et £(1) = 0. On suppose que

m = Zkf(k)<oo,

ke>0

et on note ¢ la fonction génératrice de £. On suppose que tous s,t > O ettout r € [0,1] on a

P, —ps. E; |:7'Xt+5

FX ] =o(r,t)% (I1.83)

ol pour tout r € [0, 1], ¢ — v(r, t) est 'unique solution positive de 1’équation différentielle

%v(r, t) =c(e(v(r,t)) —v(r,t)) et ov(r,0)=r.
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1. Montrer que X sous P a méme loi est un processus de branchement de loi de reproduction &, de parametre des temps de vie ¢
et de loi initiale la loi de X¢ sous P.

2. On suppose que m > 1 et on note g la plus petite racine de . On pose
Extinction = {3t € R4 : X; = 0} .

Montrer que X sous P( - |Extinction) a méme loi qu’un processus de branchement de parametre des temps de vie ¢, de loi
initiale la loi de X sous P et de loi de reproduction & donnée par

VEEN, &(k)=q"""¢k).
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Chapitre 111

Nuages de Poisson.

Le but de ce chapitre est généraliser la notion de processus de Poisson, de construire des outils de calcul.
Ces résultats sont ensuite utilisés pour étudier les processus de Lévy et développer la théorie des excursions des
processus Markoviens.

III.1 Processus de Poisson linéaire homogeéne.

Dans ce chapitre, sauf mention du contraire, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace
de probabilité (2, .7, P) qui est supposé suffisamment riche pour que 1’on puisse y définir autant de suites de
variables aléatoires indépendantes que nécessaire. Il est simple de constater que la phrase "on choisit un point
uniformément au hasard sur R " n’a pas de sens précis. En effet, raisonnons par 1’absurde et supposons que
cette phrase ait un sens précis : on note X ce point aléatoire uniforme. C’est donc une variable aléatoire positive
définie sur (2, .#, P) et on doit avoir

1=P(Q) =) P(Xenn+1]).
neN

Comme X est de loi "uniforme", on doit avoir P(X € [n,n+ 1]) = P(X € [0, 1]), pour tout n € N, ce qui
contredit 1’égalité precédente.

Si la phrase précédente n’a pas de sens, il est en revanche possible de définir un ensemble infini dénombrable
de points aléatoires sur R uniformément répartis et totalement indépendants. La définition d’un tel ensemble
aléatoire est I’objet de cette section. Nous rappelons d’abord quelques résultats élémentaires sur les lois usuelles
(Poisson, exponentielles, Erlang, statistiques d’ordre). Puis nous dégageons heuristiquement une définition d’un
tel ensemble aléatoire de point avant d’en donner une construction.

IL.l.a Evénements rares et loi de Poisson, lois exponentielles, statistiques d’ordre.

Définition ITL.1.1 Une v.a. X : Q2 — N est (de loi) de Poisson de paramétre 6 € 0, oo[ si P(X =k)=e"%0% /K|,
pour tout k€ N. O

Si X est de Poisson de parametre 6, alors on vérifie facilement que
E[r*] =exp(-0(1—1)), re[0,1].
En dérivant une puis deux fois cettefonction génératrice en 1,

E[X]=0, E[X?|=60+6? etdonc var(X)=24.

223
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Cela justifie la définition suivante des lois de Poisson dégénérées.

Définition II1.1.2 Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramétre infini (resp. nul) si P(X = oco) = 1 (resp. si
P(X=0)=1). ]

Lemme II1.1.3 Soient X1, ..., X,, des v.a. de Poisson de parameétres respectifs 01,...,0,. On les suppose
indépendantes. Alors X1 + ...+ X, est une v.a. de Poisson de parameétre 01 + ...+ 0,,.

Plus généralement, soit (X, )nen des v.a. de Poisson indépendantes. On note 0,, le paramétre de X,,. Alors
X =3 cn Xn est une v.a. de Poisson (éventuellement dégénérée) de paramétre 0 =\ Oy.

Preuve : on montre d’abord le premier point. Pour cela, on observe que
E[TX1+"'+X"] = E[er] . .E[rx"] =exp(Hf1+...+0,)(1—7)),

ce qui permet de conclure puisque les fonctions génératrices caractérisent les lois sur N.

Montrons le second point du lemme. Pour tout n €N, on pose S, = Xg+...+ X, ett, =0p+...4+60,.On
suppose d’abord que 6 = > 0 < 00. On remarque que S, < Sy,41 et que lim,, S,, = X. Par convergence
dominée et d’apres le premier point du lemme, on a donc pour tout € [0, 1],

E[r*] = nl;rglo (o] = nlgn;o exp(—tn(1—71)) = exp(—6(1—r)) ,
ce qui implique que X suit une loi de Poisson de parametre 6.

On suppose ensuite que § =oco. S’il existe n € N tel que 6, = oo, alors X,, = oo p.s. et donc X = oo, ce qui
montre le résultat voulu. Il reste & examiner le cas ol pour tout n € N, ,, < oo. Pour tout x € R et tout n €N,
une inégalité de Markov implique que

P(Sn < 33) < e"E [efsn] — e:):ftn(lfefl) .

Donc lim, P(S, <z) = 0. Or {S < x} C(),,en{Sn < 2}, donc P(X < x) = 0, pour tout z € R, ce qui
implique que p.s. X = oo, ce qui permet de conclure. |

Approximation des lois de Poisson par des loi binomiales. Les lois de Poisson apparaissent comme des
loi binomiales dégénérées : plus précisément, on fixe § > 0 et pour tout n € N* tel que n > 6, on considere

Yo, .., Y, . des variables de Bernoulli indépendantes de méme parametre p,, = 6/n. On pose
Xn= Y Y.
1<k<n

La probabilité que Y, j, vale 1 est donc p,, : elle devient trés petite lorsque n — oo. En revanche on voit que
E[X,] = np, = 0, qui ne varie pas avec n. La loi X, est une binomiale de parametres (n, p,, ). Pour tout k€ N,
ettoutn > k,ona

n k .
Pt =8 = () )k -pr =G 0= ot IT (- 4)

1<j<k-1

Cela montre que
VEeN, lim P(X, =k)=e 0 /k!.

n—oo
En un sens que nous expliquons précisément plus loin X, est tres proche d’une loi de Poisson. Le théoreme
suivant donne un résultat plus précis.
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Théoréme I11.1.4 (Approximation Binomiale-Poisson) Pour tout n > 1, on se donne une suite (Y, 1)i1<k<n de
variables indépendantes de Bernoulli de paramétres respectifs py, i, c’est-a-dire P(Y,, , = 1) = py, . On pose

Xn = Z Yn,k et gn: Z Pnk -

1<k<n 1<k<n

Alors pour tout 0 >0,

ak
_ =0
P(X,=h) —e '

D

keN

<200 0nl+2 ) Py
1<k<n

Si limy, 0, = 6 et si lim,, max;<p<p Ppk = 0, alors lim, Y, ) pz =0, et

0"

A =0.

lim
n—oo
keN

P(X,=k)—e

Exemple d’application. Avant de prouver ce théoréme, voyons un exemple d’application de cette approxima-
tion : les statistiques nous disent que 3,2 piétons sont écrasés a Paris chaque mois (c’est un chiffre fantaisiste).
Quelle est la probabilité que, le mois prochain, exactement 5 piétons soient écrasés a Paris ? Pour répondre
rapidement 2 cette question on peut établir le modele suivant : il y a (environ) n ~ 2.10° Parisiens qui ont une
"chance" tres faible de se faire écraser dans le mois suivant, et ce, indépendamment les uns des autres (nous
négligeons les parents portant un nourrisson). On numérote les Parisiens de 1 a n et on note Y} la variable
aléatoire qui vaut 1 si le Parisien numero k se fait écraser le mois prochain et qui vaut 0 sinon. D’apres nos
hypotheses, on peut considérer (Y})1<k<, comme une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de parametre p. Par
conséquent X = Y7 + ... + Y}, suit une loi Binomiale de paramétres (n,p) . Sa moyenne vaut np = 3,2. En
appliquant la proposition précédente avec np = 6 = 3,2, on obtient

D

keN

P(X =k)— 6—372(?’;j>k < (3,2)%/n.

Or (3,2)%/n est de 1’ordre de 10~°. On peut donc assimiler la probabilité que le mois prochain exactement 5
piétons soient écrasés i Paris 2 la quantité e=32(3,2)% /5!.

Preuve du théoreme d’approximation binomiale-Poisson. Pour démontrer le théoréme I11.1.4, on cherche
a comparer les mesures de probabilités sur Z. Une mesure de probabilité y sur Z est simplement donnée par
i = (u(k))gez. On note .#1(Z) I’ensemble des mesures de probabilités sur Z. Pour toutes mesures i, v €
A1(Z), on pose

dyar (11, v) = > (k) —v (k)] -

keZ

Cette quantité est appelée distance en variation de y et v. On peut voir .#(Z) comme un sous-ensemble de
’espace des suite /1(Z) et dy,r n’est autre que la norme L'. 11 est facile de vérifier .#;(Z) est un fermé de
¢Y(Z) ce qui implique que (.#1(Z), dy,:) est un espace métrique séparable complet. En fait dy,, métrise la
convergence en loi sur Z.

Soient u, v € #1(7Z), on rappelle que p * v est la convolée de 1 avec v. 1l est clair que p x v € 4 (Z) :
précisément, on a pxv (k) = ZjeN w(k—j)v(j) pour tout k € Z. On rappelle que si X, de loi p et Y, de loi v,
sont deux v.a. a valeurs dans Z, .# -mesurables et indépendantes, alors la loi de X + Y est y * v.
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On montre tout d’abord 1’inégalité suivante.

Y, po, v, 2 € ML),  dvar(pi*p, v1%12) < dyar(f1, V1) + dyar(p2, 12). (II1.1)
Preuve : on a
dyar(prspa, vikve) <Y fpa(k = D (5) — va(k — () = Y lua(k)pa () — va (k) ()]
7,kEZ 7,kEZ
< Y (B (G) — pa(k)ri () + D lpa(k)ri(f) — va(k)vi ()]
7,kEZ 7,kEZ
= ZM? Var /~’L17V1 +ZV1 var(,Uf27V2) = dvar(ﬂlvVl) +dVaI'(H27V2)7
keZ JEZ
ce qui termine la preuve de (II1.1). (Il

On introduit la notation suivante

Vpe[0,1], pp=pd+(1—p)do et VOEJ0,00[ wp=Y e 0k, . (111.2)
keN

Autrement dit 1, est la loi de Bernoulli de parametre p et v la loi de Poisson de parametre 6. On montre alors :
Vpe)0,1],  dyar(itp, vp) <2p* et V0,0'€]0,00[, dyar(ve,ver) < 2|0 — 0. (I11.3)
Preuve : par convexité on rappelle que 0 <1—e P <p. Or
_ _ b _
dvar (pp, vp) = (e P—=1+p)+(p—pe?)+ Z ge b
k>2
= (eP=1+4p)+(p—pe )+ (1-eP—pe?)=2p(1 - P) < 2p°,

ce qui montre la premiére inégalité. Montrons la seconde : sans perte de généralité on suppose que 6 < 6’. On
pose § = 0’ —0. Le lemme III.1.3 implique vy = vy*vg et (II1.1) implique que

dvar(V97 VH’) - dvar(”@* 60; V@*V5> < dvar<l/97 V@) + dvar((SOy Vé) = dvar((s(b V5) .

Or dyar (80, v6) =1 — €70 + > st vs(k) =2(1 - e7%) < 26, ce qui permet de conclure. O

Fin de la preuve du théoreme II1.1.4 : on fixe n. On note px, la loi de X,,. Avec les notations de (IIL.2),
WX, = Hp,q*---*pp, . Le lemme IIL.1.3 implique également que vy, = v, | *...%1Vp, . Par le lemme
précédents et (III.1), on obtient les inégalité suivantes :

dvar(Vo, x,,) < dvar (v, Ve,,) + dvar (V0,,, 11x,,) < 2|0 —0n| + dyar (Npm *oo K lpy s Vpp g ¥ -*Vpn,n)

= 2000+ > 201,
1<k<n

ce qui permet de conclure. |
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Lois exponentielles.

Définition III.1.5 Une v.a. X : Q — R est (de loi) exponentielle de parameétre ¢ € |0, oo si sa loi admet la
densité ¢t € Ry — ce~“* par rapport a la mesure de Lebesgue. ]

Si X est une exponentielle de parametre ¢, alors pour toute fonction mesurable f : R, — R,

BLACOI= [ (e dr.

Il est facile de vérifier pour tout A € R que
C

Ble ] = —- 1014
En dérivant une puis deux fois cette transformée de Laplace en 0, on obtient
1 2 2 1
E[X] = o’ E[X‘] = o) etdonc var(X) = =

Les variables exponentielles sont caractérisée par la propriété d’oubli qui s’énonce comme suit.

Proposition IIL.1.6 Soit X : Q — R, une v.a. % -mesurable telle que P(X >t) > 0, pour tout t e R. On
suppose qu’elle possede la propriété d’oubli c’est-a-dire que

Vs,teRy, P(X—-t>s|X>t)=P(X >5s).
Alors X est une variable exponentielle pour un certain paramétre c € |0, oo|.

Preuve : on pose f(t) = —logP(X > t). La fonction f : R — R, est bien définie. Par ailleurs f est
continue a droite car F'x et continue a droite et f(¢) = —log(1— Fx(t)). La propriété d’oubli implique que
f(@) + f(s) = f(t+s), pour tous s,t € Ry. On pose ¢ = f(1). Pour tout entier n € N*, f(n) = cn et
nf(1/n) = c. Donc pour tout ¢t € Q4, f(t) = ct. La continuité a droite implique que f(¢) = ct pour tout
t€R;.Onadonc P(X >t) = e, pour tout t € Ry et ¢ ne peut étre nul, ce qui termine la preuve de la
proposition. |

Proposition III.1.7 Soient &1, ...,&,, des exponentielles indépendantes de parametre ¢ € R*. Alors S =

&1+ ...+ &, suit une loi d’Erlang de paramétres (n, c), ¢’est-a-dire que S a pour densité fs(t) = C(:l’flf)l, e <,

teR,.

Preuve : soit f : R, — R, une fonction mesurable bornée. On a
E[f(S)] = / Pec@mtetma) (e 4 4z day .. dy,
R}
On effectue le changement de variable linéaire :
t=x1+...+xn,th—1 =1+ ... +Tp—1, ... , ta=x1+ 22, t1 =21

La matrice de transition est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Par ailleurs R} est envoyé€ sur le domaine
{0<t; <...<tp_1 <t}.Onadonc

E[f(S)] = / et f(t)ddtn s ... dl |
{0<t1 <. <t 1<t}

Une simple récurrence montre que f{0<t1<...<tn,1<t} dtn_1 ...dt; = "1 /(n—1)!, ce qui implique le résultat
par Fubini. I [ |
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Statistique d’ordre de n v.a. réelles indépendantes de lois diffuses. Soit x = (z1,...,2,) € R™. On note
Ay (x) = (7(x))1<k<n le réarrangement croissant des réels (71, . . . z,,), ¢’est-a-dire que

Ty < - STy S Tpgr) S

Sz et {z}; lgkrgn}:{x(k); 1<k<n}.
L’application A est continue donc mesurable.

Définition III.1.8 Soient X1,..., X, des v.a. réelles .# mesurables. On note (X (k.))lgkgn le réarrangement
croissant de ces variables :

Lava. (X)) 1<k<n : 2 — R™ est F-mesurable : c’est statistique d’ordre de la suite (Xj)1<k<n- O

La proposition suivante décrit la statistique d’ordre de variables indépendantes de loi diffuse.

Proposition II1.1.9 Soit X1,..., X, des variables réelles indépendantes de méme loi p qui est supposée
diffuse. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) On note Sy, le groupe des permutation de {1, ... ,n}. Il existe o : Q — S,,, une permutation aléatoire
F -mesurable dont la loi est uniforme, qui est indépendante de (X 1))1<r<n, et qui satisfait

P-p.S. X(k) = Xa(k)7 1< k <n. (HI.S)

(ii) Pour toute fonction mesurable f : R™ — Ry, ona

E[f(Xay,. - Xm)] =n! [ f@1,... 20) pldey) ... p(dey,) .

{z1<...<zn}

(iii) On note F(z) = p(]—00,x]), x €R, la fonction de répartition de p. Alors, pour tout 1 <k <n et pour
toute fonction mesurable g : R — R,

BloXe)] = [ o) k() a1 F) utdo).

Preuve : on note A:={(z,7); r€R} la diagonale de R? qui est un fermé de R2. Par Fubini et le théoréme de
transfert, si ¢ #£ 7,

P(X,=X)) = u® u(d) = [ulde)u({a})=0

car la mesure p est diffuse. On pose A = {X; # X, 1 < j <k < n}, qui est ’'événement que les variables
X1,..., X, soient toutes distinctes. On a

P\A) < > P(X;=X;)=0.
1<i<j<n

Donc P(A) = 1. Pour toute permutation -y € S,,, on pose

Ay = {X0) <Xy <o <Xy } -
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II est clair que les événements A,, v € S,, sont deux-a-deux disjoints et que A = Uvesn A,. On définit alors
la permutation aléatoire o en posant o = «y sur A, et o = Id sur 2\ A. Comme P(A) = 1, o satisfait bien
(IIL5).

On observe ensuite que pour toute permutation v € S, les v.a. (Xfy(k))lgk‘gn sont indépendantes et de
méme loi p. Donc

loi
(X010, X2y - X)) = (X1, Xo, ..., X5)

On en déduit alors que pour toute fonction mesurable f : R™ — R et toute permutation v € S,,,

E[f(Xa, - Xm)lo=y] = Blf(Xyq),- Xym)la,]
= E[f(Xlu"'7Xn)1{X1<X2<...<Xn}]
= flxy, ..o xp) p(dxy) ... p(day,) . (1IL.6)
{z1<...<zn}

En sommant sur 7y € S,,, cela montre (ii). On en déduit que f{m1<_”<xn} p(dxy) ... p(dey,) = 1/n! et (IIL6)
implique d’une part que o est de loi uniforme sur S,, et d’autre part que

E[f(X1) - X)) Yo=y}] = E[f (X, .-, X)) |P(e =17,

ce qui implique que o est indépendante de (X (j))1<k<n, ce qui termine la preuve de (7).
Montrons (47i) : en raisonnant comme précédemment on montre que pour tout 1 <k <n et tout x €R,

B 1 B F(:J:)k*1
o s = gy [t i) = G
De méme, on a
1 (1—F(z))"*
dx .opl(dxy, :/ dx oopldey) = —m——2—.
/{ ) pden) = o [ ) ) = S

Par (i7) et Fubini, on a donc

E[o(Xa)] = n! [ n(da)gfa) /{ pld) ... plda ) /{ Wldig) . pldey))

1< k1 <z} <zl p1<..Tn}

n! _ —k
= d F(x)F11-F(x))"
T L) ) F @) (1= Fw)
ce qui entraine (7i7). [ |
En particulier, lorsque les variables X1, ..., X,, sont indépendantes et uniformes dans 1’intervalle [0, ¢],

pour toute fonction f : [0,¢]” — R mesurable bornée, on a

E [f (Ul(”),...,U,gm)] _n /{ F(x1, ... xn) doy ... day, . (IL.7)

~ n
t" J{o<ai<..<an <t}
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III.1.b Une heuristique.

Pour résoudre le probleme consistant a trouver une famille infinie dénombrable de points de R qui soit
totalement aléatoire et uniformément répartie, on peut commencer par élaborer un modéle discret de la maniere
suivante : on fixe un pas h > 0 (qui tendra vers 0) et on discrétise R en la collection d’intervalles I(h,n) =
[nh, (n + 1)h[, n € N. On note IIj le nuage dénombrable de point "uniformément réparti" en supposant que
chaque intervalle I(n, h) contient au plus un point de 11;,. Comme on veut une répartition totalement aléatoire
et uniforme, il est naturel de considérer que &, , = #(II5, N [nh, (n + 1)h[) sont des variables de Bernoulli
indépendantes dont paramétre ne dépend que de h : on le note p(h) et ona 0 < p(h) < 1. On a donc les
propriétés suivantes.

(a) Pour tous entiers positifs n; < ng, la variable entiere #(II;, N [nih, noh[) suit la loi binomiale de
parameétres ny — ny et p(h).

(b) Pour tous ny < ... < ny, les variables # (11, N [n1h, noh]), ..., #(Iy N [np—1h, nyh[) sont indépen-
dantes.

Par ailleurs on veut que IIj, soit une version discrétisée d’un ensemble aléatoire dénombrable II sur R ; c’est-
a-dire que I’on suppose que lorsque A tend vers 0, IT;, "tend" vers II. Cela impose que II;, ne dépende que "peu”
de h lorsque h est petit. En particulier, si on se fixe un intervalle [a, b] C [0, oo[, on veut que la quantité

ma(a,b) = B[ #(TN[ la/hlh, [o/ah [)] = ([b/R] = La/h])p(R) |
ne dépende pas trop de h, lorsque & est petit. Cela conduit donc a imposer la chose suivante.

(¢) p(h) =6h+ o(h), ou 0 est un réel strictement positif fixé.

L’approximation binomiale-Poisson permet alors de dire que lorsque h est petit, la variable # (115 N [a, b])
est tres proche d’une loi de Poisson de parametre 6(a — b) et my(a, b) est trés proche de 6(a — b).
Intéressons-nous au numéro de ’intervalle ol tombe le premier point de 11 : on pose

Ti(h) =inf{n >0 : & pn=11}.

Il est facile de voir que T} (h) suit une loi géométrique : P(T(h) = n) = p(h)(1—p(h))™, n € N. On introduit
aussi les numéros d’intervalle des points successifs. On les note (7% (h))x>1 et on les définit récursivement par
Tp1(h) =inf{n > Ty(h) : {&ppn=1}.

On a clairement les propriétés suivantes.

(d) {|x/h]h;x € II},} est exactement I’ensemble {hT}(h); k > 1}.
(e) Les variables &1(h) = Ty (h), ... , &(h) = Tx(h) — Tp—1(h) — 1, ..., sont i.i.d.

11 est ensuite facile de constater que limy,_,o P(hé,(h) > t) = exp(—6t), t € Ry. Autrement dit lorsque h est
proche de 0, les variables indépendantes (hé(h))x>1 sont proches d’une suite i.i.d. de variables exponentielles
de parametre 6.

Résumons les résultats apportés par cette bréve heuristique : on cherche a définir un ensemble aléatoire de
points IT qui soit infini dénombrable, sans point d’accumulation, "totalement aléatoire" et "uniformément ré-
parti" sur R . Si un tel objet existe, alors il est raisonnable de penser qu’il satisfait nécessairement les propriétés
suivantes.
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(i) Nexite @ € R%, tel que pour tous réels positifs a < b, la variable # (II N [a, b]) comptant le nombre de
points de IT tombant dans [a, b], suit une loi de Poisson de parametre (b — a)6.

(i1) Pour tous réels positifs ¢1 < ... < ¢, les variables

#HFAIN[0,t1]) , #AT N [t1,t2), ..., #FAIN [tp_1,1p[)
sont indépendantes.

(iii) IT peut étre indexé en croissant : IT = {7} < Ty < ... < T, < ...}. De plus les variables 71, T5 — T1,
s Ty — T, 1, ... sont des variables exponentielles indépendantes de paramétre 6.

Comme nous le montrons plus loin, ces propriétés sont redondantes : (i) et (ii) sont des conséquences de (iii).
La propriété (iii) permet de donner une définition simple de II, qui est le point de départ de la section suivante.

IIL.1.c Construction des processus Poisson homogenes sur R , .

Définition IIL.1.10 Soit 6 € R* et (&n)n>1, une suite i.i.d. de variables exponentielles de parametre 6. On
pose

Vn>1, T,=&+...+6, N={T,;neN} et N, =#(IIN[0,¢]), t€R;.

On remarque que Ny = >, 19 4(7}), est une variable mesurable. Le processus (/N¢);>o est appelé processus
de Poisson homogene d’intensité 0. L’ensemble aléatoire discret II est appelé nuage Poissonnien homogéne
d’intensité 0 sur R .. O

Par commodité, on pose No, = N U {oc0} et pour tout ensemble Borélien B € #(RR.), on pose

Np(Il) = #MINB=> 15(T,) € N .

n>1

On remarque que Np(II) est une variable .%-mesurable. C’est la fonction de comptage de I1 en B. Par la loi
des grands nombre, P (lim,, o, T}, = 00) = 1. Par conséquent si B est bornée, on a P(Np(II) < o) = 1.

On constate facilement que pour tout w € €2, ¢ — N (w) est croissant et continu a droite et admet une
limite a gauche en tout point, ¢’est-a-dire que (N¢)¢>0 est cadlag. On pose AN (t) = Ny — N;_, qui représente
le saut éventuel au temps ¢ du processus. On a alors, IT = {t € Ry : AN(t) # 0} et Njg(IT) = Ny, t € R
Par conséquent, se donner (V¢ )¢>( équivaut a se donner II.

Le théoreme suivant montre que II peut se voir comme un ensemble infini dénombrable, completement
aléatoire et uniformément réparti sur R .

Théoreme II1.1.11 On note £ la mesure de Lebesgue sur Ry. Soit I1 un nuage Poissonnien homogéne d’in-
tensité 0 et soit (Ny)¢>o. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Pourtouts <t, Ny — Ns = Ny ,(II) suit une loi de Poisson de paramétre 0(t — s).

(ii) Pourtousty < ... <ty lesvariables Ny, Ny, — Ny, ,..., Ny, — thfl sont indépendantes.

(iii) Pourtoutt € R et toutn € N*, I"ensemble IIN[0, t] sous P( - | Ny = n) a méme loi que {Uy, ..., Uy},
ou Uy, ..., Uy, sont i.i.d. uniformes sur [0, t].

(iv) Soient Ay, ..., A, € B(R,), disjoints deux-a-deux. Alors, N, (IL), ..., N4, (II) sont des variables de
Poisson indépendantes de parameétres respectifs 00( A1), ..., 00(A,).
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Remarque II1.1.12 On voit que (zv) implique () et (z¢), qui sont plus élémentaires et qui ne concernent que
(N¢)¢>0. Puisque dans de nombreuses applications, seul (N;);>( intervient, nous avons pris la peine d’expliciter
(%) et (41). O

Preuve du théoréme : montrons d’abord que pour tout ¢ € R, N; suit une loi de Poisson de parametre 6¢.
Soit n € N*. On observe que T;, est indépendante de &, 11 et que T}, suit une loi d’Erlang de parametres (n, 6).
Par conséquent,

t n—1 e’}
P(Ny=n) = P, <t<T,+ &)= /0 du the_eu (/t dv 96_9”>

_ " tdu el (t@)”efet’
(n—1)! 0 n!

ce qui montre le résultat désiré.

Nous allons montrer (z2¢) et ensuite prouver que (2¢z) implique (iv), ce qui est suffisant d’apres la remarque
précédente. Soit n € N*. Soit F' : R"” — R, une fonction mesurable bornée. On a les égalités suivantes

E[F(T1,....T,);Ny=n] = E[F(Ty,...,T); Tp <t < Th+ Epii
oo
= dsy . ..ds, O 01t Fsn) F(s1,814+82,...,81+ ...+ Sn) dspi1 feOsn+1
{s1+...+sn <t} t—s14...45n

= e dsy...dspF(s1,81+ 82,..-,81+ ...+ Sn)
{s14...+sn <t}

= H”e_et/{ dridxs ... dx,F(x1,22,. .., Ty) .

0<zi<..<zn <t}

On en déduit que

|
E[F(Ty,...,Ty) | N, =n] = — / dz1des . .. denF (a1, T2, .. ., Tn) , (I11.8)
i {0<z1<...<xn <t}
ce qui implique (z¢7) par (I11.7).
Montrons (iv) : soit t € R . On suppose tout d’abord que Ay, ..., A, sont des Boréliens disjoints inclus

dans [0, t]. On fixe n > 1. Le point (i7¢) implique que

(N, (I0),..., Na (IT)) sous P(- [Ny = n) @ (#(IL, N A)),..., #(IL, N A,)) sous P,

ou IT,, = {U1,...,U,}, avec (Ug,1 < k < n) iid. de loi uniforme sur [0, ¢]. Par commodité on pose
Api1 =10,t]\ U?:l Aj. Soient ug, ..., u, € R. Pourtout 1 < %k < n, on pose :

Xk = eiullAl(Uk) + ...+ €iup1Ap(Uk) =+ 1Ap+1(Uk) .
Les variables (X1, ..., X,,) sont indépendantes et de méme loi. De plus on a

p
X1... X, = H exp (iup# (I, N Ay)) -
k=1

Par conséquent,

E[ T exp (iugNa, (1) ‘Nt:n] — E[Xi...X,] = E[X,]"

1<k<p



II.1. PROCESSUS DE POISSON LINEAIRE HOMOGENE. 233

— <6iu1 5(1?1) 4+ eiup e(‘?p) +1-— z(?l) - e(‘?p))”
=17 (t— (1 —e™)0(A1) — ... — (1 —e™)0(A,)".
Donc
E[ T exp (i Na (IX } =S PN, = n)t " (t— (1= (A —...—(1—e™)0(4,)"
1<k<p n>0
=" Z (0t — (1 — e™)00(Ar) — ... — (1 — e™)0L(Ap))"
n>0 '
= H exp —00(Ag) (1 — ei“’“)) ,
1<k<p
ce qui entraine bien le point (iv), dans le cas out Ay, ..., A, C [0,t]. Le cas général découle facilement du fait
que P-p.s. pour tout 1 < k < p, limy—00 T Ng, o, (IT) = Na, (I1). |
EXERCICES.

Exercice IIL.1 Paradoxe de I’inspection Soit (&, )r>1, une suite i.i.d. de variables de loi exponentielle de parametre § € R’}.. On pose
VneN', T,=&+...+6&, et H:{Tn;neN*},

qui est donc un nuage Poissonnien homogene sur R d’intensité 6. Pour tout ¢ € R4, on note V; = Zn21 110,4(Tn). On s’intéresse
aux variables R; et D, définies par
Ri=t—Tn, et Dy=Tn,4+1—1,
qui sont telles que Ry + Dy = &n,+1-
1. Montrer que pour tout ¢ € R, D, suit une loi exponentielle de parameétre 0, c’est-a-dire que D; a méme loi que &7.

2. Montrer que R: a méme loi que le maximum de ¢ et d’une exponentielle de parameétre 6, c’est-a-dire que D a méme loi que
tV &

3. Calculer en fonction de ¢ et de 6, I’espérance E[&, +1] et remarquer que
1
E[&Nn,+1] > 3= E[&1],

ce qui peut sembler "paradoxal" a premiere vue.

4. Montrer que D, et R; sont indépendantes et prouver que lorsque ¢ tend vers I’infini, &n,+1 converge vers une loi de densité
s+ 0%se Y. O

Exercice IIL.2 (Statistiques d’ordre et processus de Poisson homogénes) Soit (Uy)n>1, une suite de variables i.i.d. de loi uniforme
sur [0, 1]. Pour tout 7 > 2, on rappelle la notation (U™, ..., US™) pour la statistique d’ordre associée a (Us, ..., Uy,). Pour des
raisons pratiques, on pose U™ = 0 et U,(ffl = 1. On se donne également (&, ),>1, une suite i.i.d. de variables de loi exponentielle de
parametre 1, et on pose

VneN", T,=&+...4+& et M={T,;neN}

qui est donc un nuage Poissonnien homogene sur R4 d’intensité 1.

1. Montrer que pour tout n > 2, on a I’identité en loi suivante

(log) n n
(T1)Tnsty -y Tn/Togr) = (UM, UMY .

2. Montrer que pour tout k € N*, on a
nu™ 8 q

n—o0
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3. Montrer que pour tout x € R%
1 “ (proba) —r
e .

-Y'1 n n
n; U™ -v{M)>a) Sk

4. Montrer que

n proba
( )

(n) _ (n)
logn 1§?§3§+1(Uk UpZt) avd 1.

5. Montrer que
n® min (U,SL) - U,i’i)l) {oiy exponentielle(1) .

1<k<n n— oo

III.2 Généralités sur les nuages de points.

On détaille dans cette section quelques résultats concernant les nuages de points aléatoires (mesurabilité,
loi et indépendence).

II1.2.a Premieres définitions.

Définition II1.2.1 (Nuages, fonctions de comptage) Soit (E, &), un espace mesurable. On utilise la notation
Noo = NU {o0}.

(a) Sp:={m C E : 7 est dénombrable} est [’ensemble des nuages de points sur E. On rappelle que dénom-
brable signifie fini (éventuellement vide) ou en bijection avec N.

(b) Pour tout B € &, ettout m € Sg, on pose Np(m)=#(m N B), qui est le nombre (éventuellement infini)
de points de 7 qui sont dans B. La fonction Ng:Sg — N, est appelée la fonction de comptage en B.

(c) On note . la tribu engendrée sur Sy par les fonctions de comptage Ng, B € &.

(d) Soit (2,.%), un espace mesurable et IT: 2 — Sz, une fonction. C’est un nuage aléatoire si cette fonction
est (#,.7)-mesurable, ce qui est équivalement a ce que pour tout B € &, Np(II) :  — N soit
# -mesurable. O

Exemple II1.2.2 Soit (2,.%), un espace mesurable. Soit X, : 2 — E, n € N*, une suite de variables (%, &)-
mesurables telle que
VweQ, Vn>m>1, Xp(w)# Xn(w). (111.9)

Soit M : €2 — N, une variables .# -mesurable. On pose :
1] siM =0,

II = {Xl,...,XM} si0 < M < oo,
{Xn;n e N*} si M = oc.

Pour tout B € &, (111.9) implique que

NB(H) = Z 1B(Xn)]—{n§M}

n>1

qui est clairement .% -mesurable. Cela implique donc que Ny (IT) est .% -mesurable et donc que IT est un nuage
aléatoire. O
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Dans le lemme suivant, on définit une caractéristique importante des nuages aléatoires, a savoir leur intensité.

Lemme II1.2.3 Soit (Q2,.7, P), un espace de probabilité et I1:Q) — S, un nuage aléatoire. On pose
VBe &, wB)=E[NpII)].
Alors, j: & — [0, 00| est une mesure positive appelée intensité de I1.

Preuve : on observe que Ny(IT) =0, sur €2, donc p() = 0. Soient B,, € &, n € N, deux-a-deux disjoints. On
pose B:=J,,cy Bn. Par interversion série/intégrale pour la mesure de comptage # et pour P, on a bien

#(B) = B[Ns(I)] = E[ Y Np, ()] = Y E[Np, (D] =" u(By)
neN neN neN
ce qui implique le résultat désiré. |

Définition II1.2.4 (Fonctions de comptage généralisées) Soit (E, &), un espace mesurable et f : E — [0, oo],
une fonction &-mesurable. On pose

VreSg, Nf Zf
xem

On appelle Nf:Sg — [0, oo] la fonction de f-comptage. On remarque que Np= Ny, pour tout B€ &', O

Pour tous k,n €N, on pose By, :={f > n}et Ay, := {k27" < f <(k +1)27"[ }. I est clair que pour tout
neN fixé, les Ay, € &, k € N, sont deux-a-deux disjoints. On pose f,:=nlp, + > o<cpon k27" 14, n. On
rappelle que 0 < f,, < fp41 et sup,, fn=f. On remarque aussi que

Ny, =nNp,+ Y k27"Nagn. (IIL.10)
0<k<n2n

Cela montre que Ny, est.p-mesurable. Soit 7 € Sp;onnote v=>}____J, sa mesure empirique. On remarque

que Ny(m)= [ f dv. Par convergence monotone relativement a v/, on
nh—>HoloTNf (m) = Ng(m) . (IIL.11)

On en déduit le premier point du lemme suivant.

Lemme IIL.2.5 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit f : E — [0, 00|, une fonction &-mesurable. Alors, les
assertions suivantes sont vérifiées.

(i) La fonction N¢:Sp— [0, 00] est .Sg-mesurable.

(ii) Soit (2, .F,P), un espace de probabilité et I1 : Q) — S, un nuage aléatoire d’intensité . Alors Ny (IT)
est une variable .7 -mesurable et E[N;(II)| = [, f(z) p(dz)

Preuve : par (IIL.10), E[ Ny, (IT)] = > o<k<non K27 (A n) = [g fa(2) p(dz), et on conclut par conver-
gence monotone sous P et sous p. ]

Il arrive fréquement de restreindre un nuage de point a un certain sous ensemble B et de prendre [’image
d’un nuage de points par une fonction ¢ : modulo un hypothése, ces deux opérations sont mesurables, comme
le montre le lemme suivant.
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Lemme II1.2.6 Soit (E, &), un espace mesurable. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Soit B € &. Alors Rp : m € Sp — wN B € Sg est (g, SE)-mesurable.

(ii) Soit (E',&"), un espace mesurable et soit ¢ : E — E', une fonction (&, &")-mesurable supposée injec-
tive. Alors ® : m € Sg +— ¢(m) € Spr est (L, g )-mesurable.

Preuve : on remarque que pour tout C € &, NooRp = Npn¢ qui est donc .#g-mesurable, ce qui implique (7).
Montrons (i%) : puisque ¢ est injective, on remarque que pour tout B’ et tout nuage 7 € Sp, on a #({¢p(x); x €
T} N B') = 4{x € m: ¢(x) € B’} et donc que Np/(d(7)) = Ny-1(p/)(m). Ona Npr o ® = Ny-1(ps) qui est
r-mesurable, ce qui implique le résultat voulu. |

Ces résultats se traduisent immédiatement pour les nuages aléatoires.

Lemme IIL.2.7 Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soit (E, &), un espace mesurable. Soit I1 : Q@ — Sg,
un nuage aléatoire. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Soit B € &. Alors II N B est un nuage aléatoire. On munit B de la tribu 8(B) = {AN B; A € &}.
Alors II N B est un nuage aléatoire sur (B, &(B)) au sens de la définition I11.2.1 (d).

(ii) Soit (E',&"), un espace mesurable et soit ¢ : E — E', une fonction (&, &")-mesurable supposée injec-
tive. Alors ¢(I1) est un nuage aléatoire sur E' d’intensité ji' = po ¢~ qui est la mesure image de 1 par
o.
III.2.b Loi et indépendance de nuages aléatoires.

On voit un nuage aléatoire I comme le processus de ses fonctions de comptage (Np(II)) s, processus
qui est indexés par &.

Définition II1.2.8 On note ¢ C .“£ la classe contenant tous les sous-ensembles C' de la forme
C={meSg: Np,(m)>ki;...; Ng,(m)>kq } . (I11.12)
avec q€N*, By,...,B,eé&,etky,..., kgeN. O

Lemme II1.2.9 La classe € est un pi-systéeme engendrant /g : 0(¢g) = SE.

Preuve : clairement € est stable par intersection et contient S = {7 € Sg : Ng(7) > 0}. De plus, la forme
(II1.12) des ensembles de € implique que € C g et donc que o(6r) C .#5. On remarque ensuite que
pour tout B € &, et pour tout k € N, on a {m € Sg : Np(mw) > k} € €. Par conséquent N : Sp — N
est 0(%g)-mesurable. Or . est, par définition, la plus petite tribu sur S rendant mesurable les fonctions de
comptage. Par conséquent .r C 0 (%), ce qui termine la preuve du lemme. |

Puisqu’on I'utilise plusieurs fois, on établit sous forme de lemme le résultat élémentaire suivant.

Lemme II1.2.10 Soit (E, &), un espace mesurable. Soient By, ..., By € &. Alors il existe un entier p <29 et
Ay, ..., Ay €&, disjoints deux-a-deux tels que tout By, est réunion de certains Ay, c’est-a-dire
VEe{l,....q}, I, C{1,....p} : Bp=|J A etdonc Np => Na,. (I11.13)

el Lely,
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Preuve : on note % la classe des ensembles de la forme ﬂlg k<q Cy, ou CY, est soit By, soit son complémentaire
E\ By, ; % compte au plus 29 ensembles distincts, les ensembles de # sont dans & et ils forment une partition
de E. On se donne explicitement # = {A;,...,A,}, avec p=#%. Pour tout k € {1,...,q}, on pose I}, =
{€e{1,...,p} : BN A;#0} et on vérifie (I11.13) facilement. [ |

La proposition suivante caractérise la loi d’un nuage de points.

Proposition I11.2.11 Soit (E, &) un espace mesurable. Soient (Q, %, P) et (2, .F',P’), des espaces de pro-
babilité. Soient T1:Q— S et I1' : Q' — Sg, deux nuages aléatoires. Ils ont la méme loi ssi pour tout p € N* et
tous A1, ..., A, €& disjoints deux-a-deux , on a

(Na,(IL),..., Ny (IT)) sous P @ (N4 (IT),..., Na,(IT')) sous P’ . (II1.14)
Preuve : il est clair que U:m € Sp— (N4, (1), ..., Na, (7)) € N& est.”g-mesurable car chaque composante
de cette application 1’est. Si IT et IT’ ont méme loi, alors il en est de méme pour W(II) et ¥(IT'), ce qui
est exactement (I11.14). Montrons la réciproque : par le lemme 1I1.2.10, I’identité (III.14) implique pour tous
By,...,B;eé,ona

loi

(N, (II),..., Np,(I1)) sous P @ (N (I),..., Np,(I')) sous P’ . (IIL.15)
Cela implique que P(IT € C) = P/(I' € C), pour tout C' de la forme (II.12). Si on note v et v/ les lois
respectives de IT et de IT', cela montre que v(C) = v/(C), pour tout C' € €. Comme €k est un pi-systeme
engendrant .z (lemme I11.2.9), le théoréme d’unicité du prolongement des mesures de probabilité implique
que v="r/". [ |

Brefs rappels sur la notion d’indépendance. Rappelons quelques définitions générales sur I’indépendance.
(voir la section B.2, page 306, du chapitre B en appendice).

1- Soit (€2, .#, P), un espace de probabilité. Soient Z; C .%, i € I, une famille de classes de sous-ensembles
mesurables. Les classes %;, i € I, sont (mutuellement) indépendantes (sous P) si pour tout sous-ensemble
d’indices J C I, non-vide et fini, et pour tous A; € %}, j € J, les événements A;, j € J sont mutuellement
indépendants. Autrement dit :

I fnivA; %, jed,  P((4;) =[P4y,

jet jes
On rappelle le résultat standard suivant.

Proposition IIL.2.12 On conserve les notations précédentes. Soit &; C F, i € I, une famille de pi-systéemes
qui sont mutuellement indépendants. Alors, les tribus engendrées o(2;), i € I, sont également mutuellement
indépendantes.

Preuve : voir la proposition B.2.5, page B.2.5 en appendice. |

2—- Soit (G,%), un espace mesurable. Soit Y : Q — G, une variable (.%,%)-mesurable. On rappelle que la
tribu engendrée par Y est simplement donnée par o(Y') = {{Y € A}; A € 4}. Soit €, un pi-systeme sur G
engendrant ¢. On pose Py :={{Y € C'};C € €'}. On voit immédiatement que y est un pi-systeme sur {2
générant o(Y').

Soit X;:Q — G, i € I, une famille de variables (.7, % )-mesurables. Les variables X;, i € I, sont indépen-
dantes si les tribus o(X;), i € I sont indépendantes.
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Lemme II1.2.13 On reprend les notation précédentes. Il y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

(i) Les variables X;, i € I, sont indépendantes.

(ii) P(Xi1 € C;...5X;, € Cn) = P(X,‘1 S Cl) ...P(Xin € C’n), pour tous i1, ...,i, € I, et tous
Cy,...,ChLe?.

Preuve : il est clair que (¢) implique (¢¢). Montrons la réciproque : on remarque que () implique que les
pi-systemes Px;,, ¢ € I sont mutuellement indépendants. La proposition II1.2.12 implique alors que les tribus
0(Px,) = o(Xi), i € I sont mutuellement indépendantes, c¢’est-a-dire (7). |

Apres ces quelques rappels sur la notion d’indépendance, on peut énoncer le critere d’indépendance suivant
pour les nuages aléatoires.

Proposition I11.2.14 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit (,.7 ,P), un espace de probabilité. Soit I1; :
Q) —SEg, 1 €1, une famille de nuages aléatoires. Il y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

(i) Les nuages Il;, i € I, sont mutuellement indépendants.

(ii) Pour tous Ay, ... A, € &, deux-a-deux disjoints les vecteurs aléatoires de NZ, (Na, (IL) )1<k<p 1 €1,
sont mutuellement indépendants.

Preuve : il est clairque W:m € Sp— (Ng, (7),..., Na, (7)) € NZ, est .#-mesurable car chaque composante
de cette application I’est. Si les nuages I1;, 7 € I, sont mutuellement indépendants, alors il en est de méme pour
la famille de vecteurs aléatoires W (I1;), i € I. Cela montre que (7) implique (i7).

Réciproquement, par le lemme II1.2.10, pour tous By, . .., B, € &, les vecteurs aléatoires (Np, (I1;))1<¢<q.
i € I, sont indépendants. Soient ¢1,...,i, €1, et C1,...,C, € €x qui par définition peuvent s’écrire
Cn={m€SE : Np,(7)>ki(m); ... ; Np,(x) >kg(m)} ,

o By,...By € &, et ol pour tout 1 < m < n, ki(m),...,ks(m) € N. On en déduit donc que P(l‘[i1 €
Ci;...;10,, €Cy) =P(IL;, €Cy) ... P(IL;, €Cy), et le lemme I11.2.13 permet de conclure. [ ]

III.2.c Mesurabilité de certaines opérations sur les nuages de points.

Le but de cette section technique est de montrer la mesurabilité du produit, de Iintersection et de ’'union de
nuages aléatoires, ainsi que d’autres fonctions apparaissant naturellement. Or en général, il n’est du tout clair
que ces opérations soient mesurables et les obstructions sont doubles : les espaces (E, &) et (E',&”) doivent
satisfaites des conditions de régularité; il est aussi nécessaire de se restreindre a des nuages finis sur chaque
ensemble d’une partition fixée. Ces deux types de restrictions techniques ne sont pas trés contraignantes dans
la pratique.

Hypotheses sur les espace mesurables considérés. Précisons nos hypotheses sur les espaces sur lequels sont
définis les nuages de points. Nous commengons par des hypotheses de mesurabilité simples.

Définition II1.2.15 (Isomorphisme d’espaces mesurables) Soient (E, &) et (E’, &"), deux espaces mesurables.
IIs sont dits isomorphes s’il existe une bijection ¢ : E — E’ qui est est (&, &’)-mesurable et telle que sa
réciproque ¢! : E/ — E soit (&7, &)-mesurable. O

Une telle fonction ¢ est un isomorphisme d’espaces mesurables et I’application B € & — ¢(B) € &' est une
bijection de & sur &”.
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Définition II1.2.16 Soit (E, &), un espace mesurable. On introduit les notions suivantes.
(a) (E,&) contient les singletons si {x} € & pour tout x € &.

(b)

(E, &) est dit diagonal si A € £%2, oo A={(x,x); r € E} est la diagonale de E2.

(¢) (E,&) est dit mesurable séparable s’il existe A, € &, n€N, engendrant & : & = o ({A,;neN}).
(E, &)
([

(d) est dit mesurable séparé si pour tous x, y € F distincts, il existe A€ & tel que x€ A ety € E\ A.

Le théoreme A.5.3, page 288, montre d’une part que
(E, &) séparable et séparé = (E, &) mesurable diagonal = (E, &) contient les singletons.

Le théoreme A.5.3, page 288, montre également le fait suivant :

Soit (E, &), espace mesurable. 1l est séparable et séparé si et seulement s’il existe C' C R (pas néces-
sairement Borélien), tel que (E, &) est isomorphe a (C, #B(C)), ou B(C) est la tribu trace sur C des
Boréliens de R (voir la définition A.1.7 et le lemme A.1.8, page 270, pour cette notion).

On suppose dans la suite que 1’espace mesurable (E, &) sur lequel sont définis les nuages de points sont
séparables et séparés (définition 111.2.16, page 239). Le type de restriction sur les nuages de points est donné
par le lemme suivant.

Définition I11.2.17 Soit (£, &), un ensemble mesurable. Soit B, € &, pe N, une partition de E, que I’on note
B :=(Bp)pen. On pose

SB:{WGSE:VPEN, Np,(m)<oo} et YE:{DQSE;DEJ@}.

S% est I’ensemble des nuages finis sur chaque ensemble de la partition B. Clairement que SE € .. La tribu
5”5 est la tribu trace de ¥ sur SB. Comme SE € ¥, on a bien .2 C .Y%. O

Résultats de mesurabilité. Commencons par résoudre le probleme consistant a localiser de maniére mesurable
les points d’un nuage.

Lemme I11.2.18 (Localisation des points) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit B=(B)),>1,
une partition de E en ensembles de &. Il existe une famille de fonctions Y,\" : S]g — F, p,k > 1, qui sont
(SE, & )-mesurables telles que

VpeEN, VreSE, nNB,= {Y ()1 (), YQ(P) (7),..., Y]@p(ﬂ) (m)} desque Ng, (m)>1. (IIL.16)
Preuve : comme (FE, &) est séparable et séparé, il existe C CR et ¢: E — C isomorphisme entre les espaces
mesurables (E, &) et (C,%(C)). On fixe p € N* et 2* € By Soit m € SB; on pose £ = Np, () et on se
donne 7w comme 1’ensemble {1, ..., x,} ot I'indexation est telle que ¢(z1) <...<@(x). On pose alors pour
tout k € N*, Yk(p)(ﬂ') =z si k< /let Yk(p) (m) :==2* si k > £. On a clairement (II.16). Puisque ¢ est un
isomorphisme, Yk(p ) est (g, &)-mesurable ssi d)on(p ) est (5%3, 2(C'))-mesurable. Pour montrer cela, on fixe
y€R et on pose D ::gZ)_l(]—oo, yl N qﬁ(Bp)), qui est dans & ; on remarque que

{TI'ES%2NBP(TF)Zk}ﬂ{7T€SEZ¢OYk(p) <y}={reSB:Np(n) >k} 7B
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D’autre part
{resB. Np,(m)<k}N {resSB: gbon(p)gy} =  oubien {reSE: Np,(m) <k}

selon que ¢(z*) >y ou que ¢(x*) <y. Dans les deux cas, les ensembles sont dans YE, ce qui entraine que

{resB. gbon(p) <y} €.E pour tout y € R. Donc gbon(p) est (B, %(C))-mesurable, ce qui permet de
conclure. |

Lemme I11.2.19 (produit, intersection, union de nuages) Soient (E, &) et (E', &"), des espaces mesurables sépa-
rables et séparés. On munit E x E' de la tribu produit & @ &', qui est également séparable et séparée. Soit
B = (By)pen, une partition de E en ensembles de &. Soit B' = (By) 4en, une partition de E' en ensembles de
&'. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

i) L'application (m,7') € SBxSB, —— wxn’ € Spyp est (B Q.8 | Sy p)-mesurable.
E E E
On suppose ensuite que (E, &)= (E',&").
(i1) L’application (m,7') € SExSE —— nNn’ € Spest (YBSE | Sg)-mesurable.
(i4i) L'application (m,7') € SExSE —— rUn’ € Spest (SB@SE, Sg)-mesurable.

Preuve : pour tous p, k € N*, soient Y;* : SE — F qui est (.5, &)-mesurable et soit Z\” : SE: — E’, qui est
(S, &')-mesurable telles que 7N B, ={Y,” (7); 1<k <Np, (m)}et7'N B,= {ZP (n"); 1<k < Np (7")}.
1l est clair que (7, ') € SBxSE, s (v, (n), 2% (7)) € Ex E' est (/B .78, £®&")-mesurable. Donc
pour tout A€ &RE’

(71',71'/) S S%XS%: — NA(WXT('/): Z 1{k§NBp(7r);k’§NB;;(7T’)}1A(Yk(p)(ﬂ-)7ZIE?)(T[J))
p,phk,kE'>1

est /P ®.7B -mesurable, ce qui entraine (i).

On suppose ensuite (F, &) = (E’, &) mais on garde les notations précédentes pour la localisation des
points. On rappelle que A:={(z,7); € E}€&%? car (E, &) est séparable et séparé. Soit B € &, on remarque
alors que

(7)€ SExSE — Np(mna)= Y Ljeany, maw<ny e le(” (m)1a (Y (r). 2 (')
p,p kK" >1

est .72 ®.7E -mesurable, ce qui entraine (ii).

Le point (447) se déduit de (i) comme suit : pour tout C' € &, tout p € N, et tous (7, 7') € SBExSE', on
peut écrire NCﬁBp(’/TUﬂJ) = Ncn, (7) + NCQBP(W/) —Neng, (TN ') car Ncng, (mN ') < Np,(m) < o0,
et (i) implique que (m,7') € SB x SB s Nenp, (m U ') est /2 ®.7F -mesurable. Or No(rUn')
> pen Nens, (mUn"). Done (7, 7') = No(mU7') est /P .8 -mesurable.

™

Lemme II1.2.20 Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit B = (By,)pen, une partition
mesurable de E. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) La fonction x € E — {x} € SE est (&,.7F )-mesurable.

(73) La fonction (x,m) € E x SE — mU{z} € Sgest (& ® LB, .Sr)-mesurable.
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(i4i) La fonction (z1,...,%n,7) EE"XSB 7w U{x1,...,2,} €ESE est (§°"®.SE, S)-mesurable.

(1v) (Mesurabilité des fonctionnelles de type Palm) Soit (Ey, &)), un espace mesurable. Soit n € N* et F': Egx E™ x
SE — [0, 00], une fonction &®E®" @ .S -mesurable. Pour tous (z,7) € EgxSg, on pose

7r):ZF(Z;ml,...,xn,ﬂ\{azl,...,xn}) and A ZFZ Tlyeney Ty, )

T1,..,Tn €T L1000, Tn €T
distincts distincts

avec ® (z,m)= A;fb) (z,7) =0, pour tout z € Ey si #m <n. Alors, les restrictions de O et de A a
Ey < S% sont (6®.7E)-mesurables.

Preuve : on note ¢ la fonction du (7). Pour tout B € &, (Ngo)(z) = 1g(x). Cela montre que Np 01 est &-
mesurable pour tout B € &, ce qui prouve (4). Montrons () : par (i), (x,7) € ExSE — ({z},7m) € SE x SE
est mesurable. Par le lemme I11.2.19 (ii7), ({z},7) € SB x SE +— 7w U {x} est également mesurable, ce qui
prouve (i7). Par (i) et (ii), combinés a une simple récurrence, (21, ...,7,) = {x1,...,2,} est (&7, SB)-
mesurable et le lemme I11.2.19 (4i7) termine la preuve du point (¢77).

Montrons (iv) pour cela on se donne pour tous p, k € N*, soient Y, : SB — E comme dans le lemme
I1.2.18 de localisation des points. On pose B = E\B, : le lemme II1.2.6 ( /) de restriction implique que
7+ 7N B, est mesurable. Soient 1 <y <...< i, <7.Onpose S={1,...,7}\{i1,...,in} et

T inie(5m) = F (5 ) (0), Y0 (0, P (), (w0 By u {7 e 5})

’ T in

Le point (444) et ce qui précede implique que f{ ;.. : FoxSE — [0,00] est (& ®.7% )-mesurable. On
remarque ensuite que si Np, (m)=r, on a

b M) = F(z Y0 (), Y (), a\(YP (), . Y. (m)})

B yeeesiniT

et donc ® (2, 7) = D1 Drsins. iy >1 1{NBp(7r)=r}f£,‘ ins (2, 7), ce qui entraine la mesurabilité de i

La mesurabilité de A" en découle par le point (4ii). [ |

II1.2.d Intersections et unions de nuages aléatoires.

Sauf mention explicite du contraire, on fait les hypotheses suivantes :
Q, 7, P) supposé complet et (E, &) est supposé séparable et séparé.
pp D pp p P

La complétude de (2, .#, P) simplifie les énoncés ou le produit, I’'union ou I’intersection de nuages aléatoires
interviennent. En effet, considérons II : 2 — Sg, un nuage aléatoire d’intensité p supposée sigma-finie : il
existe une partition &-mesurable B = (B,),>1 de E telle que E[Np, (IT)] = u(B,) < oo pour tout p > 1. Par
conséquent, p.s. II € S%. On peut appliquer le lemme II1.2.18, page 239, de localisation des points des nuages
a II : pour tout k, p > 1, il existe des fonctions V;*’ : S — E, qui sont (.7, &)-mesurables et telles que

_ v (p) (p)
P-ps. Vp>1, IINB,= {Yl (IT), Y, (I1), . . ., YNBP(H)(H)} )
Proposition IIL.2.21 Soient (E, &) et (E', &), des espaces mesurables séparables et séparés. On munit ExE’
de la tribu produit & ®&'. Soient I1:Q— Sg et II' : Q — S g1, des nuages aléatoires d’intensités respectives [
et i supposées, sigma-finies. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.
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(i) TIXII' : Q — Spy g est un nuage aléatoire.

(ii) Si II et I sont indépendants, alors I'intensité de TI x I est p@ 1.

Preuve : d’apres le fait détaillé ci-dessus, il existe B = (B})pen et B’ = (B;)qen des partitions mesurables
de resp. F et E' telles que p.s. IT € Sg et IT' € SE:. Le lemme I11.2.19 (i) implique alors que IT x IT est
p.s. égal a une variable (., .5 gr)-mesurable. Comme (€2,.%,P) est supposé complet, IT x IT" est donc
(F, YExEr)-mesurable : ¢’est un nuage aléatoire.

Montrons (i) : on note v: &®&" — [0, oo] I'intensité de IT x II'. Comme IT et IT" sont indépendants, pour
tous Be& et B' €&’

v(BxB')=E|[Npyp (IIxII')| = E[Ng(II)Np (Il')| =E[Np(IT) |[E[Np (IT')] = pu(B)y/(B'). (IL17)
Comme p et i/ sont sigma-finies, p® ' est I’'unique mesure v satisfaisant (IT1.17). |

Proposition I11.2.22 Soient (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soient 11 : Q@ — S et II' :
Q — Sp, deux nuages aléatoires d’intensités respectives i et i, supposées sigma-finies. Alors, les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) IINTI':Q — Sg est un nuage aléatoire.
(ii) (Principe de disjonction) Si IT et I1' sont indépendants et si i (ou 1) est diffuse, alors p.s. TL N TI' =0.

Preuve : on raisonne comme dans la preuve du point (¢) de la proposition précédente 1I1.2.21 en utilisant le
lemme I11.2.19 (i4) pour prouver (7). Montrons (i4) : la proposition I11.2.21 implique que I’intensité TT x IT" est
1 ® p'. Donc,

BINAMT 0] = (1@ w)(8) = [ (e} (do) 0.
si pu est diffuse. Donc p.s. (IT x IT') N A = (), ¢’est-a-dire ITINIT" = (). [ |

Proposition I11.2.23 Soient (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1,,: Q0 — Sg, n €N, une
suite de nuages aléatoires d’intensités respectives i,, n €N, toutes supposées sigma-finies. Alors, les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) II:= UneN I1,, est un nuage aléatoire.

(ii) Siles (I1,,)nen sont indépendants et si les (i, )nen sont diffuses, alors

P-ps. VBE&, Np(I)=) Np(I,) (IIL.18)
neN

et lintensité de I est 1=7 ", _ fin-

Preuve : en utilisant le fait que les intensités sont sigma-finies et en appliquant de maniere répétée le lemme
I11.2.19 (747), page 240, on montre que ITyU. . . UII, est (%, .%g)-mesurable. Par convergence monotone pour
la mesure de comptage, partout sur 2, et pour tout B € &, Np(II) = lim, o Np(IIp U ... U II,). Donc,
Np(IT) est % -mesurable pour tout B € &, ce qui prouve (7).

Montrons (i7) : la proposition II1.2.22 (i) implique que p.s. pour tout m < n, IL,, N II, = (), ce qui im-
plique (II.18). Par interversion positive série/espérance, on a donc (B) =E[Np(IT)]=>_ . E[Np(IL,)]=
> nen Hn(B), pour tout B €&, ce qui termine la preuve. |
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III.3 Nuages Poissonniens.

II1.3.a Définition, premieres propriétés.

Sauf mention explicite du contraire, on fait les hypotheses suivantes :
(Q, 7, P) supposé complet et (E, &) est supposé séparable et séparé.

Sauf mention explicite du contraire, on fait les hypotheses suivantes : On rappelle qu'une variable a valeurs
dans N, est une variable de Poisson étendue si son parametre appartient a [0, oo] : notamment son parametre
est nul (resp. infini) ssi la variable est p.s. nulle (resp. p.s. infinie).

Définition. Caractérisations diverses. En s’inspirant du cas des nuages homogenes sur R, on introduit la
définition suivante.

Définition II1.3.1 (Nuages Poissonniens) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit IT: Q2 —
S, un nuage aléatoire. C’est un nuage Poissonnien s’il satisfait les deux hypotheéses suivantes.

(Chaos) Pour tous Ay,. .., A, € & deux-a-deux disjoints, les variables N4, (IT), ..., N4, (IT) sont indépen-
dantes.

(Poisson) Pour tout A € &, N4(II) suit une loi de Poisson étendue. O

Théoréme I11.3.2 Soir (2, . %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace mesurable sépa-
rable et séparé. Soit I1: Q) — Sg, un nuage Poissonnien d’intensité u. Alors, | est diffuse et la loi de II est
entierement déterminée par |i.

Preuve : pour tout € E, N,y (IT) = 0 ou 1. Or, Ny, (IT) suit une loi de Poisson de paramétre p({x}). On
a donc p({x})=0. Montrons le second point de la proposition : supposons que IT’ soit un nuage Poissonnien
d’intensité p défini sur un espace de probabilité (',.%’, P’). Par définition, IT et IT’ satisfont I’identité en loi
(I11.14) de la proposition II1.2.11. Cette méme proposition implique que IT et IT" ont méme loi. |

Le théoréme suivant montre que I’hypothése de chaos pour un nuage aléatoire implique en réalité son
caractere Poissonnien. Sa preuve est placée en fin de section.

Théoreme I11.3.3 Soir (2, %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace séparable et sé-
paré. Soit I1: Q) — Sg, un nuage de points (F , g )-mesurable d’intensité p, supposée sigma-finie et diffuse.
On suppose que 11 satisfait également I’hypothese de chaos :

(Chaos) Pour tous Ay, ..., Ay €& deux-a-deux disjoints, les v.a. N a, (I1), ..., N4, (II) sont indépendantes.

Alors, 11 est un nuage Poissonnien.

Preuve : voir la fin de la section, page 246. |

En application de ce résultat on peut montrer le théoréme suivant qui simplifie la propriété de chaos et qui
caractérise les nuages de Poisson par indépendance des événements d’évitement.

Théoréme II1.3.4 (Caractérisation par évitement indépendants) Soif (2, . %, P), un espace de probabilité complet.
Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1:Q) — Sp, un nuage de points (F , /g )-mesurable d’inten-
sité u, supposée sigma-finie et diffuse. On suppose que 11 satisfait la propriété suivante.
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(Evitements indépendants) Pour tous A, B € & disjoints, les événements {TIN A = ()} et {TIN B = ()} sont
indépendants.

Alors 11 est un nuage de Poisson.

Preuve : voir ’exercice II1.12, page 266. |

En application du résultat précédent, on peut ensuite montrer le théoreme de Rényi qui caractérise les
nuages de Poisson par leurs probabilités d’évitement.

Théoreme II1.3.5 (Théoréme de Rényi) Soit (2, .7, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace
séparable et séparé. Soit I1:Q) — S g, un nuage de points (F , /g )-mesurable. On suppose que

VAe&, PIINA=0)=eHA

ou p : & — [0, 00| est une mesure sigma finie et diffuse (avec la convention que e=>° = 0). Alors 11 est alors
un nuage de Poisson.

Preuve : voir I’exercice II1.13, page 267. |

Stabilité des nuages Poisson par restriction, image et superposition.

Théoréme II1.3.6 (Restriction) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1, un nuage Pois-
sonnien sur E d’intensité u. Soient B1, Bs € &, disjoints. Alors IIN By et IIN By sont deux nuages Poissonniens
indépendants d’intensités respectives (- N By) et u(- N By).

Plus généralement, soit B; € &, i € I, une famille d’ensembles mesurables deux-da-deux disjoints. Alors,
II N B;, i € I, est une famille de nuages Poissonniens indépendants d’intensités respectives (- N B;), i € L.

Preuve : la définition méme des nuages Poissonniens implique que pour tout A € &, II N A est un nuage
Poissonnien d’intensité p( - N A). Pour tout ¢ € I, on pose IT; :=TII N B; et on a pour tout A € &, N4 (I1;) =
Nanp,; (IT). Comme les B; € &, i € I, deux-a-deux disjoints, pour tous Ay, ..., A, € & deux-a-deux disjoints,
les vecteurs aléatoires (N4, (IL;))1<k<p, % € I, sont indépendants (on utilise la propriété de Chaos des nuages
Poissonniens car les ensembles A N B;, 1 <k <p, i € I, sont deux-a-deux disjoints). On conclut grace a la
proposition I11.2.14 (37). |

Théoréme II1.3.7 (Superposition croissante ou indépendante) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et sé-
paré. Soit (IL,,)nen, une suite de nuages Poissonniens sur E, d’intensités respectives (jin)nen toutes suppo-
sées sigma-finies. On pose II :=J IL,,. Alors, c’est un nuage aléatoire dont l’intensité est notée | et les
assertions suivantes sont vérifiées.

neN

(i) Sion suppose que P-p.s. IL,, CII, 1, pour tout n €N, alors 11 est un nuage de Poisson d’intensité | et
pour tout A€ &, on a ji(A)=lim,, 1 p,(A).

(ii) Si on suppose que les (IL,,),en sont indépendants, alors 11 est un nuage de Poisson d’intensité i et on a
n= ZnGN K-

Preuve : par la proposition I11.2.23 (i), IT est (%, .%g)-mesurable. Montrons (7). Soit A € &; le théoréme de
convergence monotone pour la mesure de comptage implique que P-p.s. N4 (II) =1im,, N4(II,,). En prenant
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I’espérance, le théoréme de convergence monotone sous P implique alors que p(A) = limy, p,(A). Alors,
clairement, pour tout r € [0, 1], par convergence dominée
E[TNA(H)] — lim E[TNA(Hn)} = lim e #n(A0=) = o=u(A)(1=r)
n—oo n—oo

ce qui implique que N (II) suit une loi de Poisson (étendue) de parametre p(A). Soient Ay,..., A, € &,
deux-a-deux disjoints. Pour tout n € N fixé les v.a. Na, (IL,), . .., Na, (IL,,) sont indépendantes et puisque

Pps.  lim (Na,(IL,), ..., Na,(IL,)) = (N4, (IT), . .., Nu, (IT)),,

les v.a. limites N4, (IT), ..., N4, (II) sont nécessairement indépendantes. Cela montre donc que IT est un
nuage de Poisson.

Montrons (i7) : par la proposition I11.2.23, page 242, IT est un nuage aléatoire (.7, .¥x)-mesurable d’inten-
Sité pu=7 ", cx Hn- Soit B € &. On remarque que les v.a. (Ng(I1,)),ecn sont des v.a. de Poisson indépendante.
Par conséquent (II1.18) et le lemme I1I.1.3 page 224 impliquent que N (II) est de Poisson.

Soient Ay, ..., A, €&, deux-a-deux disjoints. On vérifie facilement que les v.a. (N4, (I1,))1<i<pnay sont
mutuellement indépendantes. Notamment les suites (N4, (IL,))nen; - - -, (N4, (ITy,) )nen sont indépendantes.
Or par (IIL.18), N4, (IT) =", .y N4, (I1},), pour tout 1 <i <p. Cela montre que les v.a. N4, (II), ..., N4, (IT)
sont indépendantes. Cela termine la preuve de (7). |

Proposition II1.3.8 Soient (E, &) et (E’, &), des espaces mesurables séparés et séparables. Soit I1, un nuage
Poissonnien sur E d’intensité ji. Soit ¢: E — E', supposée (&,&")-mesurable. On note 1/ la mesure image de
w par ¢ et on pose II' := ¢(I1). Si ¢ est injective, alors T1' est un nuage Poissonnien sur E' d’intensité 1.

Preuve : si ¢ est injective, alors
VweQ, VB €&, Np(Il'(w)) = Ny1(p)(II(w)) . (II1.19)

Cela montre que IT’ est un nuage aléatoire. Par ailleurs Np/(IT') est une variable de Poisson d’intensité
u(¢~1(B')) = p/(B'). Enfin, pour tous A}, ..., Al € &, deux-a-deux disjoints, ¢~ (A4}),..., ¢ 1 (A)) € &
sont également deux-a-deux disjoints et (III.19) implique que les variables N 4, (Ir'),..., N A (IT') sont indé-
pendantes. |

Le théoréeme suivant est une version plus sophistiquée de la proposition précédente.

Théoréme I11.3.9 (Image) Soient (E, &) et (E', &), deux espaces mesurables séparables et séparés. Soit I1, un
nuage Poissonnien sur E d’intensité pi, supposée sigma-finie. Soit ¢: E — E', une fonction (&, &")-mesurable.
On note i la mesure image de i par ¢ et on pose II' := ¢(I1). On suppose i’ diffuse.

Alors, TI' est un nuage Poissonnien d’intensité | et p.s. ¢ est injective sur I1, ¢’est-a-dire

P-ps. VX,V e€Tl, (X ” Y) — <¢(X) ” ¢(Y)) : (I11.20)

ce qui entraine que
P-p.s. va' € El, N¢_1({x’}) (H) S {0, 1} (II1.21)

Preuve : on suppose d’abord que I’on a montré (I11.20). Cela implique immédiatement (II1.21). Il existe alors
0" e Ftelque P(Q*) =1et

Vwe ', VB €&, Np(Il'(w)) = Ny-1(py(II(w)) , (I11.22)
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On raisonne ensuite comme a la proposition I11.3.8 pour montrer que IT' est Poissonnien d’intensité 1.

Il reste donc a prouver (I11.20). Pour cela on considére IT* = TIxII, qui d’apres la proposition II1.2.21, est
un nuage aléatoire sur ’espace F X ¥ muni de la tribu produit & ® &. On note p son intensité, que 1’on calcule
comme suit : on fixe A, B € & et on pose Ay :=A\(A N B) et By:=B\(AN B), si bien que Ay, AN B, By
sont disjoints deux-a-deux. On a donc

p(Ax B) = E[Na,(IT)Np,(IT)] + E[Na,(IT)Nanp(II)]
+E[Nanp(IT)Np, (IT)] + E[(Nanp(IT) )?]
= u(Ao)(Bo) + n(Ao)u(AN B) 4 (AN B)u(Bo) + E[(Nans(II) )?].

Comme une variable de Poisson de paramétre § a un moment d’ordre 2 est égal 4 6 4 6%, on a

p(Ax B) = u(Ao)u(Bo) + p(Ao)(AN B) + p(AN B)u(Bo) + u(AN B)? + u(AN B)
= wAu(B)+mANB)=(p@p)(Ax B)+u(ANB).

On introduit ensuite la fonction j:x € E'+— (z,x) € E X E. On rappelle que A € £®&. Donc jest (&, 5RE)-
mesurable : c¢’est méme une bijection F sur A. On note pua la mesure induite sur A par p via 3. Comme
7Y ((Ax B)NA)=ANB, on a donc montré que pour tous A, BE&, p(Ax B) = pua(AxB)+(u@u)(AxB).
Comme p et ua + p ® p coincident sur le pi-systtme 2 :={Ax B ; A, B€ &} engendrant §®&, le théoreme
d’unicité du prolongement des mesures sigma-finies s’applique facilement pour montrer que p=pa + p ® p.

On pose @ : (x,y) € ExXE— (é(x),d(y)) € E' x E'. 1l est facile de montrer que ® est (®&, &' ®@E7)-
mesurable. On note A’ la diagonale de E’ x E’, diagonale qui appartient 2 &’ ®&”. On s’intéresse a I’ensemble
U:=0 (A N\A={(z,y) eEXE : z#yet ¢(x)=¢(y) }. Comme p est concentrée sur A (par définition),
on a pua (U)=0. Par Fubini, on a également,

(o mU) = /E u(dz) /E WYY Ly By o et o))
< /E w(dz)u(6™ ({0(2)))) = /E w(dz) ({6(2)})

Comme 4 est diffuse, on a p/({¢(x)}) =0, pour tout z € E et donc (1®pu)(U) = 0. On en déduit donc que
p(U)=E[Ny(II*)]=0 et donc que P-p.s. IT* N U =), ¢’est-a-dire (I11.20), ce qui termine la preuve. |

Preuve du théoreme II1.3.3. On observe tout d’abord que les nuages aléatoires satisfaisant la propriété de
chaos sont stables par restriction et que leurs restrictions a des sous-ensembles deux-a-deux disjoints sont mu-
tuellement indépendantes. Cette observation, combinée au principe de superposition indépendante (théoréme
I1.3.7 (ii), montre que 1’on peut se ramener aux cas de nuages aléatoires d’intensité finie.

On considere donc un IT : 2 — Sg un nuage aléatoire (.%,.”)-mesurable, satisfaisant la propriété de
chaos et d’intensité p supposée finie : u(E) < co. Comme (E, &) est séparable et séparé, il existe C' C [0, 1]
et ¢ : E — C bijective (&, %(C))-mesurable telle que la réciproque ¢~ : C — E soit (#(C), &)-mesurable
(on rappelle que #(C') est la tribu trace des Boréliens de R sur C'). Le lemme II1.2.7, page 236, montre que
IT' := $(IT) est un nuage aléatoire d’intensité y/ := po¢~!. Comme ¢ est bijective, il est clair que 1’ est diffuse
et que IT' satisfait la propriété de chaos. Si on montre que IT’ est Poissonnien, alors la proposition II1.3.8, page
245, implique que IT=¢~!(IT’) est Poissonnien également.

Il suffit donc de montrer que IT' est Poissonnien : comme IT’ satisfait la propriété de chaos, il suffit de
montrer que pour tout A € B(C), Na(II') suit une loi de Poisson. Soient n € N et 0 < k < 2"; on pose



1II.3. NUAGES POISSONNIENS. 247
App=AnN[k2", (k+1)2" et

Gk =Ln, @z Prk=PNa, (AI)>1) et Xo=) &
0<k<2m

L’hypothese de chaos implique que pour tout n € N, (&, k)o<k<2» sont des v.a. de Bernoulli indépendantes de
parametre respectifs (p;, ;)o<k<2n. I est ensuite facile de voir que p.s. pour tout n € N

Xn < Xpy1 et le X, =sup X, = N4(IT') < oo. (II1.23)

Par convergence monotone, cela implique que

lim ; P = lim E[X,] = BNo(IT')] = 1/(4) . (I11.24)
0<k<2n

On remarque ensuite que py, r < E[Na,  (IT')] = 1//(A, 1) et donc que

Z Pog < Z t(Apg)* < i/ (A) max p'(Ang) - (I11.25)

0<k<2n
0<k<2n 0<k<2n

Raisonnons par 1’absurde en supposant que maxo<<aon it (Ay, ) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers 1infini :
il existe donc € >0 et une suite strictement croissante d’entiers naturels (n),> telle que

/
max A >e.
0Sk<2"2 I’L ( ng,k) —

On introduit les ensembles compacts suivants :

Lp=[k2", (k+1)2"], 0<k<2", et J= |J ILux.
1<k<2me:
H/(Ane,k)26

Clairement, Jy11 C J;. On pose K =(),( J¢, qui est un compact non-vide, par ce qui précede et puisque les
Ji sont également compacts non-vides. Comme /(AN Jy) >e,ona p/' (K NA)>e. Soient x1, ..., 7,€ KN A
distincts; alors pour tout ¢ assez grand, il existe ki,...,k; € {0,...,2™ — 1} distincts tels que pour tout
pe{l,...,q}, onaitz, € Ay, g, et ' (Ap, r,) > . Donc les intervalles I,,, x,, 1 <p < g sont disjoints. Cela
implique que ge <3y, #'(An, k,) < p'(A). On a montré que K N A contient au plus 11'(A)/e points. Or
on a également prouvé que u/ (K N A) > e, ce qui contredit le fait que ' soit diffuse.

On a donc montré par I’absurde que lim,,_, o maxp<i<on w (Ap k) = 0. Par (II1.25) et (II1.24), I’approxi-
mation Binomiale-Poisson généralisée établie au théoreme I11.1.4 s’applique (voir page 225, en appendice) :
les variables X, tendent en loi vers une loi de Poisson de parametre p/(A) et (IIL.23) implique que N4 (I1")
suit une loi de Poisson, ce qui permet de conclure. |

II1.3.b Construction.

Les cas des nuages Poissonniens d’intensité finie. On se donne les objets suivants.

(a) (E,&), un espace séparable et séparé; 11: & — R, une mesure finie, non-nulle et diffuse.

(b) (2,.%#,P), un espace de probabilité complet; X,, : Q2 — E, n € N*, des v.a. (%, &)-mesurables, indé-
pendantes de méme loi pu( - )/u(E).
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() M:Q—N, une v.a. .#-mesurable, indépendante de (X,,),>1, loi de Poisson de parametre ;(E).

Théoreme I11.3.10 Sous les hypothéses et notations précédentes, on définit I1 : QQ — Sg par
IM={Xy,....,. Xy} si M>1 et II=0 si M=0. (I11.26)
Alors, I1 est un nuage Poissonnien d’intensité L.

Preuve : I’exemple II1.2.2 permet d’affirmer que IT est un nuage aléatoire. Soient p € N* et Ay,..., A4, €&,
deux-a-deux disjoints. On pose A, 1:=FE\(A; U...UA,), si bien que A;,..., A, est une partition de E.
On fixe u1, ..., up € R et pour tout n € N*, on pose Zp, :=e"114, (X)) + ... + €1y (Xp) + 1a,,, (Xn).
Les variables (Z,,),>1 sont i.i.d. et on vérifie facilement que

w(E)(1—E[Z,]) = u(E)(1 — E[Z1]) = p(A1)(1 — ™) + ...+ p(Ap) (1 — ™) . (I11.27)
Comme p est sans atome, P-p.s. pour tous m < n, X,, # X,,, ce qui entraine

P-p.s. H exp (iuj Ny, (I)) = H Zj ,
1<j<p 1<j<M

avec la convention qu’un produit sur un ensemble d’indices vide est égal a 1. On en déduit les égalités suivantes :

E[ H exp (iujNAj(l'I))} = E{ H Zj] —1+;E[1{M:n} H Zj]

1<5<p 1<j<M > 1<j<n

- 1+Y P(M = n)E[ I1 Z} - Ze*“(EW(E)nE[Z K

N N S n! !

n>1 1<j<n n>0
= oxp(—u(E)1-E[Z1])) = [] exp (—u(45)(1 ™).
1<5<p

L’injectivité de la fonction caractéristique montre que le vecteurs (N, (IT), ..., N4, (IT)) a des composantes
indépendantes suivant des lois de Poisson, ce qui implique le résultat désiré. |

Construction pour les intensité sigma-finies. On procéde de la méme facon en utilisant le principe de su-
perposition. Plus précisément, on se donne les objets suivants.

(a) (E,&), un espace mesurable séparable et séparé. 1 : & — [0, 00|, une mesure sigma-finie, non-nulle et
diffuse. Il existe donc By, € &, p> 1, une partition de E telle que pour tout p>1, on ait 0 < j1(B),) < 00.

(b) (22,.7,P), un espace de probabilité complet; X,Sp )0 E, p,n > 1, des v.a. .%-mesurables indé-
pendantes telles que pour tout p > 1, la suite (X}Lp))nzl est i.i.d. de loi (- N Bp)/u(By). On pose
T:= (XL ) pnz1-

() M, :9Q — N, p>1,des va. #-mesurables indépendantes; M), suit une loi de Poisson de parameétre

1(Bp). On suppose que la suite (M,,),>1 est indépendante du tableau de variables 7.

Théoreme I11.3.11 Sous les hypothéses et notations précédentes, pour tout p > 1, on pose
I, = {X{", . XP} siM,>1 et I, =0siM,=0.
On pose également 11 = Up>1 IL,. Alors, 11 est un nuage Poissonnien sur E d’intensité fu.

Preuve : par le théoreme I11.3.10, II, est un nuage Poissonnien d’intensité 4( - N B),). La construction garantit
que les IT,, p>1, sont indépendants. Par la propriété€ de superposition (proposition II1.3.7, page 244), II est un
nuage Poissonnien d’intensit€ »_ ~; pu(- N Bp) = p. [ |



II1.3. NUAGES POISSONNIENS. 249

Représentation des nuages Poissonniens. On montre, a 1’aide du lemme de localisation II1.2.18 (page 239)
que tout nuage Poissonnien, sur un espace séparable et séparé et d’intensité sigma-finie, peut se représenter de
maniere mesurable comme dans la construction générale qui précede. Pour simplifier quelques arguments on
utilise le lemme suivant dont la preuve se trouve en fin de section.

Lemme II1.3.12 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit i : & — [0, 00|, une mesure sigma finie et
diffuse. Soit un entier n > 2. On note O ’ensembles des (x1,...,x,) € E tels que les x; soient distincts. Soit
v: &% [0, o], une mesure telle que pour tous Ay, . .., A, €&, disjoints deux-a-deux, on ait

I/(A1 X.. XAn) = /J,(Al) .. 'H(An) .
Alors, O€ &% et v(-N O)=p®™.

Preuve. Voir la fin de la section. [ |

Remarque II1.3.13 On observe que le lemme précédent est faux si p n’est pas diffuse. O

On commence par considérer les nuages d’intensité finie. Plus précisément, on se donne les objets suivants.

(o) (E,&), un espace séparable et séparé.

(B) (2,.7,P), un espace de probabilité complet sur lequel est défini IT : Q@ — Sp, un nuage Poissonnien

d’intensité finie : p(F) < oo.

(y) U:Q—[0,1], une v.a. .% -mesurable indépendante de IT et de loi uniforme.
A T’aide de U, on construit :
— une suite (X7),>1 de v.a. i.i.d. de loi pu( - )/u(E);
— une suite de permutations indépendantes (X,,),,>1 telle que d’une part, 3, : {1,...,n} — {1,...,n} suitla
loi uniforme et telle que d’autre part, la suite (3,,),,>1 est indépendante de (X,),>1.
Comme (E, &) est séparable et séparé, il existe C' C R et une bijection ¢: E— C qui est (&, Z(C))-mesurable
et telle que la réciproque ¢~ soit (%(C'), &)-mesurable également. Par lemme 111.2.18 (page 239), il existe
une suite Y :Sg— F, k> 1, de fonctions (g, &)-mesurables telles que pour tout nuage m € S comptant n
points,

7= {Yi(m),.. Yalm)} et G(Yi(m)) < ... < G(Ya(m).

Pour tout n>1, sur {#I1 = n}, on pose :
Xp=Ys,p(IM)sil<k<n et Xp=X; ,sik>n.
Sur {#II=0}U{#II=00}, pour tout k> 1, on pose X, = X}. On montre tout d’abord que pour tout n>1,
sous P(-|#II=n), les v.a. X1,..., X, sontiid. deloi u(-)/u(E). (I11.28)

Preuve de (II1.28). Soient A4, ..., A, €&, deux-a-deux disjoints. Observons que
{Na, (M) =1;...; Na, (M) =1} n{#=n} = | ] {X,) €A1;...; Xom) €An} N {#TT=n},
O—ESTL

ces événements étant deux-a-deux disjoints. Ici, S,, désigne 1’ensemble des permutations de {1,...,n}. On
remarque ensuite que pour tout o € Sy, X, oo est une permutation de loi uniforme. Cela implique que sous
P(-|#II=n), (X1,...,X,) améme loi que (Xy(1);-- -, Xqs(n)) €t donc

P(Nao,(I)=1;...; Ny, (I =1 #I=n) = > P(X,q)€A1;...; X0 € An | #II=n)

O’GSn
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= nlP(X1€As;.. s Xp€4, |#0I=n). (1129
On pose ensuite A, 11:=F\(A; U...U A,) et on remarque que

P(Nag,(I)=1;...;Na, () =1;#MM=n) = P(Na)=1;...;Na, (I1)=1;Na
= (A1) p(Ag)e M)

IT)=0)

n+1(

Comme #IT est une v.a. de Poisson de parametre ;(E), on en déduit que

o A (A
p(E)  pu(E)
Si on note fi(-) = p(-)/p(E) et v laloi de (Xi,...,X,) sous P(-|#II =n). On veut appliquer le lemme

I11.3.12 : on rappelle la définition de ’ensemble O de 1’énoncé; par construction, v(E™\O) =0 et donc v =
v(- N O). Alors ce qui précede, (I11.29) et le lemme I11.3.12, impliquent que v =71®", ¢’est-a-dire (I11.28). M

P(Na,(I)=1;...; Ny, (I)=1| #M=n) =

n

On déduit facilement de (I11.28) la proposition suivante.
Proposition I11.3.14 On suppose (o), (B) et () ci-dessus. On note ¢ la tribu engendrée par U et I1. On pose
M :=#I1. Alors, il existe une famille de variables (X)n>1 satisfaisant les conditions suivantes.
(i) Pourtoutn > 1, X, : Q — E est (4,&)-mesurable.
(ii) Les variables (X,)n>1 sont i.i.d. de loi (- )/ u(E).
(iii) La suite (X,,),>1 est indépendante de M.
(iv) P-p.s. II= {Xl, e ,XM} des que M > 1.
Cette proposition se généralise immédiatement au cas sigma-fini.
Proposition II1.3.15 On suppose (o), () et () ci-dessus, excepté que y est seulement supposée sigma-finie ;

il existe donc une partition &-mesurable de E, notée B=(B,),>1 telle que pour tout p>1, on ait 0 < j1(B)) <
oc. Pour tout p>1, on note 9, la tribu engendrée par U et I1 N By, et on note My, = Np (II). Alors, il existe

un tableau de variables (X,(Lp ))p,nzl qui satisfont les conditions suivantes.
(i) Pour tous n,p>1, Xﬁbp) : Q0 — B, est (%, &)-mesurable.
(ii) Les variables (XT(Lp))p,nzl sont indépendantes et pour tous p,n>1, xP q pour loi p(- N Byp)/u(Bp).
(iii) Le tableau de variables (Xflp) )p.n>1 est indépendant de la suite (M) p>1.
j — (x® (RN
(iv) P-p.s. pourtoutp>1, 1IN B, = {X1 yee e 7XM,,} des que M, >1.

Preuve du lemme I11.3.12. Comme (E, &) est séparable et séparé, il existe C' CR tel que (E, &) et (C, Z(C))
soient isomorphes en tant qu’espaces mesurables et il suffit de montrer le lemme dans le cas ou (E, &) =
(C, 2(C)). Onrappelle que Z(C') estla tribu trace de Z(R) sur C' mais aussi la tribu borélienne de la topologie
induite sur C' par la topologie usuelle sur R.

On suppose tout d’abord que (F, &) = (R, Z(R)). On note Oy I’ensemble des vecteurs de R"™ dont les
coordonnées sont distinctes. 11 est clair que Oy est un ouvert donc Oy € Z(R") = Z(R)®™. Pour tout k € Z et
tout peN, on pose I, , = [k2—p, (k+1)27P[ et pour tout k= (k1, ..., k,) €Z", onnote Cy p = I, pX. . Xl p,
le cube dyadique de « coin » 27Pk. Si les kj, sont distincts, alors v/(Cy ;) = u®"(C ;). Soit un ouvert U C R";
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U N Oy est également un ouvert et on voit qu’il existe une suite k,,, € Z", p,, €N, m € N, telle que les cubes
(Cx,, .pm )men forment une partition de U N Op ; comme Cl, ,,,. C Oy, les coordonnées de k,, sont distinctes,
ce qui implique que (U N Og) =3, cn Y (Clorn o) = 2omen B2 (Cepnpr) = 1#E™ (U N Op). On observe que
(U N Op) = pu®™(U) car p est diffuse. Alors, la restriction 2 O de v coincide avec u®" sur le pi-systéme
des ouverts de R"™ ; par unicité du prolongement des mesures, ces mesures sont égales.

On fixe ensuite C' C R et on considere le cas ou (E, &) = (C, 4(C)), B(C). Pour tout B’ € B(R)®"
on pose v/ (B') =v(B' N C™) et pour tout A’ € B(R), on pose p'(A") = u(A’ N C). On vérifie que v/’ et 1/
sont des mesures sigma finies, que p’ est diffuse et que pour tous A}, ..., A} € Z(R), deux a deux-disjoints,
onav/(A]x...xA) =/ (A)) .../ (A)). Par ce qui précede, cela implique que /(- N Op) = p’ ®™. Soit
BeB(C)%". Comme %(C)®" est aussi la tribu borélienne de la topologie induite sur C™ par la topologie de
la norme sur R”, il existe B’ € Z(R)®" tel que B= B’ N C"™. Puisque O =0y N C™, on a donc v(B N O) =
V' (B' N Op) =/ ®*(B’). On vérifie ensuite que p/ " (B’) =/ ®"(B), ce qui permet de conclure. [ ]

III.4 Outils de calculs.

IIl.4.a Formules de Palm.

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (2, .%, P) supposé complet. Nous ren-
voyons au lemme II1.2.20 pour les questions de mesurabilité soulevées implicitement par le théoréme suivant.

Théoréme II1.4.1 (Formule de Palm) Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : QQ — Sg, un nuage
Poissonnien d’intensité p, supposée sigma-finie et non-nulle. Soit (Ey, &), un espace mesurable et soit Z : Q) —
Ey, une variable (% , &y)-mesurable supposée indépendante de I1. Soit F': Egx E xS g — [0, 00], une fonction
E)RE R.LE-mesurable. Alors,

E

> F(Z, X, H\{X})] = /Ep(dx)E[F(Z,x,l’I)], (I11.30)

Xell

avec la convention qu’une somme sur un ensemble d’indices vide est nulle.

Preuve : on remarque que (II1.30) ne dépend que de la loi jointe de (Z, II). On peut donc choisir IT comme

dans le théoreme de construction II1.3.11 et Z indépendante des variables X,(lp ) et M, (ou bien on applique la
proposition de représentation II1.3.15). On pose alors

a=E

ZF(Z,X,H\{X})] et Ir= | ) TIy

XeIl p’€N\{p}

Par interversion positive série/intégrale,

a=>"3"P(M,=n) Y EB[F(ZXP, mu{x{”,. . XPNXIY].

p>1n>1 1<k<n

On observe que pour toute permutation v de {1,...,n},ona

(x,. L xp) 2 (x

(p)
My Xmy) - (ITL31)

On pose by.n = B[F(Z, X7, T U {XP ..., XPP{XP})] et on déduit de (TT1.31) que

bk = BIF(ZXP, WX, XPRXP))]



252 CHAPITRE III. NUAGES DE POISSON.

= EB[F(z,xP, mwu{x? . xP )
p(dz) % (p) (p)
_ E[F(Zz, Tu{XxX? .. xP N,
/Bpu(Bp) (22 T 0 1% )]
avec la convention que {X{p ),...,Xff_)l} = () sin = 1. Par conséquent
o = Y P0L = [ MW mo q, )

»S1ns1 B, M(Bp)

_ ZZM(BIJW(%) n/ “(Zx)E[F(Z,x, U (x®, . XP))]
o1ns1 : By w(Bp)

n—1

= Y Bt _)1 /M(dm)E[F(Z,:L‘, o {x®,.. xP )]
p>1n>1 (n=1" Js,

- Y S P, =n / w(dn)E[F(Z,2, U {XP, ..., x%)]
p>1n/>0 Bp

= Y[ wld) Y P(M, = nE[F(Zx, T U X, X))
p>1"7 Br n'>0

— Z/ p(de)E[F(Z, 2, IL UTL,})]
p>1 Bp

= Y [ wlanBiFz.e ) = [ i) BF(2.0.10)
p>1 Bp E

qui est bien le résultat voulu. |

Remarque II1.4.2 On se donne G : Sp — Ry et g : E — Ry qui sont respectivement .g-mesurable et
&-mesurable. La formule de Palm appliquée a F'(z, ) = g(x)G (), donne

E| > g(X)GIN\{X})

Xell

— B[G(ID) /E g(e)u(dz)

Cette formule peut s’interpréter de la maniere suivante : si on choisit un point X de II "uniformément au
hasard" (c’est-a-dire selon la mesure de comptage) alors ce point a pour "loi" u, il est indépendant du nuage
IT\{ X} qui est Poissonnien d’intensité . Autrement dit, si on observe IT depuis un point typique de IT (qui
est enlevé de I, on observe toujours un nuage Poissonnien. De plus, le nouveau nuage observé ne donne pas
d’information sur la position d’observation. O

Remarque II1.4.3 On conserve les mémes hypotheses que le théoréeme précédent en ce qui concerne II et Z
mais on consideére une application F': Fg X F x S — R ou C qui est &y ® & ® .¥g-mesurable et telle que

/E,u(dz)E[ |F(Z,z,II)|] < 00 . (1I1.32)

Alors on déduit facilement du théoréme I11.4.1, qui traite le cas des fonctions positives, que

E

3 F(Z,X,H\{X})] _ /E 1(d2)E [F(Z, 2, TT)] .

Xell
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En effet, si F' est réelle, il suffit de séparer F' en sa partie positive et sa partie négative, de montrer que toutes
les expressions ont un sens grace a I’hypothese (I11.32) et au théoreme I11.4.1 et de déduire le résultat. Dans le
cas ol F’ est a valeurs complexes, il faut raisonner sur la partie réelle et la partie imaginaire. Nous laissons les
détails au lecteur. (]

En itérant la formule de Palm, on prouve le résultat suivant.

Théoreme I11.4.4 (Formule de Palm a n points) Soit (F, &), un espace séparable et séparé. Soit I1: Q) — Sp, un
nuage Poissonnien d’intensité i, supposée sigma-finie et non-nulle. Soit (Eq, &), un espace mesurable et soit
7 :Q— Ey, une variable (% , &)-mesurable supposée indépendante de 1. Soit F': Egx E" xS g — [0, 00|, une
fonction &®E®"®.p-mesurable. On rappelle la notation

o\ (Z,10) = STF(ZX1 . X TN XL L, X))
Xlan-,XnGH
distincts

avec la convention qu’une somme sur un ensemble d’indices vide est nulle. Alors,

n

E[@;Z“(Z,H)] :/ u(dzy) ... j(den) E[F(Z, x4, ... ap, IT)] . (I11.33)

De méme, on rappelle que A (Z,TI) = dox, X, €T, distincts F(Z7 Xq,...,X,, 11 ) Alors

7777

n

E[A?)(Z,H)} _/ w(dzr) ... j(den) E[F(Z, 21, ... an, LU {21, ..., 20 })] - (I11.34)

Preuve : on fait une récurrence. Le théoreme I11.4.1 montre (II1.33) pour n = 1. On suppose que (II1.33) est
vérifiée au rang n. Soit F' : Eg x E"1 xSp — [0, o], une fonction & ® &% ! @ .#-mesurable. On pose
E; = Ey x E muni de la tribu & = &) ® & et on définit la fonction G : Ey x E™ x Sp — [0, 00|, par
G((z,2),22,...,Tpt1,m) = F(z,2,39,...,2p41,7). Cest une fonction & ® &9 @ .#p-mesurable. On
pose Fy = @) La formule de Palm au rang n = 1 (théoréme I11.4.1) implique que

B[ > Rz X, M\{X1})| = /,u(dxl)E[Fo(Z,xl,l'[)]

X, eIl E

= / p(day ) E[@E) (Z, 21, 10)]. (I11.35)
E

On fixe 1 € E. Lhypothese de récurrence implique au rang n que

B[00 (Za, )] = B[ Y F(Za1, X Xoet, T\{Xs,..., X} )|
Xo,...,.Xn4+1€I1

distincts
= / p(dxs) ... u(de,) B[F(Z, 21,22, ..., Tni1, IT)] . (I11.36)
On remarque enfin que
Y R(Z, X, I\{X1}) =) > F(Z,X1, Xa,. o, Xng, IN{X1, X, ..., Xni1})
X eIl X €11 XQ,...,Xn+1€H\{X1}

distincts
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o\t (z,11). (IIL.37)

Les égalités (I11.35), (I11.36) et (II1.37) permettent alors de montrer (I11.33) au rang n + 1, ce qui conclut la
preuve de (II1.33). Pour démontrer la formule (II1.34), il suffir d’appliquer la formule (II1.33) a la fonction
G(z,x1,. .. xn,m) =F(z,21,...;xn, mU{x1,...,2n}). [ ]

En application nous donnons une formule de moment d’ordre 2 pour @z (IT).

Proposition II1.4.5 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : Q — Sg, un nuage Poissonnien
d’intensité p, supposée sigma-finie et non-nulle. Soit (Ey, &), un espace mesurable et soit 7 : Q2 — Ey, une
variable (.7 , &y)-mesurable supposée indépendante de I1. Soit F': Eg X ExSg— [0, 00|, une fonction &5QE®
Sg-mesurable. On rappelle que ®p(I1) =3 v .y F(Z, X, II\{ X }). Alors, on a

E|®p(I)?) = /u(dw)E[F(Z,m,H)Q]
E

+ / pld)u(dy) B[F(Z, o, TTU{y}) F(Z,y, LU {x})]. (II1.38)
E
Preuve : pour tout sous-ensemble fini J C 11, on a bien

(Z F(Z, X, 1'1\{)(}))2 =Y F(z, X, I\(X})? + Y G(Z, X1, X1, TI\{X1, X2}) .
XeJ XeJ X1,X26J
distincts

ot G(z,x,y,m) = F(z,x,m U{y})F(z,y,m U {z}). En effet, il s’agit juste du developpement du carré d’une
somme finie. En prenant le supremum sur tous les sous-ensembles finis J C II, on peut remplacer J par II
dans ’expression précédente : on a ® p-(IT)2 = & ;2 (IT) + ®5 (II) et on conclut par le théoreme I11.4.4. N

II.4.b Formules exponentielles.

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (2,.7, P) supposé complet. Soit
(E, &), un espace mesurable et f : E' — [0, oo, une fonction &-mesurable. On rappelle la définition II1.2.4
(page 235) de la f-fonction de comptage N¢(m) = > .. f(x), pour tout 7 € Sg. On rappelle également
I’approximation f,, de f, (I1.10) et (III.11) page 235.

xeT

Théoréme I11.4.6 (Formule exponentielle positive) Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit
I1:Q— Sp, un nuage Poissonnien d’intensité . Soit f: E— [0, oo| une application &-mesurable. Alors

E[exp(~Ny(11)] = exp (- |

p(dz)(1— et <x>)) : (I11.39)
E

avec la convention exp(—oo) = 0. De plus, on a
BV,0)] = [nan)f@) et BNP) = [ i) @2 + ([ plaors@)

E
Preuve : par (II1.10), on a

E[exp(-Ny, ()] = [T e (aldin)(1-e7) =exp (-

,u(d;v)(l _ e—fn(x))) ’
0<k<n2n E

ce qui entraine (II1.39) par (III.11), par convergence dominée et par convergence monotone. Le premier moment
de N (IT) est donné par le lemme II1.2.5 (i¢). La formule donnant le moment d’ordre 2 découle directement de
la proposition II1.4.5 avec F(z,z,m) = f(z). [ |
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Lemme II1.4.7 (Caractérisation) Soit (F, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit II : Q@ — Spg,
un nuage aléatoire d’intensité u. C’est un nuage Poissonnien ssi pour toute fonction f positive &-mesurable
bornée (111.39) est vérifiée.

Preuve : si IT est Poissonnien, alors le théoréeme I11.4.6 montre que (II1.39) est vérifié pour toute fonction
[ positive, &-mesurable bornée. Réciproquement, soient Ay,..., A, € &, disjoints deux-a-deux et soient
Al,...,Ap € Ry.Enchoisissant f = A\j14, +... + Apla, dans (I11.39), on obtient

E[e_)‘lNAl(H)_“'_’\INAl(H)] = E[e_Nf(H)] = exp ( —/ p(dz) (1 — e_f(x)))
E
= I expl-n(an(1—e)).
1<k<p
Par injectivité de la transformée de Laplace, cela entraine que Ny, (IT),..., N4, (IT) sont des variables de
Poisson indépendantes si j1(A1), ..., u(A,) sont des quantités finies. Le cas général est facile a déduire car si
p(A) = oo, No(IT) est déterministe et vaut I’infini. [ |

Remarque IT1.4.8 On observe également que si Y : 2 — N suit une loi de Poisson de parametre 6 € ]0, oo,
alors Y admet des moment exponentiels de tous ordres :
AY e 0" g5 A
VAER,, E[eM] :Z ——e e =exp (8(e* — 1)) .

n!
neN

En reprenant I’approximation de la preuve du théoreme I11.4.6, on montre sous les mémes hypotheéses que ce
théoréme que

E[exp (N;(II))] = exp (/,u(dx) (ef(m) —1)) , (I11.40)
E
ces quantités pouvant étre infinies, avec la convention exp(0o) :=o0. ]

Proposition IIL.4.9 Soit (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1 : Q — Sp, un nuage Pois-
sonnien d’intensité ji. Soit f : EE — R, une application &-mesurable (f ne prend pas la valeur co). Alors, on
a l'alternative suivante.

@ Si [(LA f(x))p(dr) < oo, alors p.s. Ny(IT) < co.
() Si [L(1 A f(x)) p(dx) = oo, alors p.s. Ny(II) = oc.

Preuve:onposec=1—e¢ 1. Onac(lAy) <1—e ¥ < 1Ay, pourtouty € R, carlafonctiony s 1 —e~¥
est concave. Donc pour tout A € R,

C/Eu(dx) (LA (Mf(2)) < /Eu(dx) (1-eNW) < /Eu(da:) (LA (M f(2)) - (IIL41)
Supposons que P (N (IT) < oo) > 0, alors E[exp(—Ny(IT))] > 0, et la formule exponentielle implique que
[z p(dz)(1 — e @) < co. L'inégalité (IIL41) avec A = 1 implique donc que [, pu(dz) (1 A f(z)) < oc.
Réciproquement, on suppose que [, u(dz) (1 A f(x)) < co. On observe que pour tout A € [0,1], 1 —
e M@ < 1A f(x). Comme f ne peut pas prendre la valeur oo, on a limy_,o 1 — e~*M(®) = 0. Par convergence
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dominée, on obtient limy_.g f B p(dz) (1 —e M ("”‘)) = 0 et un argument élémentaire combiné a la formule
exponentielle montre que

P(Ny(II) < 00) = )l\iH%)E[eXp(—/\Nf(H))] = /l\ig%exp (/Eu(da;) (1- e*/\f(x))) =1,

ce qui montre (a). Supposons que |7, pu(dx)(1A f(x)) =oo. Alors, par (IIL41) [ pu(dx)(1 —ef@))=00,etla
formule exponentielle entraine que E[exp(—N;(II))] =0, ce qui est équivalent a dire que P (N (II) =00) =1.
Cela montre une implication de (b). L’implication réciproque suit immédiatement de (a). |

On se place sous les hypotheses du théoreme I11.4.6. Soit f : £ — R, une fonction &-mesurable telle que

/E w(dz) (LA |F(@)]) < oo (I11.42)

Cela implique que [, p(dz) (1A fT(x))et [ p(dz) (1A f~(x) ) sont des quantités finies. Ici f* et f~ sont
les parties positives et négatives de f. La proposition (I11.4.9) entraine alors que N+ (II) et N (II) sont des
variables finies presque sirement et on a

Nip(I) = > |f(X)] = N+ (T) + Np—(T) < o0
XeIl
On pose alors
Ny(IT) = N+ (ID) = Ny-(I) := ) f(X). (I11.43)
XeIl

Théoréme I11.4.10 (Formule exp. réelle) Soif (E, &), un espace mesurable séparable et séparé. Soit I1:Q)— S,
un nuage Poissonnien d’intensité u. Soit f : E — R une application &-mesurable satisfaisant (II1.42), ce qui
permet de définir N¢(II) par (I11.43). Alors,

E[exp(iN(II))] = exp (—/,u(d:n)(l - eif(“c))) . (11L.44)
E
Si [ p(dz)|f(x)| < oo, alors Ny (IX) est une variable intégrable et on a

[Zf } / p(dx) f(x) . (I11.45)

XeIl

Si [ p(dz)|f(z)| <oo et [, p(dz) f(x)? <oo, alors N¢(IX) a un moment d’ordre deux et

var (N, () = [ ) f(@)?.

Preuve : soit g : £ — R, une fonction &-mesurable telle que [, u(da)(1Ag(x)) < co. Par la proposition
I11.4.9, on a P (N, (IT) < 0o) = 1. Comme dans la preuve de la formule exponentielle positive (théoreme I11.4.6)
on démontre facilement que

Vu € R, Elexp(iu Ng(II))] = exp (—/Eu(dx)(l - eiug(m)) ) : (IIL.46)

On pose E; :={f >0} et E_ := {f < 0}, qui sont deux Boréliens disjoints. On a donc f = f* sur F et
—f=/f"sur E_ . On pose également I1 :=1IN E, et II_:=II N E_. Le principe de restriction implique
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que IT; et IT_ sont deux nuages Poissonniens indépendants d’intensités respectives p(- N E4) et u(- N E_).
En utilisant (II1.46) avec HH,, u=+1ou—1etg=|f|, on obtient

Elexp(iNy(IT))] = Elexp(iNs(I14))] E[exp(—ZN f( =)l

_ exp(—/Eu(dJJ)(l—ezf exp /E,u (dz) l—e ()))
— exp <—/E,u(dx)(1 —eif(:r))> ,

ce qui montre le point (I[1.44). On a également, E[N,.,— (IT)] = [, p(dx) f+/=(z) et on en déduit (I11.45).
On rappelle que le théoreme I11.4.6 implique

BN (L = [ ptan) @)+ ([ utde) 5@))
+/=

+/-

Donc si [, pu(dz)|f(z)] < oo et [, p(dz)f(x)* < oo, Np(IT) = N4 (I14) — N4 (TI-) admet un moment
d’ordre deux et par indépendance de I etde II_, on a

var(V; (1)) = var(Ny(IL,)) + var(N/(T0)) = [ a(dn) (£ @) + [ utdo)(s~(@)?,

ce qui entraine le résultat voulu. |

IIL.S Nuages Poissonniens sur R, x F.

III.5.a Premieres propriétés.

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité noté (€2,.%, P) supposé complet. Soit
(E, &), un espace mesurable séparable et séparé. On munit Ry x E de la tribu Z(R;) @ &. 1l est facile de
vérifier que (Ry x E, Z(R;)® &) est séparable et séparé. On rappelle ensuite que ¢ désigne la mesure de
Lebesgue sur R, . Soit une mesure sigma-finie x sur (E, &) : la mesure produit /@y est également sigma-finie
et elle est diffuse, méme lorsque p n’est pas diffuse.

Proposition IIL.5.1 Soit 6 €]0, co]. Soit v : & — [0, 00|, une mesure de probabilité. Soit (&, X,,), n> 1, une
suite de variables telles que (&,)n>1 soient i.i.d. de loi exponentielle de parametre 0, telles que (X, )n>1 soient
i.i.d. a valeurs dans E de loi v, et telles que (&,,)n>1 et (Xy)n>1 soient indépendantes. On pose

VneN*, T:=& +...+ 6, et IL:={(T,,X,);nec N}
Alors, II est un nuage Poissonnien sur Ry X E d’intensité 0 {Qv.

Preuve : par le lemme I11.4.7 page 255, il suffit de montrer que pour toute fonction mesurable f: Ry xE— R,
E[exp (—Ny(IT))] = exp (—9 ((ds) v(dz)(1 — e_f(s’x))> . (I1L.47)
R+ xFE

On rappelle que Iy = {7},; n € N*} est un nuage Poissonnien d’intensité 6¢ (voir le théoreme III.1.11, page
231 en appendice). Il est clairement indépendant de (X}, ),,>1. On fixe ¢ >0 et on définit f; en posant fi(s, z):=
1(0,¢(s) f(s,z). Par le théoréme IIL.1.11 (44i), on montre facilement que pour tout n € N,

E[exp (— Ny, (IT)) | Ny 4(ILp) = n] = (% /[0 0(ds)v(dx)e” (s@)n

HXE
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On obtient alors

E[exp (*th(H))] = ZP 0,4(TTo) —n) <1/[0t} ((ds)v(dx)e” (sx))n

neN xXE
= 79t —f(s,x) "
= v(dx)e
> (0 taspiamense)
= exp (—9/ ((ds)v(dx) (1 — e_f(s“"”))),
[0, t]xE
Par convergence monotone, on a limy_,o Ny, (IT) = N¢(IT) et

lim [ ((ds)v(dz)(1—e 72 = | (ds)v(da)(1 — e T2).
t=o0 [Ovt}XE ]R+ xXE

Par convergence dominée, on a limy o E[exp (— Ny, (I1))] = E[exp (—N(IT))], ce qui montre (IIL.47) et
donc la proposition. |

On veut montrer que tous les nuages d’intensité /® u avec w finie se représentent comme dans la proposition
II1.5.1. Pour cela, on introduit la notation suivante

R est I’ensemble des nuages 7 sur Ry x E de la forme {(t,,zn);n € N*} ou la suite (t,)n>1 croit
strictement vers oQ.

Le résultat suivant est un résultat technique de mesurabilité dont la preuve peut étre passée a premiere lecture.

Lemme IIL.5.2 R est un ensemble de Sk, x g. De plus, pour tout n € N*, il existe des fonctions &, :Sg, xg —
10, 00[ qui sont g, x p-mesurables et des fonctions X, : Sg, xg — E qui sont (&, xE,&)-mesurables, et
qui satisfont les propriétés suivantes.

0 SiT,: =& + ...+ &, neNY, alors pour tout T €Sy, x g, limy, 00 Th, (1) = 00.

e Pour tout € R, on a w={(Ty,(r), Xn(r)); nEN*}.

Preuve : on pose Ry := R+XE({oo}) N ﬂp>1 0] XE(N), qui est dans la tribu A&, . Soit f: E— R,
une fonction &-mesurable bornée. On pose

V(t,7) € RyxSr i, Splt,m)= Y (14 f(x)jpy(s) €[0,00].

(s,x)em

Pour tout ¢ € Ry, on pose fi(s,x) = (1 + f(x))1[y(s). Clairement, f; : Ry x E' — R est B(Ry) ®@6E-
mesurable et on voit que S¢(t,7) = Ny, (m). Cela montre que pour t fixé, m — Sy (t, ) est mesurable. Par
ailleurs, on remarque que a 7 fixé, t+— S¢(t, ) est croissante. Si S¢(t, m) < oo, alors t — S (¢, 7) est cad sur
[0,t[. Comme f est bornée, pour tout nuage m € Ry, t+— S¢(t, ) est donc croissante cad.

On pose 7R, = {C N Ry; C € SR, xE}, la tribu trace de #g_, «g sur Ry. Comme Ry est dans la tribu
SR, xE> R, €st une sous-tribu de .7k , « z. Montrons que la fonction

(t,m) eRy x Ror— Sy (t, m) e Ry est B(Ry) ®.7Rr,-mesurable. (111.48)

En effet, pour tout t € R et tout n € N, on pose (t),, := 27 "[2"¢], qui tend en décroissant vers ¢ lorsque
n tend vers l'infini. On remarque que S¢((£)n, ™) = > 51 Lr—1)2-m k2-n[(1)Sf(k27", 7). Ce qui précede
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implique que (t,7) = Ljx_1)2-n p2-n[(t)Sr(k27", ) est B(R)®.7R,-mesurable. Il en est donc de méme
pour (t,m)— Sf((t)n, ). Or lim,, Sf((t),, ) =Sy (t, ), sur Ry x Ry, ce qui permet de conclure.

Si f est nulle, alors So(t, 7) = Njgx (7). La fonction (t,7) € Ry x Ry — Njgyxp(m) € N est donc
B(R;) ® Sr,-mesurable. On remarque qu’a 7 fixé, les sauts de ¢ — N () peuvent étre strictement
supérieurs a 1, si par exemple (¢, ) et (¢,y) appartiennent & 7 avec x et y distincts. On fixe 7 € Ry et pour tout
n €N, on pose Ty(m) :=0 et Tp41(m) :=inf{t € Ry : So(t,m) > So(Tn (), w)}. Par définition de Ry, la suite
T, () croit strictement vers oo et on a So(7},(7), w) > n. Supposons que T}, : Ry — R4 soit .”,-mesurable;
alors il en est de méme pour m € Ry — So(T,,(m), ), par le résultat de mesurabilité conjointe (II[.48). On
constate ensuite que pour tout £ € R, T} (]Jt,00[) = {m € Ry : So(T},(7), ) = So(t, )}, qui est bien un
ensemble de .”,. Cela montre que 75,11 est .#,-mesurable.

Par récurrence, on a donc montré que les 7},, n € N*, sont des fonctions . ,-mesurables. Il en est donc de
méme pour les fonctions 7 Sy(7,(7), 7). On remarque alors que R est le sous-ensemble des m € Ry ou ¢ —
Nio,qx () ne progresse que de 1 en 1, c’est-a-dire R=(),,cn{7€ Ro : So(Tnt1(m), m) =1+ So(Tn(m), ™)},
qui est donc un ensemble dans la tribu ., donc dans .Yk, k.

On note .7R la tribu trace de .rx g sur R. Si 7 € R, alors il existe une suite X,,(7) € E, n € N*, telle que
7 ={(Tn(m), Xy (m));n € N*}. On remarque ensuite que f(X,, (7)) = S¢(Tp(m), m) = S(Th—1(m), m) -1 et
les résultats de mesurabilités conjointes qui précédent impliquent que pour tout n € N*, la fonction m € R —
f(Xn(m)) € Ry est .“r-mesurable, pour toute fonction Borélienne f. Par conséquent, 7 € R — X, (7) est
(%R, &)-mesurable.

On fixe x¢ € E, qui ne joue aucun rdle spécifique. On étend X, de fagon mesurable a Sg, x g en posant
X, (m) =20 si m € Sp, xg\R : la fonction obtenue X,, : Sg, «p — E est donc (A&, x g, &)-mesurable. On
pose ensuite &,(7) :=1si 7 € Sp, xg\R et &,(7) := Ty, (1) —=T,,—1(7) si m € R. On vérifie immédiatement
que &,:Sg, xE —]0, 0o[ est & . x e-mesurable et que les suites de fonctions &, X, n €N, satisfont bien les
propriétés désirées. |

Proposition I11.5.3 Soit (I, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : ) — S, « g un nuage Poissonnien
d’intensité LR p. La mesure p est supposée de masse finie. On rappelle de la proposition 111.5.2, les définitions
de X, et &,. Alors, on a les propriétés suivantes.

(i) P(IL € R)=1.

(ii) Les deux suites (&, (IL))p>1 et (X, (II))n>1 sont indépendantes.
(iii) Les variables (&, (II))p>1 sont i.i.d. de loi exponentielle de paramétre ji(E).
(iv) Les variables (X,,(II)),>1 sont i.i.d. de loi pu( - )/ u(E).

(v) Sion pose T, (IT) = & (II) + ... 4+ &,(II), n € N*, on a donc

P-ps. I ={(T,(II),X,(II)); ne N} .

Preuve : soit (Q',.%’,P’), un espace de probabilité sur lequel sont définies deux suites indépendantes de
variables, (&) )n>1 et (X],)n>1, ol les variables (&),),>1 sont i.i.d. de loi exponentielle de parametre u(E) et
les variables (X),>1 sonti.i.d. deloi u(-)/u(E).Onpose T, = & + ...+ & et 11 = {(T), X,);n € N*}.
La proposition II.5.1 montre que IT’ est un nuage Poissonnien sur R x E d’intensité £ ® p. Donc IT' a méme
loi que II. Comme il est clair que P/(II' € R) = 1, on a P(IT € R) = 1. Le lemme II1.5.2 implique alors
que la suite (&, (IT'), X,,(IT')),>1 a méme loi que la suite (&, (II), X,,(II)),>1. Par ailleurs, il est clair que
P’-p.s. pour tout n€N*, ona &, = &,(IT') et X}, = X,,(IT'), ce qui permet de conclure. [ ]
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On déduit de ce qui précede et du théoréme de restriction le résultat d’extraction suivant qui permet de
calculer la loi d’un nuage jusqu’au premier temps d’atteint d’un ensemble.

Proposition II1.5.4 (Extraction) Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : Q — Sy, « g un nuage
Poissonnien d’intensité {Q . La mesure . est supposée sigma-finie. Soit A € & tel que 0 < u(A) < oo. Alors,
les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) il existe des suites de v.a. (Ty,, Xp)n>1 qui satisfont les propriétés suivantes :
Pps. TIN(RyxA)={(T,X)eIl: X €A} = {(Tp, X,);n > 1},

(Th)n>1 et (Xpn)n>1 sont indépendantes; les v.a. (Xp)n>1 sont i.i.d. de loi p(- N A)/u(A); on pose
To=0; alors les v.a. (T;,—Ty—1))n>1 sont i.i.d. exponentielle de paramétre j1(A).

(it) Onpose II'=T1N (Ry x (E\A)). Alors T, X1 et I sont indépendants et
IIn ([Ole] XE):{(TlaXl)} U (H/ N [Oa Tl] XE):

ce qui implique que pour toute fonction F':Sg , « g — R qui est Sk « p-mesurable bornée on a

E[F(ITN (0,1 x E))] :/Ooc?t e_“(A)t/Ap,(dx) E[F({t, 2} U(TIN (0, 8] x(E\A)))].

Preuve. Par le principe de restriction (théoreme I11.3.6, page 244), IT 4 := ITIN (R xA) est un nuage Poissonnien
d’intensité /@ pu(- N A). Comme pu(- N A) est de masse p(A) finie, la proposition II1.5.3 s’applique et on a
T,=6(T14) + ...+ &,(I14) et X,, = X,,(I14), n > 1, ce qui prouve (). Le point (i7) est une conséquence
du (i) et du méme principe de restriction (théoréme I11.3.6, page 244) qui montre que IT" et IT N (R, x A) sont
des nuages Poissonniens indépendants. |

En appliquant le principe de restriction et les résultats précédents, on a immédiatement le résultat suivant.

Théoreme I11.5.5 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Soit I1 : Q — Sg, g un nuage Poissonnien
d’intensité { @ j1. La mesure |1 est supposée sigma-finie. Soit B, € &, p € N*, une partition de E telle que
0 < p(Bp) < 00. On rappelle de la proposition I11.5.2, les définitions de X, et &, et on pose pour tous n,p>1

& = E,MINDB,) et Xp? =X,(TINB,) .
Alors, les assertions suivantes sont vraies
(i) Les variables é”f P Xf P n,p>1, sont indépendantes.
(ii) Pour tout p>1, les variables (é"f ")n>1 suivent une loi exponentielle de paramétre j1(Bp).
(iii) Pour tout p>1, les variables (Xfp)nzl ont pour loi pi(- N By)/u(Bp).

(iv) Pour tous n,p > 1, on pose Tfp = @@13” + ...+ (5"7{37’. Alors P-p.s. pour tout p > 1, II N B, =
{ (Tfp,Xfp) ; n € N*}, et donc

Pps. T ={ (T X7);n,p>1}. (I11.49)
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Ce théoreme donne une construction, et une méthode de simulation, des nuages Poissonniens d’intensité £ ® u
lorsque p est sigma-finie. On remarque que (II1.49) implique que sous les hypotheses du théoreme I11.5.5 qui
précede,

Pps. VteRy, Nyyp(I)e{0,1}. (I1.50)

Cela implique le résultat suivant.

Lemme IIL5.6 Soit (E, &), un espace séparé et séparable. Soit I1 : Q — Sy, g, un nuage Poissonnien
d’intensité (R, ou 4 est sigma finie et de masse infinie. On pose

JII):={T€eRy : 3X € Etel que (T, X) € IT }.
Alors, p.s. J(II) est dense dans R ..

Preuve : pour tous réels positifs a <b, on a (£ @ p)([a, b] x E') = oo. Cela montre que p.s. N, p)x g(IT) = oo.
Or (II1.50) implique que P-p.s. P-p.s. pour tous réels positifs a < b, # (J(IT) N [a, b]) = Nig 4« £(IT). Donc,
p.s. pour tous rationnels positifs a < b, #(J (I1) N [a, b]) = 00, ce qui implique le résultat voulu. ]

Il sera utile d’établir la loi des grands nombres suivante.

Proposition IIL.5.7 Soit (E, &), un espace séparé et séparable. Soit I1: Q — Sg_ « g, un nuage Poissonnien
d’intensité LRy, on i est sigma finie. Soient Ey, € &), k€N, tels que

EyCErpr, E=|J B, w(Ep)<oo e lim pu(Ey)=oc.

keN
Alors,
P-ps. VteR,, sup ;d;ik)N[Oys]XEk(H) —s| —— 0. (L.51)
s€0,t] k—o0

Preuve. On fixe un réel ¢ > 0. Soit (IV})scr, un processus de Poisson linéaire homogene d’intensité ¢, que I’on

suppose défini sur (©2,.%,P) pour simplifier. Les v.a. (N}, ; — N, )nen sont donc i.i.d. de loi de Poisson de

parametre t. Comme N;, = o, Ny, 1 — Ny, laloi des grands nombres implique p.s. que limy, 0 NV, /1=

t.Comme pour tout réel s>1,on a (s/[s])|s] _1N[5J <N!/s<(s/[s])[s] _1Nﬁﬂ et donc limg o, N./s=t.
On observe ensuite que la suite (Vg 4« g, (IT) ) ke @ la méme loi que (N /; ( Ek))kGN et on en déduit donc que

p.s. limg 00 Njo 1x £,(IT) / 11(E)) =t. On pose ensuite
o = m {klggo N[O,q]xEk(H)/:U’(Ek):q} .
QEQQR+

Clairement Q) € .# et on vient de montrer que P(€y) = 1. On utilise ensuite le lemme déterministe suivant
dont la preuve est donnée en fin de section.

Lemme I11.5.8 (Second lemme de Dini) Pour tout k € N, soit fi, : Ry — R, une fonction croissante (pas
nécessairement continue). Soit D C R, un ensemble infini dénombrable. On fait les hypothéses suivantes.

(a) Pourtoutt€ D, f(t):=limg_,o fr(t) existe dans R,

(b) L’ensemble {f(t); t€ D} est dense dans R.
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Alors, f se prolonge de maniere unique a R et ce prolongement noté f : R, — R est continu, croissant,
surjectif et tel que
VtERy, sup [fi(s)—f(s)| ——0.
s€[0,t] {—00
En effet, on conclut en appliquant sur Qg ce lemme a D =Q N R, et les fonctions fi(t) = N ¢ £,(II) et
)=t teR,.

Preuve du lemme IIL.5.8. pour tout ¢ € D, on pose g(t) := limg_oo fx(t) et S := {g(t); t € D}, sup-
posé dense dans R . La fonction g : D — S est donc surjective et croissante. Pour tout s € R, on pose
ensuite f(s) := inf{g(t); ¢t € D N [s,00[}. La fonction f : Ry — R, est croissante, elle étend ¢ et donc
S C f(R4), ce qui implique que f (R ) soit dense dans R ;. Elle est donc continue. En effet, s’il existe ¢ tel que
f(to) < f(to+) (resp. f(to—) < f(to)) alors | f(to), f(to+)[CR:\f(Ry) (resp. | f(to—), f(to)[CR4\ f(R+))
puisque f est croissante, ce qui contredit la densité de f(IR; ). Cela montre donc que f est continue croissante
surjective de R sur R, .

I1 est clair que f(0) =0. Comme pour tout t € Ry, on a 0 < f.(0) < fi.(t) — f(t), pour tout t € D, on a
lim supy, fx(0) < f(¢) On a donc lim supy, fx(0) <inf f(D) =0, ce qui implique que limy, fx(0) = f(0) =0.
Dans perte de généralité on peut donc supposer que 0 € D.

On fixe ensuite un réel ¢ > 0. Soit £ > 0. Comme I’adhérence de { f(s) ; s€ DNI0,t]} est f(]0, t]) =10, f(¢)],
il existe une subdivision de [0, ], so=0< 51 < ...<sp41 =t telle que pour tout i € {0, ..., n}, on ait s; € D
et 0< f(s;)— f(si—1) <e. 1l existe ensuite k. > 1, tel que pour tout k > k., et pour tout i € {0, ...,n}, on ait
| fre(si)—f(s;)| <e.Soitse€[0,t]. lexiste i€ {1,...,n} tel que s € [s;_1, s;] et pour tout k> k., on a

| fi(s)—f(s)] | fie(8) = fe(sa)| + | fe(s) = f(si)| + [ f(si) = f(5)]
fe(si) = fe(s) + e+ f(si)—f(s)
fe(si) = fr(siz1) + e+ f(s:) = f(si-1)

)—

Tr(si)—f(si) + f(sic1) = fr(siz1) + f(si) = f(si—1) + e+ f(s:)— f(si-1)
|fr(si) = f(ss)] + | f(si—1) = fr(si—1)| + 3¢ < 5Be.

VAN VAN VANRR VANRR VA

On a donc montré que pour tout ¢ > 0 tel que t € D, et pour tout € > 0, il existe k. > 1 tel que pour tout k > k.,
on a sup,co 4 | fr(s) — f(s)| < 5e. Cela prouve que pour tout ¢ € D, limy sup,cpo 4 | fr(s) — f(s)| = 0, ce qui
implique le résultat voulu car D est non-borné. |

EXERCICES.

Exercice IIL.3 On munit R? de sa base canonique et de la norme Euclidienne associée, notée ||-||. On note £, la mesure de Lebesgue sur

R%. On note v4 le volume de la boule unité. Si B(z, r) dénote la boule ouverte de centre x et de rayon -, on a donc £q(B(z, 1)) = vard.

On rappelle la formule de changement de variable radial : si f : Ry — R, est mesurable alors

/f(HmH)éd(dw) —dos [ F)r ta(dr)
R Ry
Soit (€2, %, P), un espace de probabilité sur lequel est défini un nuage Poissonnien IT : 2 — Spa d’intensité £4. On pose

I, = {|| X||; X eI} .

1. Montrer que ITj est presque siirement égal & un nuage Poissonnien sur R dont on précisera I’intensité.
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2. Onnote ¢(r) = br®. Pour quelles valeurs de b et de 3, ¢(ITo) est un nuage Poissonnien sur R d’intensité £1 ?

3. Montrer qu’il existe une suite (X5 ),>1 de variables .7 -mesurables telles que 0 < || X5, || < || Xn+1]|, pour tout n € N* et telles
que IT={X,,; n € N*} presque sirement. Trouver la fonction de répartition de || X, ||.

4. Montrer qu’il existe des constantes strictement positives cq et C'q (que 1’on calculera) telles que

P-ps.  lim n || X,||=Cq.
n—oo

5. Trouver la densité de || X, ||.

6. On note y la loi uniforme sur la sphere unité S(0,1) = {z € R% : ||z|| = 1}. On rappelle que si Z : Q — B(0, 1) a pour loi
(va) "M (- N B(0,1)), alors (|| Z]))~*Z a pour loi . Montrer qu’il existe une suite (&},),>1, de variable i.i.d. de loi expo-
nentielles de paramétre 1, et une suite (Z,)n,>1, de variable i.i.d. de loi y, telles que (&,)n>1 €t (Zn)n>1 sont indépendantes
et

Pps. M={aa(&+...4+6)" Zn;neN},

ol on précisera les constantes aq et yq. ]
Exercice IIL4 On note R* = R\{0}, R} I’ensemble des réels positifs, R} = Ry N R*, ensemble des réels strictement positifs.

Pour tout 3 € R, on définit la loi 14 sur R%. muni des Boréliens, par us(dt) = 1+ (t)t=P(dt), ot £ désigne la mesure de Lebesgue
sur R. On rappelle la définition de la fonction I' sur R’} par ’intégrale

oo
D(u) = / " leto(dr) .
0
Pour tout nuage déterministe 7 € SR«?’ tout ¢ € R et tout a € R*, on pose
c-m={cx;zen} et (m)*={2%xeT}.
Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (€2, .7, P). Pour tout 3 € R’ , on se donne Iz : Q — S]Ri, un

nuage Poissonnien d’intensité 13. On pose
Sg = Z X,

XeMg
qui est une variable .% -mesurable a valeurs dans [0, oc].
1. Soient ¢ € R et tout a € R*. Montrer que 7 € S]Rg*+ e TE SRjr etwe SRjr — (m)*e SRjr sont (y]gjr , yﬂgi )-mesurables.

2. Soient 1, B2 € R%. Montrer qu’il existe ¢ € R} eta € R*, qui dépendent de 1 et (32 tels que
(loi) a
I, = c- (H,@z) .

Pour quels 8 € R* a-t-on P(Ss < 00) = 1? Que vaut P(S3 < 00) si P(S3 < 00) < 17?
On suppose que P(S3 < 00) = 1. Pour tout A € R, calculer E[exp(—ASg)] en fonction de A, S et I'(2 — 3).
On fixe 8 € R et pour tout @ € R*, on pose Sq,5 = ZXGH,; X®. Pour quels a a-t-on P(S, 3 < 00) =17

On fixe 3 € RY.. Trouver (c,a) € R x R* tel que ¢ - (ITg)® soit un nuage Poissonnien d’intensité £.

N Rw

On fixe 8 € R%.. Montrer qu’il existe une suite de variables (X ),>1 telles que P-presque siirement,

vneN", X,>Xni1, lim X,=0 et H[;:{Xn;nEN*}.
n—oo

8. On fixe B € R’ et on reprend les notations de la question précédente. Trouver la fonction de répartition de X, sa densité et
montrer qu’il existe deux constantes strictement positives c et C', que 1’on précisera, telles que

P-ps.  lim n°X, =C.

n— oo
Exercice IIL5 Soient 01,62 € R7. Soit IT un nuage Poissonnien sur Ry x [0, 61 +62] d’intensité 1, (dt)¢(dt) @ 19,0, +o,](x)4(dT).
1. En utilisant le cours, montrer qu’il existe deux suites indépendantes de variable i.i.d. (&)n>1 et (Xn)n>1 telles que

— les &, suivent une loi exponentielle de paramétre 61 + 62,

— les X, sont uniformes dans [0, 61 + 6],
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— sionpose Ty, := &1 + ... + &y, alors IT = {(T, X5 ); n > 1} presque slirement.

2. Onpose IT; = {(Th, X») : n€N" tels que X, €[0,61]} et ITy = {(Th, X») : n€N" tels que X, €161, 61 + 62]}. Montrer
que ce sont deux nuages de Poisson indépendants dont on précisera les intensités.

3. Onpose S =inf{n >1: X, €]61,01 +02]}. Quelle est la loi de S ? Quelle est la loi de T's ? Conditionnellement a T's, quelle
estla loi de #I1 N [0, T's[? (Indication : aucun calcul n’est nécessaire pour résoudre cette question.)

4. Soit G : © — N*, une variable géométrique de parametre p €10, 1[, c’est-a-dire P(G = n) = p(1 — p)", n € N*. Soit
(€")n>1 une suite i.i.d. de variables indépendante de G et de loi exponentielles de parametre 6. On pose

E= > &

1<n<G

Quelle est la loi de & ? Conditionnellement a &, quelle est la loi de G — 1? (Indication : aucun calcul n’est nécessaire pour
résoudre cette question.)

Exercice III.6 Soit IT un nuage Poissonnien sur R d’intensité la mesure de Lebesgue. On imagine un glouton partant de 1’origine 0
qui mange les points de IT de proche en proche : il mange d’abord le point de IT le plus proche de 0, puis le plus proche parmi les
points qui restent ... et ainsi de suite. On se demande s’il mange ainsi tous les points de IT.

Formellement, on note Y,,, n > 0 la suite des points mangés par le glouton : on a Yy = 0, Y; est le point de IT le plus proche de 0
etsin > 1, Yn41 estle point de TI\{Y71, ..., Yy} le plus proche de Y.

Au temps n, le glouton se trouve au bord du "trou" qu’il a déja exploré : c’est un intervalle I,, contenant O et dont les extrémités
sont deux points de II. Si le glouton est dans R, alors le trou est sur sa gauche et a sa droite, il reste une partie inexplorée de II.
De méme si le glouton est dans R_, il est & gauche de O et a sa gauche, il reste une partie inexplorée de II. On dit qu’il effectue une
traversée, si a I’instant n il est a gauche du trou (resp. a droite) et qu’a I'instant n + 1 il se retrouve a droite (resp. a gauche) du trou.

1. Montrer qu’il existe une suite d’exponentielles (&, ),>0 indépendantes de parametre 1 telles que £(1,) = &0 + &1 + ... + &n.
2. Montrer que le glouton effectue une traversée entre n et n + 1 ssi &pq1 > £(1,,).

3. Montrer que P-p.s. le glouton ne visite pas tous les points de IT et qu’il en laisse méme une infinité de coté.

Exercice IIL.7 Soit (2, %, P) un espace de probabilité complet.

1. Soit p un entier plus grand que 2. Soient X1,...,X, : Q@ — N des v.a. indépendantes suivant des lois de Poisson non-
dégénérées. On note E[X] = 0k, 1 <k <p. Soit n € N. En utilisant le lemma III.1.3, calculer de deux facons
P(X: + ...+ X, = n) et montrer la formule du multinone :

!
O+ +0)" = ﬁ@’fl...aﬁp.
1'...Kp!
K1y kp€EN
ki+...+kp=n

Soient q1, ..., qp €[0, 1] tels que g1 +. . . +¢p = 1. On dit qu’un vecteur aléatoire .7 -mesurable N = (N1, ..., Np) : @ — NP

suit une loi multinémiale de parametres n et q = (g1, . .., qp) si pour tous k1, ..., kp €N,
n! k1 kp .
P(N=(ki,... k) =4 Fal.. kpt @ @ SURLH - dlp=m

0 sinon.

Vérifier que c’est bien une loi de probabilité.

2. Soient Z, : Q — {1,...,p}, n €N*, une suite de variables .%-mesurables i.i.d. Pour tout k€ {1, ..., p}, onpose Ny = #{j €
{1,...,n} : Z; = k}. Montrer que N = (Ny,..., Np) est un vecteur aléatoire .7 -mesurable qui suit une loi multindmiale
dont on précisera les parametres.

3. Soit (E, &, 1) un espace mesuré. On suppose (E, &) séparable et séparé. Soit B € & tel que 0 < u(B) < oo. Soient X, : Q@ —
E, n€N*, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi p(- N B)/p(B). Pour tout n € N*, on pose IT,, = {X1, Xo,..., X, }.
On suppose p diffuse.

(a) Soient Ay,..., A, € & deux-a-deux disjoints. Quelle est la loi de N = (Na, (IL,),..., Na,(II,)) ? Est-ce que ce
résultat est toujours vrai si p n’est pas diffuse ?

(b) Soit IT : @ — Sg, un nuage de Poisson (%, .%g)-mesurable d’intensité u. Soit n € N*. Montrer que IT N B sous
P(-| Np(II) = n) a méme loi que IT,.
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Exercice IIL8 Soit (€2,.7, P), un espace de probabilité complet. Soit (F, &, 1) un espace mesuré. On suppose (E, &) séparable et
séparé et on suppose qu’il existe une partition de E en ensembles mesurables B, € &, p€ N tels que u(Bp) <00, peN.II : Q — Sg,
un nuage de Poisson (.7, . )-mesurable d’intensité y.

On cherche a donner un sens 2 une indexation mesurable de I1, ¢’est-a-dire a ’existence d’une suite de v.a. X,, : Q@ — E, neN*,
Z-mesurables telles que IT={X,,; 1<n<Ng(II)} (avec la convention que IT={X,, ; n€N"} si Ng(II)=o00). On rappelle que
pour tous (n,p) € N* x N, il existe des fonctions Y\ .Sy = E qui sont (%, &)-mesurables et telles que

P-ps. VpeN, IINB,={Y,"(II);1<n< Ng, (II)}.

Soit z* € E. On pose So=0 et Sp11=Npy(II) + ... 4+ Np, (II), peN. Pour tout n €15y, Sp+1] N N*, on pose Xn:Y,ii’)Sp(H) et
si Ng(IT) < oo, on pose X, =z™ pour tout n > Ng (IT).

Montrer que pour tout n € N*, X, :  — F est (%, &)-mesurable. Montrer que P-p.s. II={X,,; 1<n<Ng(II)}. Les X,,
sont-elles nécessairement indépendantes ? Ont-elles la méme loi ?

Exercice IIL9 Soit (2,.#,P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &, p) un espace mesuré. On suppose (E, &) séparable
et séparé et y sigma-finie et diffuse. Soit IT : Q@ — Sg, un nuage de Poisson (%, .g)-mesurable d’intensité p. On se donne une
indexation mesurable de IT, c¢’est-a-dire que IT={X,,; 1 <n < Ng(II)} ou X, : Q@ — E, n € N*, est une suite de v.a. (¥, &)-
mesurables (avec les conventions évidentes si Ng (IT) = o0 ou 0).

1. Soit (E',&’,v) un espace de de probabilité. On suppose (E’, &) séparable et séparé. Soient Yy, : Q — E’, n € N une suite
i.i.d. de v.a. (Z, &')-mesurables de loi v. On pose

IT' = {(Xn,Yn); 1<n<Ngp(IT)}

(avec les conventions évidentes si Ng (IT) = oo ou 0). On munit E x E’ de la tribu produit. Montrer que IT' : Q — Sy est
un nuage Poissonnien (%, %k« gr)-mesurable dont on précisera I’intensité.

2. (Un théoréme de Dobrushin). On suppose ici que (F, &) = (E',&") = (R%, B(R%)) en conservant les mémes hypothéses que
précédemment. On pose
II. = {X» + Ya; 1<n<Np(II)}

(avec les conventions évidentes si Ng(IT) = co ou 0). Montrer que I, : © — Sga est un nuage Poissonnien (F#, . %za)-
mesurable dont on précisera I’intensité en fonction de u et v.

3. On suppose ici que (E, &) = (R?, Z(R?)) en conservant les mémes hypotheses que précédemment. On suppose que Y : Q —
R? est un vecteur aléatoire .%-mesurable indépendant de IT et on pose

o = {X, +Y; 1<n<Ng(I)}

(avec les conventions évidentes si Ng(IT) = oo ou 0). Montrer que I, : © — Sga est un nuage (%, pa)-mesurable. Est-il
de Poisson ? (La réponse dépend de (i.)

4. On suppose que (E’, &) est régulier selon la définition ?? (voir page ??). Soit m : & ® & — R, une mesure finie dont la
premiére marginale est i, c’est-a-dire p(A) = m(A x E’) pour tout A € &. On rappelle le théoreme ?? de représentation des
couplages (voir page ??) qui affirme qu’il existe ¥: Ex ]0,1[— E', qui est (§®%(]0,1[), &')-mesurable et telle que

[ gtm = [9(e. v(w.2) n(ao)ttaz)
EXxE’ Ex]0,1[
ol £ désigne la mesure de Lebesgue sur la droite réelle. On se donne une suite U, : Q@ —]0, 1[, n € N*, de v.a. indépendantes
uniformes sur ]0, 1[. On pose

I, = {(Xn, ¥(Xn,Un)); 1<n<Ngp(IT)}

(avec les conventions évidentes si N (IT) =00 ou 0). Montrer que IT, : Q@ — Sy g/ est un nuage Poissonnien (%, Yg« g/)-
mesurable dont on précisera I’intensité.

Exercice IIL.10 Soit (2, %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &, ) un espace mesuré avec  diffuse. Soit g : £ — Ry,
une fonction &-mesurable telle que [, min(1, g(x)) p(dz) < co. Soit IT : © — Sg, un nuage de Poisson (.F,.%g)-mesurable
d’intensité .
1. Montrer que [, (1 — e 9@ ;y(dx) < co. Si on suppose que g est de plus 2 valeurs dans ]0, oof, montrer que cela implique que
L est sigma finie.
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2. Pour tout w €2, on pose

—Ng(I(w)) [ (1—exp(—g(2))u(de)
Zyw)=1°¢ e'E si Ny(II(w)) < oo,
’ 1 si Ng(IT(w)) = oo.

Montrer que Z4 : 2 —]0, 0o est .Z -mesurable. On note P, : % — [0, o], la mesure ayant Z, pour densité par rapport a P,

c’est-a-dire que
VAEZ, Py(A)=E[Z14].
Montrer que (£2,.%, P,) est un espace de probabilité complet. On notera E, I’espérance par rapport & P et on rappelle que
E,[X] = E[Z,X] pour toute variable .% -mesurable X : @ — R bornée.
3. Montrer que II sous P, est un nuage de Poisson dont on précisera I’intensité en fonction de . et g.
4. On suppose que g : E — R est .#-mesurable. On note g+ = max(g,0) la partie positive de g et g— = max(—g, 0) la partie
négative de g. On suppose que [, min(1, g—(x)) u(dx) < oo et fE(e“”(m) —1) p(dz) < co.

(a) Montrer que I’on peut définir une probabilité P, : .F — [0, 1] telle que
VAEF, P,(A)=E[N™1,]e (e9)-1) (o)
(b) Montrer que sous P, IT est un nuage de Poisson dont on préciséra I’intensité.

Exercice IIL.11 (Caractérisation des nuages Poissonniens par la formule de Palm (ou de Mecke)) Soit (€2,.%,P), un espace de
probabilité complet. Soit (E, &, 1) un espace mesuré avec y diffuse et sigma-finie. On suppose (E, &) séparable et séparé. Soit
IT: Q — Sg, un nuage (%, .%g)-mesurable d’intensité p. Soit F' : E X Sg — [0, oo], une fonction & ® .#g-mesurable. On pose

(I)F(H) = Exgn F(X7 H\{X})
1. Montrer a I’aide du lemme I11.2.20 (iv) (page 240) que ® 5 : Q — [0, o] est .% -mesurable.

2. On suppose que IT satisfait la formule de Palm (ou de Mecke), ¢’est-a-dire que pour toute fonction ' : E X Sg — [0, 0o] qui
est & ® /g-mesurable, on a

E[®r(IT)] = /E w(dz) E[F(z,II)] . (I11.52)

(a) Soit f : E — Ry, une fonction &-mesurable telle que telle que [}, f(x) u(dz) < oo. Montrer que P-p.s. N¢(IT) < oo
et montrer que pour tout A € Ry, on a L;(\) = E[exp(—AN;(IT))] > 0. Montrer que Ly est C* sur Ry et que
Ly (A) = —E[N; (IT) exp(— AN (II))].

(b) A I’aide de la formule de Palm (ou de Mecke) (I11.52), montrer que
AR, L) = ~Ls(N) [ f)e ™ Dn(da).
E

(c) Montrer que IT est un nuage Poissonnien (on résoudra I’équation différentielle précédente puis on étendra le résultat
obtenu a toutes les fonctions [ : E — [0, 0] &-mesurables).

Exercice IIL.12 (Caractérisation des nuages Poissonniens par évitement indépendants.) Soit (2, .7, P), un espace de probabilité
complet. Soit (E, &) un espace mesurable supposé séparable et séparé. Soit IT : 2 — Sg, un nuage (%, .5 )-mesurable d’intensité
1. On suppose que IT satisfait la propriété suivante.

() Pourtous A, B €& disjoints, les événements {IL N A = @} et {II N B = (} sont indépendants.
Le but de cet exercice est de montrer que si IT satisfait (*) et si p est sigma finie et diffuse, alors IT est un nuage de Poisson.
1. On suppose que IT satisfait () (mais pas nécessairement que y soit sigma finie et diffuse). Soient B,, € &, n €N, des ensembles

deux-a-deux disjoints. Montrer que les événements {II N B,, = (0}, n €N, sont indépendants (mutuellement et pas seulement
deux-a-deux).

2. On suppose que IT satisfait (%) (mais pas nécessairement que p soit sigma finie et diffuse). Comme (E, &) est séparable et
séparé, il existe un sous-ensemble C' C [0, 1] et une bijection ¢ : £ — [0, 1] qui est (&, 2([0, 1])-mesurable et telle que la
réciproque ¢~ : [0, 1[— E est également ((]0, 1]), &)-mesurable. Pour tout n € N et tout 0 < k < 2", on pose

Tk =0¢ (K277, (k+1)27"]) .
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On voit que pour tout n € N, les (Jp,x)o<k<2n forment une partition &-mesurable de E. Soit A € & tel que u(A) < co. On
pose
vneN, Z,= Z Linncang, x)#0} -
0<k<2m
Montrer que
P-ps.pourtoutn€N, Z,<Z,y1 et Nus(II)= lim Z, .

n—oo

(Indication : on considérera les deux cas : Na(II) < oo et Na(IT) = oc0).

. Soient X" et X, :  — [0, 00], ¢, n €N, des v.a. .Z-mesurables. On suppose que

— pour tout ¢ €N, P-p.s. limy,— 00 Xén) = X,
— pour tout n € N fixé, sous P, les v.a. (Xén))qu sont mutuellement indépendantes sous P.

Montrer que les v.a. (X4)qen sont mutuellement indépendantes sous P.

On suppose que IT satisfait (x) (mais pas nécessairement que p soit sigma finie et diffuse). Soient Ai,..., A, € & des
ensembles deux-a-deux disjoints. Montrer que pour n € N fixé les variables aléatoires 1 r1n(a,n Tna)#0} 1<¢ < p,0< k<
2", sont mutuellement indépendantes. En déduire que les v.a. N4, (IT), .. ., N a, (IT) sont indépendantes.

5. On suppose que IT satisfait (x) et que u est sigma finie et diffuse. Conclure en utilisant le théoréme II1.3.3 (page 243).
6. On choisit ici (E,&) = (R, Z(R)) et on définit IT : Q@ — Sg en supposant que {IT = @} U {II = {12}} = Q, {II =

0} € & et P(II = () = 2/3. Montrer que IT est un nuage de points (%, .%&)-mesurable dont I'intensité (que 1’oncalculera
explicitement) est sigma finie et qui satisfait (*). Montrer en revanche que IT n’est pas un nuage de Poisson.

Exercice IIL.13 (Théoréme de Rényi) Soit (2, %, P), un espace de probabilité complet. Soit (E, &), un espace séparable et séparé.
Soit I1: Q — S, un nuage de points (%, .k )-mesurable. On suppose que

ol : & — [0, 00] est une mesure sigma finie et diffuse (avec la convention que e~

VAe&, PIINA=()=e "

¢S]

= 0). Le but de cet exercice est de montrer que

IT est alors un nuage de Poisson (c’est le théoréeme de Rényi). Pour cela on s’appuie sur I’exercice I111.12 qui précede.

1.

Montrer que IT satisfait la propriété (x) de I’exercice II1.12 qui précede. On note alors v 'intensité de II. Par I’exercice II1.12
qui précede, il suffit donc de montrer que v est diffuse et sigma finie.

Soit A € &. On reprend les notations de la question 2 de ’exercice III.12. On pose Z,, = Zo<k<2n 1irn(ang, ,)-0}- Montrer
que P-p.s. Z, < Z,,11 pour tout n €N et que N (II) = limy— 00 Zn. -

On suppose que p(A) < oo. On pose §, = maxo<k<an (AN Jp k). En s’inspirant de la preuve du théoréme I11.3.3, montrer
que u diffuse implique lim,,— o0 9, = 0.

On suppose que i(A) < co. Montrer que 0 <z — 14 e~ < 12” pour tout z € Ry.. Montrer que 0 < p(A) — E[Z,] <
FH(A)dn.
Montrer que si 1(A) < oo, alors v(A) = p(A).

6. Conclure.



268 CHAPITRE III. NUAGES DE POISSON.



Annexe A

Théorie de la mesure et de I’intégration.

A.1 Rappels sur la mesurabilité.

Définition A.1.1 Soit E un ensemble non-vide. On note la classe de tous les sous-ensembles de E par #(E):= {A; A C E}. On
définit les classes d’ensembles suivantes.

(a) & C P(E) est une tribu si elle vérifie les conditions suivantes.
e L c &,
e SiAe & alors E\Ac€ &;

e SiA, €&, neN,alors| A, €8.

neN
(b) & C P(E) estun pi-systeme s’il vérifie les conditions suivantes.
s Fc 7,
e SiA,Be P,alors ANB € &.

(c) L C P(E) est une classe monotone si elle vérifie les conditions suivantes.
e FelLl;
e Si A, B € Lsonttelsque A C B, alors B\A € L;

e SiA, €L,neN,sonttelsque A, C Apy1,alors |,y An € L.

neN
(d) T C P(E) estune topologie si elle vérifie les conditions suivantes.
e FcJTethe .
e SiU,VeT,alorsUNV € .7.

e SoitU; € 7, € I, une famille quelconque d’ensembles de .7. Alors, .., U; € 7.

il
Les ensembles constituant une topologie sont appelés les ouverts de cette topologie et un ensemble dont le complémentaire est un
ouvert est appelé fermé. O

Exemple A.1.2 La topologie usuelle de R est décrite comme suit : un ouvert de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux-a-deux disjoints. O

Lemme A.1.3 Soit (&;,i € I), une famille de tribus de E (resp. de classes monotone, de topologies). Alors,

N&={ACE :Viel, Ac&}

i€l
est également une tribu (resp. classe monotone, tribu) sur E.

Preuve : exercice élémentaire. |

269
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Définition A.1.4 Soit #Z C Z(F), une classe de sous-ensembles de E. On pose
o @)= (1, &= () £ e @)= ()7

&, tribu L, classe monot. T , topologie
RCE RCL RCT

Alors, o(Z) (resp. AM(Z), T(Z#)) est une tribu (resp. classe monotone, topologie) : c’est la tribu (resp. classe monotone, topologie)
engendrée par Z. C’est la plus petite tribu (resp. classe monotone, topologie) contenant Z. O

Définition A.1.5 Soit £ muni d’une topologie 7. La classe des boréliens associée a la topologie la tribu o (7). Lorsqu’il n’y a pas
ambiguité sur la topologie considérée, on note souvent cette tribu Z(E). (]

Remarque A.1.6 Si E est un ensemble non-vide, un théoréme bien connu de Cantor montre que Card (E) < Card (#(E)), c’est-
a-dire qu’il n’existe pas de surjection de E sur Z(E). On pourrait s’attendre 2 ce que Z(R) et Z(R) soient de méme cardinal or ce
n’est pas le cas : on peut en effet montrer, par des arguments de récurrence transfinie, que Card (R) = Card (#(R)), c’est-a-dire qu’il
existe une bijection de R sur Z(R). D’un point de vue ensembliste, cela signifie qu’il y a peu de Boréliens. Cela montre aussi qu’il
existe beaucoup de sous-ensembles de R qui ne sont pas des Boréliens. Il n’est cependant pas évident d’en exhiber par des méthodes
naives. ]

Définition A.1.7 (Topologie relative, tribu trace) Soit E un ensemble non-vide muni d’une topologie .7 et d’une tribu &'. Soit A C E
un ensemble non-vide (A n’est ni nécessairement dans .7 ni dans &).

(a) Onpose T4 = {ONA; O € J}.Onremarque facilement que 4 est une topologie sur A : on I’appelle la topologie relative
de T sur A.

(b) Onpose &4 := {B NA; B € &}. On remarque facilement que &4 est une tribu sur A : on I’appelle la tribu trace de & sur A.

Dans le cas des tribus Boréliennes, ces notions sont cohérentes, comme le démontre le lemme suivant.

Lemme A.1.8 Soir (E, ) un espace topologique. Soit A C E. Alors, la tribu des Boréliens sur A associée a la topologie relative de
T sur A est la tribu trace sur A des Boréliens associée a 7, ¢’est-a-dire

o(Ja)={BNA;Beco(7)}.

Preuve : onpose ¥ = {ANB;B € ¢(.7)} qui est la tribu trace sur A des Boréliens associés a 7. Elle contient 74, on a donc
o(T4) C Y.

On pose ensuite 77 = {B € 0(7) : AN B € o(Z4)}. Il est facile de montrer que .5 est une tribu sur E. Par ailleurs elle
contient .7, ce qui entraine que o (.7) C . Or par définition 7 C ¢(.7), donc 5 = (7). Par conséquent ¥ C o(F4), ce qui
termine la preuve. |

Le lemme précédent permet de parler sans ambiguité des Boréliens de [0, 1[ ou des Boréliens d’un ouvert de R™.
Theoréme de la classe monotone.

Lemme A.1.9 Soit E un ensemble non-vide et L une classe monotone sur E. Alors, L est une tribu ssi L est stable par intersection

finie.

Preuve : supposons que £ soit une classe monotone stable par intersection finie. Par définition, £ € L. Puisque L est stable par
différence propre, L est stable par passage au complémentaire. Soient A, B € L. Puisque AU B = E\ ((E\A) N (E\B)) et puisque
L est stable par intersection finie, on a A U B € L. Par conséquent, £ est stable par union finie.

Soient B,, € L, n € N, une suite quelconque d’éléments de £. On pose A, = UOSpSn B, : on adonc A, € L, d’apres le
raisonnement précédent. On remarque que A,, C A, 41. comme L est stable par union dénombrable croissante, U neN A, € L.Or
Unen Bn=U, e An. Cela montre que L est stable par union dénombrable : c’est donc une tribu. La réciproque est triviale. |

Théoréme A.1.10 (Classe monotone) Soit F, un ensemble non-vide. Soit L, une classe monotone sur E. Soit &2, un pi-systeme sur
E. On suppose que & C L. Alors o(P) C L.
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Preuve : pour démontrer le théoréme, il suffit de démontrer que A(?) est une tribu : en effet, par définition de la classe monotone
engendrée, on a & C A(Z?) C L etsi A(Z) est une tribu, on obtient o (&) C A(Z?). D’apres le lemme précédent, il suffit donc de
montrer que A(Z?) est stable par intersection finie.

La preuve de cette derniére assertion se fait en plusieurs étapes : pour tout A C F, on pose toutd’abord L4 = {B C E: ANB €
A(Z)}. On vérifie facilement I’implication suivante :

(Ae X&) = (La estune classe monotone) . (A1)

Comme & est un pi-systeme et comme & C A\(Z?) (par définition), pour tout A € &, ona & C L4; on déduit de (A.1) que
AMP) C L car A\(Z) est la plus petite classe monotone contenant &. On a donc montré :

VAe & VBeAZ), ANBeXZ).
Par conséquent &2 C Lp pour tout B dans A(?) et donc A(Z?) C Lp, pour tout B € A(Z). Autrement dit, pour tous B, C' € A\(Z?),

BNC e \Z), ce qui montre que A\(Z?) est stable par intersection finie et ce qui termine la preuve du théoreme. |

Nous supposons le lecteur familier avec la notion de mesure positive et nous rappelons le théoréme suivant, conséquence du
théoréeme de classe monotone.

Théoréme A.1.11 (Unicité de prolongement des mesures) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit 2, un pi-systéme engendrant &.
Soient 1 et pa, deux mesures sur (E, &) qui coincident sur & :

VAe 2, m(A) =p2(A).
(i) Sip1(E) = p2(FE) < oo, alors pu1 = po.

(ii) S’il existe Ep, € P, n € N, tels que p1(Ey,) = p2(Fn) < 00, En C Ent1 et E = UneN E,, alors p1 = pa.

Preuve : on prouve d’abord (¢). On pose £ = {B € & : u1(B) = p2(B)}. Par hypothése, on a & C L. Montrons ensuite que L est
une classe monotone : on voit tout d’abord que £ € L. Soient B, C € L tels que B C C. Comme f; et p2 sont supposées finies, on a

p1(C\B) = p1(C) — pa1(B) = p2(C) — p2(B) = p2(C\B),

qui entraine bien que C\B € L. Soit B,, € L, n € N, une suite d’ensembles tels que B, C By1. Par les propriétés élémentaires de
mesures positives,
(U Be) = lim pa(Bo) = Jim a(Ba) = (U B2).

ce qui montre que | J B,, € L. La classe L est donc une classe monotone et le théoréme A.1.10 de la classe monotone entraine que
& =0(P)C L C & Done L =8, quiprouve (7).

Montrons (2%) : pour tout ¢ € {1, 2}, on pose p;,n(B) = ui(BNEy), B € &. Clairement, p;,,, est une mesure. Comme E,, € &,
11,0 €t 2, coincident sur & et par le point (4) elles sont égales. Soit B € £&.Ona BN E, C BN Ent1,etque JB N E, = B.
Clairement on a

p1(B) = lim i (BNE,) = nan;O 1,n(B) = lim pon(B) = lim pu(BNE,) = p2(B),

n—r00 n—00 n—r00

ce qui termine la preuve. |
Produit de tribu Boréliennes. On rappelle la notion de tribu produit en général.

Définition A.1.12 Soient (E1, &1) et (E2, &2) deux espaces mesurables.

(a) Onpose Z ={Ax B; A€ & , B € & }, appelée classe des rectangles mesurables de E1 X Es. C’est un pi-systéme car
(AxB)n (A x B) = (AnA') x (BN B').

(b) On note ensuite &1 ® &> la tribu engendrée par & sur F1 X Es : &1 ® &:=0(Z?). Latribu & ® & est appelée tribu produit
de & et &. O
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On note 71 et w2 les projections canoniques de Fy X FEo sur respectivement F; et Es :
V(z,y) € B1 x B2 : m(z,y) =z et m(z,y)=y.

Comme 77 ' (A) = Ax Fy € & ®&, la premiére projection canonique 7y est (&1 ® &%, &1 )-mesurable. De méme, 2 est (&1 @&, &)-
mesurable. Il est facile de montrer également que &1 ® & est la plus petite tribu sur E; X Es rendant mesurables 71 et 72, ¢’est-a-dire,
selon la définition A.1.21 page 274,

& ® & = o(mi,m2)

Soit (E, d), un espace métrique. On note By(x,r) = {y € E : d(z,y) < r} laboule ouverte de centre € F etde rayonr € Ry.
On vérifie que la topologie 7 sur E correspondant a la convergence des suites et a la continuité des fonctions pour la distance d, ¢’est-
a-dire la topologie associée a la distance d, est la topologie engendrée par la classe des boules ouvertes : J; = T({Bd(az, r)r €
Ere R+}). 11 est facile de voir que

Jy={UCE:Vz €U,3r>0: Ba(z,r) CU}. (A.2)

Attention, en général, la tribu des Boréliens associée a 7; n’est pas nécessairement la tribu engendrée par les boules ouvertes de
(E,d) : cela vient du fait qu’une topologie est stable par union quelconque, alors qu’une tribu n’est stable que par union dénombrable.
Cependant c’est le cas lorsque I’espace est séparable comme le montre le lemme suivant.

Lemme A.1.13 Soir (E, d), un espace métrique séparable, c’est-a-dire admettant une suite xr, € E, n €N, qui est dense. On note I,
la topologie métrique de (E, d) et B(E)=0(74), la tribu Borélienne correspondante. On pose

# = {Ba(wn,q);n €N, g€ Q4 } .

Alors, pour tout ouvert U € T, il existe une suite de boules B, € Z, n €N, telle que U = U

B,.. Cela implique F3 = T(%’) et
B(E)=0(Z).

neN

Preuve : comme les boules ouvertes sont des ouverts, on a 7(Z) C Jy et 0(#Z) C B(E). Soit U un ouvert. Pour tout z € U, il existe
rz > 0 tel que Bq(x,7,) C U. Comme la suite (,,)ncn est dense, il existe n(x) € Net g, € Q. tel que d(z, Tp(z)) <z <72/2, ce
qui implique que x € Ba(Tn(e), ¢z) C Ba(x,r:) CU. On en déduit que U = U, oy Ba(Tn(a), gz). Comme {z, ; n € N} et Q sont
dénombrables, cela montre que U est une union dénombrable d’éléments de Z. Cela implique que Jy C 7(%Z) et B(E) C o(Z%), ce
qui permet de conclure. |

Définition A.1.14 Soient (E, 7) et (E', 7"), deux espaces topologiques : la topologie produit sur E x E’ est définie par gy g/ :=
T{UxU;Ue7,U €T'}). 0

Proposition A.1.15 Soient (E,d) et (E’,d’), deux espaces métriques dont les tribus Boréliennes sont notées resp. B(E) et B(E’). On
munit E x E' de la topologie produit T« g et on note B(E x E') la tribu Borélienne correspondante. Pour tous (z1,y1), (x2,y2) €
E x E’, on pose

D((z1,31), (x2,y2)) = max(d(z1, z2),d (y1,92)) -

Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) D est une distance sur E x E', telle que Ty g = Ip. Side plus, E et E' sont séparables, alors (E x E', D) est séparable.

(ii) Si E et E' sont séparables, alors
B(ExEY=2BE)® B(E') .

Preuve : il est facile de vérifier que D est une distance sur E x E’ et que Bp((z,y),7) = Ba(z,r) x Ba (y,7), qui est un produit
d’ouverts. Cela implique que Ip C Jrxp. Soient U € Fy et U’ € Jy. Pour tout (z,y) € U x U’, il existe 7,7’ > 0 tels que
By(z,r) C Uet By (y,r') C U’, donc

Bo((z,y),r A7")) = Ba(z,7 Ar") x By (y,r Ar') CUxU".

Par (A.2) appliqué a D, cela montre que U x U’ € Ip et donc que Tz« C Ip. On a donc montré que Ip = Tgx .
Supposons E et E’ séparables : il existe x,, € E, y, € E’, n €N, des suites denses. Alors, on vérifie facilement que (z,,v,) €
E X E', p,q € N, est une famille dénombrable de points qui est dense pour D : donc (E x E’, D) est séparable. Cela montre (3).
Montrons (i3) : on pose Z := {BD((:cm,yn),q); m,n € N, q € Qi} La forme des boules pour D implique que #Z C
PB(E) ® B(E"). Soit V, un ouvert pour la topologie produit sur E x E’. Par (i), V € Ip etle lemme A.1.13 appliqué a D implique
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qu’il existe une suite B,, € Z,n € N, telleque V =
etdonc que Z(E x E') C B(E) @ B(E").
Montrons I’inclusion contraire. Pour cela posons, & = {A xE'; A€ %(E)} I1 est facile de vérifier que c’est une tribu sur
E x E' et qu’elle est engendrée par {U xE'; U € %}, qui est un ensemble d’ouverts produits. Cela implique que & C Z(E x E’). En
raisonnant de méme en I’ autre coordonnée, on montre que pour tout A € Z(E) ettout B € ZB(E’),ona AXE' et ExB € B(EXE").
Par conséquent, (A X E')N(E x B) = Ax B € B(E x E'). Cela entraine donc que B(E) ® B(E’) C B(E x E’), ce qui permet

nen Bn. Cela entraine que la topologie produit est incluse dans Z(E) ® #(E')

de conclure. |

Si E et E’ sont deux R-espaces vectoriels normés, de normes respectives || - || et || - ||', pour tout (z,y) € E x E’ on pose
Iz, )|I” = max(||z]], ||y||"). On vérifie que || - || est une norme sur le R-espace vectoriel E x E’ et que le produit de la || - ||-
topologie avec la || - ||'-topologie est la || - ||”’-topologie sur E x E'.

Comme il n’existe qu’une seule topologie de norme sur les espaces de dimension finie, si E et E’ sont des R-espaces vectoriels
de dimension finie, alors la topologie de norme sur E x E’ est le produit des topologies de norme sur E et E’. Ces faits combinés avec
la proposition précédente entrainent le corollaire suivant.

Corollaire A.1.16 Pour tous m,n € N, ZR™") = B(R") ® B(R").

Approximation des fonctions mesurables par les fonctions étagées.

Définition A.1.17 (Fonctions étagées) Soit (E, &), un espace mesurable. Une fonction étagée est une combinaison linéaire de fonc-
tions indicatrices d’ensembles dans &. Autrement dit s : E — R est étagée si s= Zl<k<n ckla,,oucy,...,cn€RetAr,...,An€
£. T |

Proposition A.1.18 Soit f : E — [0, 00|, une fonction &-mesurable. Il existe s, : E — Ry, n € N, une suite de fonctions étagées
&-mesurables positives telles que

lim s, = f ponctuellement et 0<sp, <spy1 < f,neN. (A.3)

n—r00

Preuve : pour toutn €N, on pose s, =nl{f>n) + ZO<k<n2” 1 po—n<f<(kt1)2-n}- On vérifie que les sy, satisfont bien les propriétés
désirées. a |

Comme conséquence de la proposition précédente, nous démontrons le lemme suivant qui s’avere &tre d’un usage tres pratique.

Lemme A.1.19 Soit (E, &), un espace mesurable. Soit f : E — [0, 00|, une fonction &-mesurable. Alors, il existe B, € & et

cn € Ry, n €N, tels que f = ZneN cnlsp,,.

Preuve : on consideére la suite de fonctions étagées s,, n € N, donnée comme précédemment. On pose to = So et ty, = Sn — Sn—1,
pour tout n € N*. Les fonctions ¢,, sont étagées positives : elles sont donc combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions
indicatrices d’ensembles mesurables. De plusona f = e tns € qui permet de conclure. |
Version fonctionnelle de la classe monotone. Une premiére application de cette approximation est donnée par la version
fonctionnelle du théoréme de la classe monotone.

Théoréeme A.1.20 (Classe monotone, version fonctionnelle) Soit (E, &), un espace mesurable. Soit &, un pi-systeme sur E tel que
o(P) = &. Soit A, un ensemble d’applications de FE dans R. On suppose que 'ensemble de fonctions F satisfait les propriétés
suivantes.

(a) F est un R-espace vectoriel (il contient donc la fonction nulle).
(b) PourtoutC € P, onalc € .
(c) Sifnest, neEN, et M €Ry sonttels que 0 < fr, < frp1 < M, alors, sup,,cy fn € .

Alors, 7€ contient toutes les fonctions réelles &-mesurables bornées.

Preuve : on pose £L = {B C E : 1p € J}. Les propriétés (a), (b) et (c) permettent facilement de vérifier que £ est une classe
monotone contenant &2. Le théoréme de la classe monotone A.1.10 (page 270) implique que & = o(&?) C L. Donc pour tout B € &,
1p € .

Soit f : E — [0, M], une fonction &-mesurable. Le lemme A.1.19 implique qu’il existe ¢, € R4 et B, € &, n € N, tels que
f= ZneN ¢nlp, . Pour toutn € N, on pose f, = 20<k<n ¢k 1B, . Comme JZ est un espace vectoriel, f, € S, pour tout n € N.
Deplusona0 < fr < fap1 < M.Donc f = sup, oy fn € J, par (c). L'espace vectoriel ¢ contient donc toutes les fonctions
&-mesurables positives bornées. Si f : E — R est &-mesurable bornée, alors que qui précéde montre que f, f— € JZ et puisque &
est un espace vectoriel f = f1 — f_ estdans /7. |
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Tribu engendrée par des fonctions et théoreme de représentation.

Définition A.1.21 Soit F, un ensemble; soit (F;, &;), ¢ € I, une famille d’espaces mesurables; soient f; : £ — E;, ¢ € I, des
fonctions. On pose
o(fi,iel)= ﬂ {£CP(E): &uibu:Viel, fiest(&,&)-mesurable}.

La tribu o(f;, € I) sur E est appelée la tribu engendrée par les fonctions (f;)ier. C est la plus petite tribu sur E rendant mesurables
toutes les fonctions f;. La tribu o(fi, 7 € I) dépend des tribus &;, 7 € I, bien que cela n’apparaisse pas dans la notation. ]

Il est facile de vérifier que
o(fiiel)=c({f7"(B);i€l, BE&}) .

Lorsqu’on ne consideére qu’une seule fonction, la tribu qu’elle engendre est particulierement simple.

Lemme A.1.22 Soit E, un ensemble non-vide. Soit (E’',&"), un espace mesurable. Soit une fonction f : E — E'. Alors,
o(f)={f'(B); Be&'} . (A4)
Preuve : exercice. u
Montrons le théoreme suivant qui trouve quelques applications en probabilité.

Théoréme A.1.23 (Représentation) Soit E, un ensemble. Soit (E',&"), un espace mesurable. Soit f : E — E'. On considére
h: E — R Alors, h est o(f)-mesurable ssi il existe une fonction ¢ : E' — R qui soit &'-mesurable et telle que h = p o f.

Preuve : on suppose d’abord que h est o (f)-mesurable a valeurs dans R.. Par le lemme A.1.19, il existe ¢, € Ry et B, € o(f),n €
N, telsque h = 3\ cnlp,. Parle lemme A.1.22, il existe A, € &” tel que B, = F71(A,). On pose alors . = Y onenCnla,.
1l est clair que o, : B’ — [0, 00] est &’ -mesurable et on vérifie que h = ¢, o f. Comme h(x) < oo, pour tout z € E, on peut poser
p = 30*1Ap:1([0yoo[), avec la convention 0 X co = 0. On voit alors que ¢ : E' — R est &'-mesurable et telle que h = ¢ o f, ce qui
prouve I’implication directe du théoreme dans le cas des fonctions positives. Le cas d’une fonction A réelle s’obtient simplement en
considérant les parties positives et négatives de h. La réciproque du théoréme est élémentaire : nous laissons sa preuve au lecteur. W

A.2 Ensemble négligeables et complétion d’un espace mesuré.
Définition A.2.1 Soit (F, &, 11), un espace mesuré.

(a) On note
Np={ACE:3Be& telque AC Betu(B)=0}.

L’ensemble .1, est appelé classe des ensembles pi-négligeables. On remarque qu’un ensemble p-négligeable n’est pas néces-
sairement dans la tribu &.

(b) On note &* la tribu engendrée par & et A, : &% = o(&, A,.). On appelle & 1a tribu pu-complétée de &

(c) Lespace mesuré (E, &, ) est dit complet si &% = &, autrment dit si 4], C &. d

Proposition A.2.2 Soit (E, &, p), un espace mesuré. Alors, A, est stable par union dénombrable.

Preuve : soient N,, € .4,. Il existe B,, € & tel que N,, C By, et u(By) = 0. Donc |,y Nn C U, ey Bn € &, et par sigma
sous-additivité, u(, ey Bn) < D en #(Bn) = 0. m

Théoréme A.2.3 (Complétion d’un espace mesuré) Soit (E, &, 1), un espace mesuré. On note N;, ’ensemble des p-négligeables
de E et on pose
E' =a(&, M) .

Les assertions suivantes sont vraies.
(i) Si B € &*, alors il existe A € & tel que A C B et B\A € N,,.

(ii) 1 existe une unique mesure positive i : &* — [0, 0o] prolongeant p.
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(iii) Les ensembles Ti-négligeables sont exactement les u-négligeables. Par conséquent, I’espace mesuré (E, &, i) est complet :
on l'appelle le complété de (E, &, ).

Preuve : on pose # ={BCE : JA€ & tel que AC B et B\A€ .4, }. On a clairement & C.# et .4, C.%. De plus, la définition de
Z montre que .# C &*. Pour montrer le point (¢), il suffit donc de montrer que .% est une tribu. Clairement E € .%. Vérifions ensuite
la stabilité par union dénombrable : soient B, € %, n € N. Il existe A, €&, n€N, tels que A, C By, et N,, := B\ A,, € 4},. Pour
simplifier les notations on pose A = |J A, et B = (J B,,. Onadonc Ac &, AC B, et on remarque que B\A CJ,, oy Nn € A, par
la proposition A.2.2. Donc B\ A € .4}, ce qui montre que B € .%. Montrons ensuite la stabilité par passage au complémentaire : on se
donne B € .%. Il existe donc A € & tel que AC Bet N := B\A€ .4,,.Onadonc B=AU N. Par définition des p-négligeables, il
existe No € & tel que N C Ny et u(No) = 0. On remarque alors que :

E\B = (E\A) N (E\N) = ((E\No) N (E\A) ) U (No N (E\A) N (E\N) ),

Comme (E\No) N (E\A)€ & et No N (E\A) N (E\N)€ A, ona E\B€.%.Laclasse d’ensembles .# est donc bien une tribu, ce
qui montre le point (¢) du théoréme.

Montrons le point (i) : pour tout B de la forme AU N, ot A€ & et N € .4, il est naturel de poser fi(B) = p(A). Il faut tout
d’abord vérifier que cela est cohérent, ¢’est-a-dire que cela ne dépend pas du choix de A et de N : supposons que B = A’ U N’, avec
A'e& et N e, Onpose A" = AN A’. Alors

AA"CNUN'" et AN\A"CNUN'.

Or N U N’ est un p-négligeable. Il existe donc Ny € & tel que N U N’ C Ny et 1(No) = 0 et comme A\ A" et A"\ A" sont contenus
dans Ny (et appartiennent 2 &), on a u(A\A") = u(A"\A") = 0. Or

n(A) = p(A”) + w(A\A") = w(A”) et p(A") = u(A”) + p(AN\A") = p(A") .

Donc p(A) = u(A”) et la définition de 7z( B) ne dépend pas du choix de A et N.

11 est clair que 7z(@) = 0. Il faut montrer ensuite que 7z est sigma-additive : soient B, = A, U N, n € N, une suite d’éléments
deux-a-deux disjoints de &, out A, €& et N,, € A}, pour tout n. € N. Pour simplifier les notations, on pose B = |J Bn, A = |J 4»
et N = |JNn.Onadonc B = AU N. Il est clair que A € & et la proposition A.2.2 implique que N € .4,. Par définition, on a
7(B) = p(A). Par ailleurs, on observe que les A,, sont disjoints deux-a-deux. Cela, combiné avec la sigma-additivité de u, implique
que Y, cnA(Bn) = 3, cn i(An) = p(A) = [i(B), ce qui montre bien la sigma-additivité de 7.

1l reste ensuite a démontrer 1’unicité : supposons que v soit une mesure positive sur I’espace mesurable (E, &*) telle que p(A) =
v(A), pour tout A € &. Cela implique que .4, C .4;,. Soit B € &*. Le point (z) implique I’existence de A € & et de N € .14}, tels que
B =AUN.Comme N € .4, v(B) = v(A) etdonc v(B) = v(A) = n(A) = f(B), ce qui montre que v = L.

Montrons enfin la complétude de I’espace mesurable (E, &*, ) : tout d’abord on a clairement .4, C .4%. De plus, si N € A7, il
existe N1 € & tel que N C N;. Cela implique que N € .4;,. Donc .4, = .44, ce qui montre le résultat voulu. |

La définition de I’intégrale contre une mesure positive implique immédiatement le résultat suivant : si g : £ — R est une
application &-mesurable qui est soit p-intégrable soit a valeurs dans [0, co], alors :

/gdu:/gcm- (A.S)
E E

Le théoréme suivant discute des liens entre les fonctions &-mesurables et les fonctions &*-mesurables ainsi que de leurs intégrales
éventuelles contre respectivement u et fi.

Théoréme A.2.4 Soit (E, &, ), un espace mesuré. Soit (E, &, i), son complété. Alors les assertions suivantes sont vraies.
(i) Pourtout B € &*, il exite A1, Ag € & tels que
A1 CBC Az, p(Ar) =1(B) = p(Az2) et p(A2\A1) =0.

(ii) Soith : E — [0, 00|, une application &*-mesurable. Il existe h1, ha : E — [0, 00], deux applications &-mesurables telles que
h1 < h < hy et telles que
/ hldu:/ hdﬁ:/ hgdp, et H({hl <h2}):0.
E E E

(iii) Soit h : E — R, une application &"-mesurable. Il existe h1,ha : E — R, &-mesurables telles que h1 < h < hy et
u({h1 < h2}) = 0. De plus, h est fi-intégrable ssi h1 et (ou) ha sont p-intégrables, et dans ce cas on a

/hldu:/hdﬁ:/hgdu. (A.6)
E E E
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Preuve : montrons (z). Pour cela on se donne B € &*. On sait qu’il existe A € & et N € 4, tels que A U N = B. Comme N
est p-négligeable, il existe No € & tel que N C Ny et (No) = 0. On pose alors A1 = A et A> = AU Ny qui satisfont bien les
propriétés désirées.

Montrons (i) : le lemme A.1.19 page 273, implique qu’il existe ¢, € Ry, Bn, € ¥, n € Ntelsque h = > calp,. Le point
(4) implique qu’il existe A%, A2 € &tels que AL, C B C A2, u(AL) = (By) = u(A2) et u(A2\A3) = 0. Pour i = 1 et 2, on pose
hi =3, cncnlai, quiest &-mesurable. On a bien hy < h < ha. De plus {h1 < ha} C e A2\ A;,, donc p({h1 < h2}) = 0.
Pour i = 1 et 2, la proposition 2?2 implique [, hidp =", capt(A}) = 3, oy enfil(Bn) = [, hdfi, ce qui montre le point (). Le
point (ii7) se déduit facilement en appliquant (i) 2 la partie positive et négative de la fonction h : E — R. |

Corollaire A.2.5 Soit (E, &, 1), une espace mesuré. Soit (E, &, 11), son complété. Soit h : E — I, une application &*-mesurable,
on I désigne R ou C. Alors, il existe deux fonctions h*, g : E — I telles que h = h* + g, avec h* &-mesurable et g nulle p-p.p. et
donc &Y -mesurable.

De plus, si l'intégrale fE h dp est bien définie (soit que h soit positive, soit que h soit i-intégrable), alors il en est de méme pour
Uintégrale fE h* du et on a bien fE hdp = fE h* dpu.

Preuve : lorsque I = R, il suffit de prendre h* = hy et g = h — hy, oll h; est comme dans le théoreme A.2.4 (44). Lorsque I = C,
on se ramene au cas réel en considérant la partie réelle de f et sa partie imaginaire. |

Tribu universellement complétées On rappelle la notion de tribu des universellement mesurable.

Définition A.2.6 Soit (E, &), un espace mesurable. On note ./ (E) I’ensemble des mesures de probabilités p : & — [0, 1]. La tribu
des universellement mesurable est définie par

M= () &*.

neA1(E)

On a clairement & C £"™ C &*, pour toute mesure u € .41 (E). O

Il est clair que si f : E — R est une fonction &"™'-mesurable, alors pour toute mesure u € .1 (E), I'intégrale J g [ di est bien définie.

A.3 Régularité des mesures.

On considere un espace métrique (E, d), muni de sa tribu des Boréliens notée Z(E). Pour tout A C E, on note A Dintérieur de
A qui est le plus grand ouvert contenu dans A et A, I’adhérence de A, qui est le plus petit fermé contenant A. Pour tout x € E et tout
r € R4, onnote B(z,r) (resp. B(z,r)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon r. Pour tout A C E, non-vide, on définit

Vee E, d(z,A)= irelg d(z,y) ,
y

qui est fonction distance a A. On voit facilement que d(-, A) est 1-Lipschitzienne, ¢’est-a-dire que
Vo, o' € B, |d(z,A) —d(z', A)|< d(z,z") .
Cela implique en particulier que d(-, A) est continue. Il est facile de voir que I’ensemble de ses zéros est I’adhérence de A :
{z€eE:d(z,A) =0} =A.

Dongc, si F estun fermé d(z, F) = 0ssix € F.

Définition A.3.1 Soit (E, .7), un espace topologique, dont la tribu Borélienne est notée Z(E). Soit p : B(E) — [0, 0o], une mesure
positive.

(a) La mesure p est dite réguliere extérieurement pour les ouverts si pour tout A € Z(F)
w(A) =inf {u(U); A C UetU ouvert } . (A7)
(b) La mesure y est dite réguliére intérieurement pour les fermés si pour tout A € Z(F)

p(A) = sup {u(F); F C Aet F fermé } . (A.8)
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(c) La mesure p est dite réguliere intérieurement pour les compacts si pour tout A € AB(E)
p(A) = sup {u(K); K C Aet K compact } . (A9

(d) Une mesure p : B(E) — [0, oo] est dite tendue, si pour tout € >0, il existe un compact K. tel que p(E\K.) < e. O

Théoréeme A.3.2 Soir (E,d), un espace métrique. Soit i1 : B(E) — Ry, une mesure finie. Alors, v est réguliére extérieurement pour
les ouverts et intérieurement pour les fermés.

Preuve : on note & la classe des ensembles A € A(E) satisfaisant (A.7) et (A.8). Soit U, un ouvert de E : (A.7) est évidente pour
A=U.Pour tout n €N, on pose F, ={z € E : d(xz, E\U)>2""}. Alors, F;, estun fermé; ona F;, C Fr11 CU et U=, oy Fn-
On a donc lim,, u(Fy) = u(U), ce qui implique que U € &. Donc & contient les ouverts. Par conséquent, pour prouver le théoréme, il
suffit de montrer que & est une tribu.

Il est clair que E € & et, comme  est finie, & est stable par passage au complémentaire. Soit A,, € &, n € N. Soit € > 0. 1l existe
des ouverts U, et des fermés F}, tels que Fy, C Ay, CUn, u(An\Fn) <27 " teet u(Un\An) <27 . Onpose U=, . Un, qui
estunouvertet A={J, .y An.Ona ACU et UNAC|J,, .y Un\An. Comme p est sigma sous-additive,

neN

neN neN

p(U) = p(A) + p(U\A) < p(A) + > p(Un\An) < p(A) + .
neN

Comme limy (U<, <y An) = p(A) et comme p est finie, il existe N tel que (U< <n An) > (A) — €. On pose B =
Uo<n<n An et F = Uy, < x Fn qui est un fermé tel que FF C B C A. Comme B\F C [y, <y An\Fn, 0ona
#(A) —e < u(B) = u(F) + W(B\F) < u(F) + > p(A\Fn) < u(F) +¢.
0<n<N

On a donc montré que pour tout € >0, il existe un ouvert U et un fermé F tels que FF C ACU et u(U)—e < p(A) <p(F) + 2¢, ce qui
permet de montrer que A € &. La classe & est donc une tribu contenant les ouverts, ce qui termine la preuve du théoréme. |

Lorsque I’espace est séparable complet, il est possible d’étre plus précis. On montre tout d’abord le résultat suivant, di a Ulam.

Théoréme A.3.3 (Théoréeme d’Ulam) Soit (E, d), un espace métrique séparable et complet. Soit 11 : B(E) — R, une mesure finie.
Alors pu est tendue.

Preuve : on fixe € €]0, 1[ et on se donne une suite z, € E, n € N qui est dense dans F, ce qui implique pour tout p € N que

Unen B(@n, 277) = E. Puisque limy, p(Uy< <, B(zk,277)) = p(E) <o il existe Np €N tel que

u(E\ U E(xn,z—p)) <e2 Pl

0<n< Ny

On pose alors K. = ﬂpeN U0<n<Np B(xn,27P). Il est clair que c’est un fermé et qu’il est pré-compact : ¢’est donc un compact. Par
ailleurs, E\K. = U,y (E\ Uo<n<n, B(zn,27")) et par sigma sous-additivité de 11, on a u(E\K:) < D pen 2P =¢ [ ]

Théoréeme A.3.4 Soit (E, d), un espace métrique séparable et complet. Soit i1 : B(F) — Ry, une mesure finie. Alors, y est réguliere
intérieurement pour les compacts.

Preuve : soit A € B(E). Soit € > 0. Par le théoréme A.3.2, il existe un fermé F' C A tel que u(A\F) < e. Par le théoréme A.3.3
d’Ulam, il existe K. C E, compact tel que u(E\K.) < €. On pose K = K. N F, qui est compact tel que KX C F' C A. On remarque
que F\K C E\K.etona

p(A) = p(A\F) + p(F\K) + p(K) < e+ p(B\K:) + p(K) < 2e + p(K)
ce qui implique le résultat voulu. |

On étend ces résultats aux mesures qui ne sont pas finies, avec des restrictions sur 1’espace métrique. Tout d’abord deux définitions.

Définition A.3.5 Soit (E, d), un espace métrique et p : Z(E) — [0, co], une mesure positive.

(a) La mesure p est dite de Radon si pour tout compact K C E, ona pu(K) < oo.
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(b) L'espace (E,d) est dit localement compact si pour tout z € E, il existe r > 0 tel que la boule fermée de centre x et de rayon r
soit compacte. (]

Lemme A.3.6 Soir (E,d), un espace métrique localement compact et séparable. Alors, il existe une suite de compacts K, C E,
n €N, tels que K,, C Kny1 et E = UnEN K, = UneN K.

Preuve : soit z, € F, ¢ € N, une suite dense. On pose S = {(¢q,p) € N* : B(z,,27") est compacte }. Comme E est localement
compact, pour tout z € L, il existe r; > 0 tel que B(x,ry) soit compacte. Comme (zq)nen est dense, il existe gz, pr € N tel
que d(zq,,x) < 27P* < ry/2.Onadonc z € B(zg,,277*) C B(z,r) . Cela montre d’une part que (¢»,p=) € S, et comme

E =U,cg B(zg,,27""),0na

E= |J B(z,27"). (A.10)
(¢,p)€S
Pour tout n € N, on pose alors C), = U(q p)ESip,q<n B(z4,27?). C’est un compact, car union finie de compacts. On a clairement

Cp, C Cpy1 et (A.10) implique que UneN C,=F.

On définit les K, a partir des C), par récurrence : on pose Ko = Cp. Supposons que K, soit construit comme dans 1I’énoncé.
On effectue un recouvrement de K, U Cy41 par des boules ouvertes d’adhérence compacte, ce qui est toujours possible car (E, d) est
supposé localement compact. On extrait de ce recouvrement un recouvrement fini By U ... U By, ce qui est possible car K, U Ch41
est compact ; on pose alors K, 1 = By U.... U B,, qui vérifie bien K,, C B1U...UB, C Kpn41. ]

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme A.3.7 Soir (E,d), un espace métrique localement compact séparable. Soit j : B(E) — [0, 00|, une mesure de Radon.
Alors pu est réguliere extérieurement pour les ouverts et intérieurement pour les compacts.

Preuve : on se donne K, et K, comme dans le lemme A.3.6. Soit A € (E). Montrons la régularité extérieure. Si 1(A) = oo, alors
1(A)=p(E), ce qui montre la régularité extérieure dans ce cas car E est ouvert.

On suppose que p(A) < oo. Soit £ > 0. Par le théoreme A.3.2 appliqué a (- N Io(n), il existe un ouvert U,, tel que AN K, CU,
ettel que u(Up N Iu(n)—Z_”_le <wp(AN Kn) Onpose V,, =U, N KyetV = UneN V... Alors V est un ouvert contenant A et on a
VAACU,en Va\(AN K,). Par sigma sous-additivité p(V\A4) < Y onen L(VaN(AN K,)) < e.Donc pu(V)—e < ju(A). Comme &
est arbitrairement petit, on obtient la régularité extérieure.

Montrons la régularité intérieure. On remarque que (K, d) est un espace métrique séparable complet et on note i, = (- N Ky),
la mesure trace de p sur K. Soit A € Z(F). Le théoreme A.3.4 appliqué a p.,,, montre qu’il existe un compact C,, C AN K, tel que
AN Ky) <27 4+ p(Cyr). Donc

WANKL) =27 < u(C) < p(A) |
Or lim,, T (A N K,) = p(A), donc u(A) = lim, u(Ch), et on conclut. ]

A.4 Constructions de mesures.

Mesures extérieures

Définition A.4.1 Soit F un ensemble non-vide. Une fonction p : Z(E) — [0, 0o] est appelée mesure extérieure si j1(0) = 0 et si

neN

pour tout AC E et pour tous B, C E, n€N, tels que A C {J,, oy Bn- ]

Il est clair que si AC BC E, alors pu(A) < u(B). 1l est également clair qu’une mesure extérieure est sigma sous-additive. Une mesure
extérieure est définie pour tous les sous-ensembles de E. Contrairement a ce que son nom peut suggérer, une mesure extérieure n’est
pas, en général, une mesure positive. Il s’avere en revanche que sa restriction a une certaine classe d’ensembles pour laquelle elle est
additive, est une mesure positive. On rappelle que B\A = BN (E\A) = {x € B : z ¢ A} et qu’il n’est pas nécessaire de supposer
que B C A pour utiliser cette notation.

Définition A.4.2 (Ensembles mesurables) Soit E un ensemble non-vide et x4, une mesure extérieure sur E. Un sous-ensemble B C F
est dit u-mesurable si
VX CE, wX)=pXnNB)+u(X\B).

La classe des ensembles p-mesurables est notée &'(1). |
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11 est clair que & () est stable par passage au complémentaire, qu’elle contient F et (). Par la propriété de sous-additivité de y, on voit
que
Beé(n) <= VXCE, wX)>wuXnB)+ uX\B). (A.11)

Théoréme A.4.3 Soit E, un ensemble non-vide et p : Z(E) — [0, 00], une mesure extérieure.

(i) &(w) est une tribu contenant les ensembles N C F tels que (N) = 0.

(ii) La restriction de p a & () est une mesure positive.

Preuve : soit N C E tel que (N ) =0. Alors pour tout X C E,ona u(X NN) <p(N)=0.Donc (X NN)+p(X\N)=p(X\N)<
u(X) et (A.11) implique que N € &(p).
Montrons ensuite que & (1) est stable par union finie : soient B, C' € & () et X C E. On a donc

w(X)

w(X NB)+ u(X\B) = (X NB) + p((X\B)NC) + pu(X\(BUC))

p((X NB)U((X\B)NC)) +u(X\(BUC))

w(XN(BUQ)) 4+ pu(X\(BUC))
)-

vV IV

et (A.11) implique que B U C € & (). On remarque ensuite la propriété suivante découlant directement de la définition de & () :
VX CE, VB,C€&(p) telsque BNC =0, p(XN(BUC))=uw(XNB)+pu(XNnC). (A.12)

Montrons ensuite que & (1) est stable par union dénombrable : soient By, € & (1), n € N. On pose Co=Bo et Crn = (Up< <, Br)\(Ug<r<n_1 Br)-
pour tout n > 1. Comme & (1) est stable par union finie et par passage au complémentaire, elle est stable par intersection finie et donc”

Cr € &(p). On observe aussi que les C', sont disjoints deux-a-deux et que B := | J,,cyy Bn = U,,cr Crn- Par une application répétée

de (A.12), 0n a

neN

wx) = p(x\U ) +u(xnlJa)=n(x\U )+ D uxnc
0<k<n 0<k<n 0<k<n 0<k<n
> u(X\B)+ Z (X NC).

Lorsque n — oo, ona u(X) > u(X\B) + 3 . (X NCy).0r XNB =
déduit que

nen X N Chp. Par sigma sous-additivité de u, on en

u(X) = w(X\B) + > u(X NCn) > pu(X\B) + u(X N B) (A.13)
neN

etdonc B € &(p) par (A.11). Cela montre que & (1) est une tribu et cela termine la preuve de (¢).
Il reste a prouver que ,u est sigma-additive sur &(u) : soient Cp, € &(u), n € N, deux-a-deux disjoints. Il suffit alors d’appliquer
A13)aX=B= |

nGN

On prouve ici un lemme technique utilisé plus loin.

Lemme A.4.4 Soit E, un ensemble non-vide. Soit i : P(E) — [0, 00|, une mesure extérieure. On note & () la classe des ensembles
w-mesurables. Soit f : E — [—o0, 00]. Alors, f est &(u)-mesurable si elle satisfait

VXCE, Va,beRtelsquea<b, — pu(X)>p(Xn{f<a})+p(Xn{f>b}). (A.14)

Preuve : on suppose (A.14). Il faut montrer que { f < z} € & (u) pour tout z € R. On fixe X C E tel que pu(X) <oo etz € R. Soient
a1 <bi <az <ba...<an < bn. Onapplique (A1) aa =bn_1,b=an et X" = X NUJ; <, {f €lar, be]}, pour obtenir

u(X) = p(x0 U {f €lar bul})

1<k<n

p(X™) > p(X*N{f <bn-1}) + (X N{f>an})

= u(xn U {Felanbul}) +a(XN{fEfan,ba]})

1<k<n-—1

u(Xﬁ{fE [ambk}}) )

i
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par une récurrence immédiate. On en déduit que yo(X) > > o w(XN{f € [z+272" ", 2+27%"]}) et que pu(X ) Y onen (Xﬂ{f €
[a+272" 72 24272"7']}). En sommant ces deux inégalités, on obtient que ZnENu(Xﬂ{fe [z+27" " 24+27"]}) < 2u(X) < .
Pour tout € > 0, il existe n. tel que

e> > pXn{felz+27" Lo +27") 2 p(X n{felz,z+27"]}), (A.15)

la derniere inégalité étant une conséquence de la sigma sous-additivité de p. On a donc

p(X0{f<a})+u(XN{f>a}) < p(XO{ e} +u(X0{S oz + 27} +u(XN{f 2o +27"})
p(XN{f<z})+p(Xn{f>z+27"}) +e
wX) +e,

IAIA

par sous-additivité de p pour la premiere inégalité, par (A.15) pour la deuxiéme et par (A.14) pour la troisieme. Comme € peut étre
arbitrairement petit, on a donc (X N{f <z})+p(XN{f>=}) < u(X), et cela montre que { f < x} € &(p) par (A.11). Comme x
est arbitraire dans R, cela montre que f est & (u)-mesurable. |

Extension de Carathéodory. Construction de la mesure de Lebesgue sur R. Cette section se propose, a partir
d’une fonction additive d’ensembles, de construire un prolongement qui est une mesure. Plus précisément, on introduit les définitions
suivantes.
Définition A.4.5 Soit F, un ensemble non-vide.

(a) o/ C P(F) estune algebresi E € o etsi of est stable par passage au complémentaire et par union finie.

(b) Soit 7, une algebre sur E. Une fonction d’ensemble x : &7 — [0, 00] est dite additive si

VA, Be o telsque ANB =0, p(AUB)=pu(A)+p(B).

(c) Soit 7, une algebre sur E. Une fonction d’ensemble p : &7 — [0, 00| est dite sigma additive si
VA, € o/, n € N, deux-a-deux disjoints et tels que U A, € o, u( U An) = Z“(A") .
neN neN neN

On remarque qu’il est nécessaire d’imposer | J, .y An € &/ dans cette définition car a priori 27 n’est pas stable par union
dénombrable.

(d) Soit 7, une algebre sur E. Une fonction d’ensemble p : o7 — [0, oo] est dite sigma finie s’il existe F,, € o/, n € N, tels que
E =, ey En et u(Ey) <oo, pour tout n € N. O

11 est clair que si  est additive sur une algébre o7, alors u(() = 0 et pour tous A, B € & tels que A C B, ona u(A) < u(B). En
général, une fonction additive d’ensembles n’est pas sigma additive. La proposition suivante donne un critere utile de sigma additivité.

Proposition A.4.6 Soit E, un ensemble non-vide. Soit <7, une algébre sur E. Soit u : &/ — R, une fonction additive. On suppose
que u(E) < oo. Alors, il y a équivalence entre les deux assertions suivantes.

(i) w est sigma additive sur <7
(ii) Pour tous A,, € o/, n € N, tels que An+1 C Ay, et ﬂnEN n =10, onalim, p(A,) =0.

Preuve : montrons d’abord (i) = (41). Soit (Ay)nen comme dans (i2). On pose B,, = A, \Ant+1,n € N. Les B, sont des ensembles
de o/ deux-a-deux disjoints tel que >, Bp = An € . Donc u(An) = - -, 11(Bp), qui est le reste d’une série convergente car
1(E) < oo. Donc lim,, p(Ay) = 0.
Montrons (#t) = () : soient B, € &/, n € N, deux-a-deux disjoints tels que B := | J
..U By). On voit que les A,, satisfont les conditions de (¢7). Comme p est finie

1(An) = u(B) — w(BoU...UBy) = u(B) = > u(By),

0<k<n

p>n

B, € &/.0Onpose A, = B\(Bo U

neN

et (44) implique que p(B) = >, -\ #(Bx), ce qui prouve que j est sigma additive. [ ]

Tout comme les mesures positives, les fonctions sigma additives sont stables par restriction et sommation, comme le montre la
proposition suivante dont la preuve, laissée au lecteur.
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Proposition A.4.7 Soit E, un ensemble non-vide. Soit &/ une algébre sur E.
(i) Soit p : &/ — [0, 00|, une fonction sigma additive. Soit A € <. Alors (- N A) : & — [0, 00] est sigma additive.

(ii) Soient pin : & — [0,00], n € N, des fonctions sigma additives. Alors ), .\ pin : & — [0, 00] est sigma additive.

La proposition suivante montre 1’existence d’une fonction sigma-additive sur les unions finies d’intervalles qui correspond a la
notion intuitive de longueur.

Proposition A.4.8 On note & la classe des intervalles de R et <7 la classe des unions finies d’intervalles deux-a-deux disjoints. Alors,
les assertions suivantes sont vraies.

(i) &P est un pi-systéme engendrant les Boréliens de R.
(ii) < est une algébre contenant P, donc (/') = B(R).
(iii) 1l existe une fonction long : of — [0, 00| qui est sigma additive, sigma finie et telle que
Va,b € R tels que a <b, b — a =long([a,b]) = long(]a,b]) = long([a, b[) = long(]a, b]) .

Preuve : (7) est un fait élémentaire. Il est clair que & C &, donc R € 7. Il est facile de vérifier que <7 est stable par union finie.
Comme le complémentaire d’un intervalle est la réunion d’au plus deux intervalles disjoints, .7 est stable par passage au complémen-
taire, ce qui prouve (4t).

Soit I un intervalle d’extrémités a et b, avec a < b. On pose long(I) = b — a. Si I est un intervalle non-borné, on pose
long(I) = oo.

Supposons que I’on ait montré que pour tout g € Z, il existe long,, : &/ — [0, o] qui est sigma-additive telle que pour tout I € 22,
long, (I) = long(I N [g,q+1[). On pose alors A = 3~ _; long,. Par la proposition A.4.7, A : &/ — [0, oo] est sigma additive. Soit
un intervalle borné d’extrémités a, b € R telles que a <b. Alors, I N[g, g+ 1] est vide ou réduit a un point sib < goug+1 < a; sinon,
IN[g, q+1[ estunintervalle d’extrémité gauche ¢V a et d’extrémité droite (¢+1) Ab. Donc long(IN[g, g+1[) = ((g+1)Ab—gva) , .
On voit alors que

A(I) = long,(I) =Y ((g+1)Ab—qVa), =b—a
qEZ qEZ
et A satisfait bien les conditions de (#7¢). Cela montre qu’il suffit de prouver le résultat suivant.

(¥) Soit g € Z; on note &, les intervalles de [g,q + 1[ et < les unions finies d’intervalles de &, deux-a-deux disjoints. On a
clairement @7, = {A N [q,q + 1[; A € &/} qui est une algébre sur [g,q + 1[. Il existe long, : o/ — R, une fonction
sigma-additive telle que long, (1) = long(I) pour tout I € .

Prouvons ce résultat : soient 1, ..., I,, € &4, disjoints deux-a-deux. On pose A = U1 <k<n I et on définit
long, (A) := Z long, (Tx) -
1<k<n

11 est facile de vérifier que cette définition est cohérente, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de la facons dont A s’écrit comme union
finie d’intervalles de %2, disjoints deux -a-deux. Par ailleurs, cette définition implique immédiatement que long o €st additive.
Montrons la sigma-additivité de long,,. Soient I1, . .., In € &7, disjoints deux-a-deux et non-vides. On note ay, I’extrémité gauche
de I, et by, son extrémité droite. Soit € >0. Si ¢ <281 (b — ax), on pose Ji =]ax, + 27 ¥ "2, by — 2757 2%¢[; sinon on pose Ji, = 0.
Alors, les Ji € &2, sont disjoints deux-a-deux, | J Jr. C |J I et long, (U Ix) = long, (U Jx) + e(27t + ... +27"71). Cela montre
ue
! VA€ o, Ve>0, IB. €., : B-CA et long, (A) <long (B:) +¢ . (A.16)
On utilise le critére de la proposition A.4.6. Soient A,, € o7 tels que A,+1 C Ay, et ﬂneN A, =0. Soit € > 0. Par (A.16), il existe
By, € 4, tels que B, C Ay, etlong, (A) < 2_”_15+longq(Bn). On pose C, = BoN...NBy,.Onaclairement C,, € o7, C,, C Cpt1,
Crn C Ay et Ap\Cr ClUg<p <y Ak \ Bk, donc

long, (Ax\Cy) < Z long, (Ax\Bx) < e 4+...27" Y <e.

0<k<n

Comme (), oy An =0, on également (), .y Cr = 0. Par compacité, il existe n. € N tel que Cy, =0, pour tout n. > n.. Cela implique
que long, (A,) <e pour tout n > n.. Cela prouve que lim, long, (A,)=0. La proposition A.4.6 implique que long, : & — R est
sigma additive, ce qui prouve (x) et donc la proposition. |

Le théoreme suivant, dii a Carathéodory, associe a une fonction sigma additive sur une algebre, une mesure extérieure qui la
prolonge.
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Théoréme A.4.9 (Théoréme d’extension de Caratheodory) Soit E, un ensemble non-vide. Soit <f, une algébre sur E. Soit po :
o/ — [0, 0], supposée sigma additive. Pour tout X C E, on pose

u(X):inf{Zpo(An);Aneyy’,neN:XC UAn}. (A.17)
neN neN
Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) p: P(E) — [0,00] est une mesure extérieure.

(ii) Pour tout A € o, i(A) = po(A).
(iii) o(</) C &(w), o () désigne la classe des ensembles pi-mesurables.
(iv) Pourtout X C E, il existe B € o(&) tel que X C B et 1(X) = p(B).

Preuve : on vérifie immédiatement que 1(¢)) = 0 et que pour tous B C C C E, on a bien pu(B) < p(C'). On fixe ensuite B,, C
E, n € N. Par définition de i, pour tout ¢ > 0, il existe des ensembles A, , € &, n,p € N, tels que B C U,y An,p et

> pen Ho(Ap,n) < pu(Bn) + 27" "¢, pour tout n € N. On constate donc que |J,, .y Bn C Up.nen Ap,n et donc que

p(UBn) <3 po(Apn) < u(Ba) + &

neN p,neN neN

Comme ¢ peut étre arbitrairement petit, on a (U, ey Bn) < >, ey #(Br), ce qui montre que . une mesure extérieure.
Montrons (i¢). On fixe A € . La définition de p implique que p(A) < po(A). Montrons 1’inégalité contraire : on se donne

Ap e, neN telsque A C UnEN Ay Pour tout n € N, on pose

n
B, = UAﬂAk, Co=DBy et Cn+1:Bn+1\Bn neN.

k=0

1l est clair que By, C, € 7, que les C), sont deux-a-deux disjoints, que C,, C AN A,, C A,, et que UneN Cp, = A € &/. Comme
Lo est une pré-mesure, on a donc

o(4) =3 10(Ca) < S (AN A) < 3 po(An) -

neN neN neN

Cette inégalité étant vraie pour toute suite A, € &, n €N, telle que A CJ,, . An, on en déduit que 110(A) < p(A), ce qui achéve la
preuve de (4i).

Montrons (z4¢). Comme & () est une tribu par le théoreme A.4.3 (i) page 279, il suffit de montrer que & C &(u), ¢’est-a-dire
qu’il suffit, par (A.11), de montrer que pour tout A € o7 ettout X C E,ona pu(X) > pu(X NA)+ p(X\A) :si p(X) = oo,
c’est trivialement vrai. Supposons p(X) < oo. Pour tout € > 0, il existe donc B, € &/, n € N, tels que X C | By, et
e+ p(X) >3, oy to(Br). Onadone

neN

e+ u(X) =D po(BaNA)+ Y po(Ba\A) > (X N A) + p(X\A),

neN neN

ce qui entraine bien le résultat voulu car € > 0 peut étre arbitrairement petit.

Montrons (7v). On fixe X C E. Si u(X) = oo, alors p1(X) = p(E) et (iv) est trivialement vérifiée. Supposons que p(X) < 0.
Il existe donc Ay € o/, p,n €N, tels que X C U, ey Apin =: Bp et 277 4+ u(X) > >y po(Ap,n) > pu(Bp). 1l est clair que
By € o(o/) etdonc B := [,y Bp € o(&/). De plus, X C B. Enfin, pour tout p € N,ona B C By et donc u(B) < pu(Bp) <
w(X)+ 277 < u(B) + 277, ce qui implique que p(B) = pu(X). |

Le théoreme d’extension de Carathéodory et le théoreme d’unicité du prolongement des mesures impliquent immédiatement le
corollaire suivant.

Théoréeme A.4.10 (Théoreme d’extension de Carathéodory) Soit E, un ensemble non-vide. Soit </, une algébre sur E. Soit o :
o — [0, 00, supposée sigma additive. Alors, il existe une mesure positive i : o(</) — [0, 0o] prolongeant . De plus, ce prolonge-
ment est unique Si j1o est sigma finie.

On déduit également des résultats précédents I’existence de la mesure de Lebesgue sur R.
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Théoréme A.4.11 (Existence de la mesure de Lebesgue) Soit I C R, un intervalle. Si I est borné, on pose long(I) = b — a oi a est
Pextrémité gauche de I et b son extrémité droite, et si I est non-borné, on pose long(I) = oo. On on définit alors £ : Z(R) — [0, 0]
par

VX CR, {(X)= inf{ Z long (In);  (In)nen intervalles tels que X C U In} .

neN neN

C’est la mesure (extérieure) de Lebesgue sur R. La tribu de ses ensembles mesurables, appelée tribu Lebesguienne, est notée L(RR).
Elle contient (R). La restriction de £ & B(R) est I'unique mesure positive telle que

Va,b € R tels que a <b, b—a={([a,b]) = £(]a,b]) = £([a,b]) = £(]a,b]) .

Extension, complétion, approximation. Soit (E, &, 1), un espace mesuré. On rappelle que .4, désigne I’ensemble des
p-négligeable, que & = o (&, .A,,) et que (E, &, [i) est le complété de (E, &, ). Soit <7, un algébre sur E. On suppose que

o(/)=¢&, 3E, € o, ne N, satisfaisant:  pu(E,) < oo et U E,=F. (A.18)
neN
Cela implique notamment que y est sigma finie. Pour tout X C E, on pose

p*(X):inf{zu(An); Aped,neN: XcC UAn}. (A.19)

neN neN
On rappelle que & (u*) désigne la tribu des ensembles i *-mesurables. Le théoreme A.4.3 d’extension de Carathéodory montre que
E=o(d)CEW), YAe&, A =p"(A) et {NCE:p"(N)=0}C&W). (A.20)

En effet, le théoréme A.4.9 d’extension de Carathéodory (page 282) implique seulement que pour tout A € o7, on a u(A) = p*(A4),
mais I’hypothese (A.18) permet d’appliquer I’unicité du prolongement des mesures.
On rappelle ensuite que la différence symétrique de deux ensembles A, B C E est définie par

AAB = (A\B) U (B\A) .
C’est-a-dire que (AU B)\(AAB) = AN B,etdonc, 1aap = |14 — 15].
Théoréeme A.4.12 Soir (E, &, 1), un espace mesuré. On suppose i sigma finie. Soit of, une algébre sur E satisfaisant (A.18). Soit 1*,

la mesure extérieure définie par (A.19). Soit &(u*), la classe des ensembles p*-mesurables associés. Alors, les assertions suivantes
sont vraies.

(i) Ona N, ={N C E: p*(N)=0}etdonc (E,&", ) = (E,&(W"), pu*).
(ii) N € A, ssipour tout € >0, il existe A, € o/, n € N, tels que

les A,, sont disjoints deux-a-deux, N C U A, et Z w(An) <e.
neN neN

(iii) Soit B € &*. Pour tout € >0, il existe A, € o/, n € N, tels que

les Ay, sont disjoints deux-a-deux, B C U A, et ﬁ( U A \B) <e.

neN neN
(iv) Soit B € &* tel que ju(B) < co. Alors, pour tout € >0, il existe A € o, tel que p(AAB)<e.

Preuve : (A.20) implique que .4, C {N C E : p*(N) = 0}, et le théoréme A.4.9 (iv) implique {N C E : u*(N) = 0} C ..
Donc A, = {N C E: p*(N) = 0}. Donc & C &(p*). Par ailleurs, le théoreme A.4.9 (iv) et ce qui précede entrainent également
que &(pu*) C &%, et donc &(p*) = &*. Comme z et u* sont deux prolongements de p sur &* et que par le théoreme A.2.3 de
complétion, il n’en existe qu’un seul, on a @ = p* sur &*, ce qui montre ().

Montrons (7¢) : le point () implique que N est un p-négligeable ssi p*(N) = 0. D’apreés la définition (A.19), pour tout
e >0, ilexiste A, € o/, n € N, tels quu N C J,cyAn et >, cyi(A,) < e On pose ensuite Ag = Aj et App1 =
(Uo<r<nit A)\(Uo<r<n A%)- On voit que les An, n € N, sont dans o7, disjoints deux-a-deux et que U, oy An = U, ey An-

Donc
YA = p(J An) = u( | 40) < Don(4n) <e.

neN neN neN neN

neN
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La réciproque est triviale. Cela montre le point (3¢).

Montrons le point (i%7) : soit B € &* et € > 0. On suppose d’abord que 7z(B) < co. Comme on a montré que i(B) = p*(B),
la définition (A.19) implique qu’il existe A}, € o/, n € Ntels que B C [J, oy A% et > (A7) < 7(B) + . On raisonne comme
précédemment en posant Ao = Af et Ant1 = (Up<pcnit A%)\(Uo<r<n A%) : on voit que les A,,, n € N, sont dans o7, disjoints

deux-a-deux, et que | J,, .y An = U, ey A7 Donc
a(B) < p( | An) =nu(|J An) <D u(A,) <a(B) +e.
neN neN neN

Comme fi(B) < oo, cela implique le point (i¢) dans ce cas.
On suppose ensuite que fi(B) = co. On rappelle que les E,, € <7, n € N, satisfont (A.18). D’apres le cas fini, pour tout n € N,
il existe Ay, € o7, deux-a-deux disjoints tels que

VneN, BNE,C|JAn, et a(|JAnp \(BNE,)) <2 e,
pEN peEN

Quitte & remplacer A, , par A, p N En, qui est dans &7, on peut supposer que A, , C E,, et la famille (A, p)n pen est alors formée

d’ensembles deux-a-deux disjoints ; de plus, B C Un’pEN Ay pet
U 4 \Bc | (U Anr \(BNE)) .
n,peN neN peN

Donc 7z ( U pen Anp \B) <> ,en2 " 'e =&, ce qui entraine le point (i47) lorsque 7i(B) = oo.
Montrons le point (4v). On fixe B € &* tel que i(B) < o0o. Soit € > 0 et soient des ensembles A,, € o7, n € N qui satisfont les
conditions du point (¢7) :

les A,, sont disjoints deux-a-deux, B C U A, et ﬁ( U A \B) <e/2.
neN neN

Onpose By, = BN(E\ Uy<y<,, Ax). estclair que By 1 C Bn C Bet[), oy Bn = 0. Comme fi( B) < oo, onalim, | @(Bn) = 0.
Il existe donc no € N tel que fi(Bn,) < €/2. On pose alors A = Jy<j.<,,, Ak, On aclairement A € 7, Bn, = BN (E\A), donc
(BN (E\A)) <e/2.Deplus AN (E\B) C U, ey An\B etdonc fi(AN (E\B) < /2, on adonc i(AAB) = (B N (E\A)) +
(AN (E\B) < g, ce qui termine la preuve de (iv). |

Le théoréeme de Daniell-Stone. Jusqu’ici, nous avons d’abord construit des mesures, puis les intégrales de certaines fonctions
contre ces mesures, comme expliqué dans le premier chapitre. Cette section expose la méthode contraire qui consiste a construire les
mesures a partir des intégrales, vues comme des fonctionnelles additives sur certaines classes de fonctions. Ces classes de fonctions
doivent, bien entendu, satisfaire quelques hypotheses minimales, comme cela est détaillé dans la définition ci-dessous.

Définition A.4.13 Soit F, un ensemble non-vide. Soit £, un ensemble de fonctions de E dans R. C’est une classe de Stone si les
propriétés suivantes sont vérifiées.

(@ Sif,ge Lyalors f+geLletfAgeL.

(b) SifeLetsiceRy,alorscfeLetcA feL

(c) Sif,g € L sonttelles que f<g,alors g—feL. (]

Une "intégrale" se définit alors comme une application linéaire sur la classe de fonction L. Plus précisément, on pose la définition
suivante.

Définition A.4.14 Soit E, un ensemble non-vide. Soit £, un ensemble de fonctions de E' dans R, qui est classe de Stone. Soit [ : £ —
R. C’est une integrale de Daniell si les propriétés suivantes sont vérifiées.

(@) Sif,ge LalorsI(f+g)=1I(f)+1(g).

(b) Sif € LetsiceRy,alors I(cf)=cI(f).

(c) Sif,g € Lsonttelles que f < g,alors I(f) < I(g).

(d) Sih,h,€eL,neN, sont telles que h,, <hpyi etlim, h, =h ponctuellement, alors, limy, I(h,)=1(h). O
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Soit (E, &, i), un espace mesuré. On voit que £'(E, &, 1) est une classe de Stone et que I(f) := Sz f dp est une intégrale de
Daniell, le point (d) étant une conséquence du théoreme de converge dominée. Le théoréme suivant montre qu’il est toujours possible
de représenter ainsi une intégrale de Daniell. On note que dans cet énoncé, I'unicité de la mesure n’est pas garantie en général : cela
dépend de la richesse de la classe de Stone sur laquelle elle est définie.

Théoréme A.4.15 (Théoréme de Daniell-Stone) Soit E, un ensemble non-vide. Soit L, un ensemble de fonctions de E dans R, qui
est classe de Stone. Soit I : L — R, une integrale de Daniell. On note € la classe de sous-ensembles de E de la forme {f >z}, avec
fE€Letx € Ry etonpose & = o(€). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Il existe une mesure positive i : & — [0, 00] telle que toute fonction f € L est u-intégrable et
VfeLrl, I(f):/fd,u. (A.21)
E

(ii) Si v est une mesure positive satisfaisant aussi (A.21), alors v(C) = pu(C), pour tout C € €.
Preuve : onnote LT ={feL: f>0}. Soit X CE et soit f, € LT, n€N. Le symbole
(fn)neN =X

signifie que fr, < fny1 etsup,, fn > 1x.Onremarque que sup,, f» = lim, f, et que cette fonction n’est pas nécessairement dans
L, ni méme finie. On constate aussi que (I(fy))nen est une suite croissante, donc lim,, I(f,) = sup,, I(f») qui existe dans [0, oo].
On pose alors

M(X) = inf { 1111_151\] ](fn) ) (fn)nEN b X} .

Montrons d’abord que p : Z(FE) — [0, 00| est une mesure extérieure. On constate tout d’abord que la fonction nulle, notée 0 est dans
L et que I(0) = 0. Si on prend f,, = 0, on a alors (fn)nen = 0 et donc (@) = 0.

Montrons ensuite la sigma sous-additivité de  : soit X, A, C E, peN, tels que X C UpEN Ap. S’il existe peN, tel que p(Ap) =
00, alors trivialement y¢(X) < >°  #(Ap). Supposons que 11(Ap) < oo, pour tout p € N. Soit £ >0. Il existe (f7)nen = Ay tels que
lim,, I(f?) < u(Ap) + 277" e. On pose alors g, = > 0<p<n fn- Clairement g, € L et on vérifie facilement que (gn)nen = X.
D’autre part, on a o

g = 30 IGD <Y tim () e+ 3 u(4,).
0<p<n pEN pEN

Donc p(X) < limy I(gn) < €+ 35,y i(Ap). Comme € peut étre arbitrairement petit, cela montre que £ est bien une mesure
extérieure.

On note & (1) la classe des ensemble u-négligeables. On montre ensuite que toute fonction f € LT est &(u)-mesurable. D’aprés
le lemme A.4.4, page 279, il suffit de vérifier que pour tout X C E, et tous a, b € R tels que a <b, on a

w(X) > p(XN{f<a}) +p(XN{f>b}). (A.22)
Le cas a <0 est immédiat. On suppose donc que a > 0. On pose d’abord

h= 3 ((b—a) A(f=a)y) = 75 (OAf—anf).

Le dernier membre implique que b € L7 etque 155 < h < Lifsgy.

Soit (gn)nen = X. On pose ensuite f,, = gn A h. On adonc f, € LT. On vérifie facilement que f,, < fn+1 et que (fn)nen =
Xn{f >b}. Comme g, > fu, ona g, — fn € LT. On observe ensuite que g, — fr = (gn — h)1¢g4,>hy, ce qui implique que
gn—fn<gnt1—fay1. Size X N{f <a},onah(zx)=0 et lim, (gn(x) —h(z))1l{g,>n} (z) = lim, gn(x) > 1. Cela montre donc
que (gn— frn)nen = XN{f<a}. Onadonc

lim I(gn) > lim I(gn — fn) + lim I(fa) > p(X0{f<a}) + p(XN{f=b}),

n=y00
ce qui implique (A.22) en prenant I’infimum sur les (g, )nen = X. On a donc montré que toute fonction f € LT est & (u1)-mesurable.
Par définition de u, on a ensuite
VX CE,VfeLll telque f > 1x, w(X) <I(f) . (A23)
On montre aussi le résultat suivant.

VX CE,VfeLlt telque f < 1x, I(f) < w(X). (A24)
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En effet, soit (gn)nen = X. Onpose fr, = f A gn. Onadonc f,, < fr41 et puisque f < 1x,onalim, f, = f. Donc lim, I(f,) =
I(f), car I est une intégrale de Daniell. Or g, > fn, donc I(gy) > I(fr). Par conséquent, I(f) <lim, I(gn), ce qui entraine (A.24)
en prenant I'infimum sur (g )nen = X.

Montrons ensuite que pour toute f € £, on a I(f) = fE f dp, Uintégrale ayant bien un sens car on a montré que f est &(u)-
mesurable et que la restriction de p & & () est une mesure positive par le théoreme A.4.3, page 279.

Pour cela, on fixef € L et pour tout r € R, on pose f- =7 A f € LT. On fixe € > 0 et pour tout n € N, on remarque que
el{f>net 2 fin4n)e—Ffne =€ A(f—ne)y > €lis>(nt1)e}- Parle point (¢) de la définition d’une classe de Stone, f(,41)e—fne € Lt
et donc, par (A.23) et (A.24)

EN({onE}) 2 I(f(nJrl)s_fns) 2 Eﬂ({fz (n+ 1)5}) :

Par ailleurs, on a également

epn({f>ne}) > /E (fent1)e = finsrye) dp > ep({f > (n+ 1)e}) .

On en déduit donc que
I(f(7l+1)s_fn5) Z€M({f2 (n + 1)5}) Z/ng(n+2)e _f(n+1)5) d,u/ 2 Eﬂ({fz (TL + 2)5}) Zj(f(rH»S)e _f(n+2)5)~

En sommant, il vient I(fnc) > fE(f(m—l)a —fo)dp > I(fint2)e — f2e). Comme lim,, T fne = f, le point (d) de la définition de
Iintégrale de Daniell, et le théoreme de convergence monotone pour i, impliquent I(f) > [, (f — fe) du > I(f — fac). On remarque
ensuite que lim 1 f — f. = lim 1 f — fac = f lorsque € | 0, et par le point (d) de la définition de 1’intégrale de Daniell, on obtient
finalement que I(f)= [, f du, pour toute f € L*.

Il reste A considérer des f € £ de signe quelconque : clairement f1 = 0 A f est dans £1. Comme f < f, la propriété (c) des
classes de Stone implique que f1 — f = f— € L. Donc

[ Fedn= 100 = 1 + 1) = 1)+ 1G) = 1) + [ 1.

Cela implique donc que I(f) = [}, f dp. ce qui termine la preuve de (i).

Pour montrer (7¢), on procéde comme suit : on fixe f € L et x € Ry et pour tout n €N, on pose
hn=2"((x+2"")Af—aAf)=2"2T"A(f—x)4)

La premiére égalité montre que h,, € L£T. De plus limy, h, = 1if>zy. Enfin, 1epooiony < hn < 1gpszy. Par convergence
monotone lim, u({f > = +27"}) = u({f > x}). Ceci combiné avec I'inégalité précédente et le fait que I(hn) = [, hn dpu,
impliquent que limy, (hn) = p({f >=}), ce qui entraine (ii). ]

Comme il a été mentionné avant 1’énoncé du théoreme, I'unicité de la mesure représentant une intégrale de Daniell n’est pas
garantie si la classe de Stone est trop pauvre : considérons par exemple un ensemble ayant au moins deux points distincts 2o et 1. On
prend £ comme 1’ensemble des fonctions f : £ — R qui sont nulles partout, sauf éventuellement en xo : c’est clairement une classe
de Stone. Pour tout f € L, on pose I(f) = f(xo). On voit facilement que I est une intégrale de Daniell et il est clair que les mesures
0z €t 0z, + 05, représentent toutes les deux 1.

Le théoreme de Riesz pour les formes linéaires positives. Rappelons tout d’abord quelques résultats élémentaires sur
les espaces métriques séparables et localement compacts. Soit (E, d), un tel espace. On note C..(E), le R-espace vectoriel des fonctions
continues a support compact que 1’on munit de la norme du supremum notée ||| -

Lemme A.4.16 Soir (E,d), un espace métrique séparable localement compact. Soit K C E, un compact. Il existe gk € C.(E) telle
que 1x < gx < 1.

Preuve : on rappelle le lemme A.3.6, page 278, qui affirme 1’existence d’une suite de compacts (K, )nen, tels que K,, C f(n_‘_l et
E=U,en K, = U,en K. Cela montre en particulier que K est recouvert par les ouverts K, ; comme K est compact on en extrait
un recouvrement fini, ¢’est-a-dire qu’il existe n tel que K C K. On pose F = E\K,,, qui est fermé. La fonction continue d(z, F)
atteint son minimum r sur le compact K en zg € K et r = d(zo, K) = dist(K, F'). Orsir = 0, alors zo € F', ce qui est impossible
car KN F = (). Donc r = dist(K, F') > 0. On pose alors gi (z) = 1 A (d(z, F)/r), qui est continue, telle que gx > 1. Par ailleurs
le support de gk est inclus dans Ky, . |

Nous rappelons ici le lemme de Dini.
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Lemme A.4.17 (Lemme de Dini) Soit (E, d), un espace métrique localement compact. Soient f, € C.(E), n € N, telles que pour
toutxw € E,0 < fay1(z) < fu(z) et limpen fr(x) = 0. Alors, limy o0 || fr]loo = 0.

Preuve : comme les f,, décroissent, il est clair d’une part qu’elles sont toutes a support dans le méme compact K qui est le support
de fo, d’autre part, il est clair que les normes || f||oo décroissent. Donc ¢ := limp— ool fn||oo €xiste. Raisonnons par 1’absurde en
supposant que ¢ > 0. Il existe donc une suite x,, € K, n €N, telle que f,(z») > ¢, pour tout n € N. Comme K est compact, on extrait
de (n)nen, une suite convergeant vers z € K. Il existe ensuite ng € N tel que fr,(z) < ¢/3 et comme f, est continue, il existe § >0
tel que pour tout y € B(z, ), fn,(y) < 2¢/3. Comme les f, décroissent, on a montré que

Vn > no, Yy € B(z,0), fa(y) <2¢/3.

Or il y a une infinité d’indices n > ny tels que xz,, € B(z, d), et donc tels que fr(zn) < 2¢/3, ce qui contredit f(z,) > c¢. On a donc
c=0. |

Le théoréme suivant admet des généralisations pour des espaces localement compacts non-séparables.

Théoréme A.4.18 (Théoréme de Riesz pour les formes positives) Soit (F, d), un espace métrique localement compact et séparable.
Soit C.(E), le R-espace vectoriel des fonctions continues a support compact. Soit ¢ : Co(E) — R qui satisfait les conditions suivantes.

)
(a) ¢ estlinéaire : pour toutes f,g € C.(E) et tout c € R, ¢(f + cg) = ¢(f) + cp(g).
(b) ¢ est positive, c’est-a-dire que pour toute f € C.(E) telles que f > 0, ona ¢(f) > 0

Alors, il existe une unique mesure positive i : B(E) — [0, 00| telle que

Vf e C.(E) / fdp . (A.25)
De plus, 1 est une mesure de Radon et elle est réguliére extérieurement pour les ouverts et intérieurement pour les compacts.

Preuve : C.(F) est clairement une classe de Stone et ¢ satisfait les conditions (a), (b) et (c) de la définition d’une intégrale de Daniell.
Montrons qu’elle satisfait également (d) : soient h, h,, € Co(E), n € N telles que h,, < hpy1 et limy, h, = h ponctuellement.
On voit que les h,, et h sont a support dans le méme compact K qui est le support de h, par exemple. Il en est de méme pour les
fonctions f,, := h — h,. Les f, satisfont les hypotheses du lemme A.4.17 de Dini : on a donc lim,,—, oo || fn|lcc = 0. Par ailleurs,
le lemme A.4.16 montre 'existence de gx € C.(F) telle que gx > 1x.Onadonc 0 < fr, < ||fnlloclx < ||fnl|locgi et donc
0 < é(fn) < ||frllc®(gK), ce qui implique que lim, ¢(frn) = 0, c’est-a-dire limy, ¢(h.) = ¢(h). Cela montre que ¢ est une
intégrale de Daniell.

On note ¢ la classe des sous-ensembles de la forme {f > z}, avec f € Co(F) et x € Ry. Pour tout compact K de E, on pose
f=4d(-,E\K)etona K = {f>0}. Donc, ¢ contient tous les compacts et 0(¢) = HB(E). Le théoréme A.4.15 de Daniell-Stone
implique alors I’existence d’une mesure positive  : B(E) — [0, co] satisfaisant (A.25). Pour tout compact K, le lemme A.4.16
implique lexistence de gx € C.(F) tel que gx > 1k, ce qui implique que u(K) < ¢(gx) < oo. Cela montre que p est une mesure
de Radon.

Si v est une autre mesure positive sur Z(E) représentant ¢, le point (¢) du théoréme A.4.15 de Daniell-Stone implique qu’elle
coincide avec p sur € et donc que v(K) = u(K), pour tout K compact. Or E peut étre recouvert par une suite de compacts : le
théoréme A.1.11 d’unicité du prolongement des mesures s’applique et montre que p = v.

Enfin, le théoréme A.3.7, page 278, montre que toute mesure de Radon sur un espace métrique localement compact et séparable,
est réguliere extérieurement pour les ouverts et intérieurement pour les compacts. |

Remarque A.4.19 Le théoreme de Riesz implique I’existence de la mesure de Lebesgue sur R, comme prolongement de 1’intégrale
usuelle des fonctions continues a support compact de R. C’est une autre construction de la mesure de Lebesgue sur R. ]
A.5 Compléments sur la mesurabilité.

Les espaces mesurables séparables et séparés.

Définition A.5.1 Soient (E, &) et (E’, &"), deux espace mesurables. Ils sont dits isomorphes s’il existe une fonction ¢ : E — E’
satisfaisant les propriétés suivantes.

(a) ¢ est une bijection.
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(b) ¢ est (&, &’ )-mesurable.
(c) La fonction réciproque ¢! : E' — E est (&', &)-mesurable.

Une telle fonction ¢ est un isomorphisme d’espaces mesurables et I’application B€ & +— ¢(B) €&’ est une bijection de & sur &”'. [

Définition A.5.2 Soit (E, &), un espace mesurable. On introduit les notions suivantes.
(a) (E, &) estunespace mesurable séparable s’il existe une suite d’ensembles A, € &, n € Nengendrant & : & = o ({An;n€N}).

(b) (E,&) estun espace mesurable séparé si pour tous x, y € E distincts, il existe A€ & tel que z€ Aety€ E\A. |

On adopte les conventions suivantes : si E est muni d’une topologie .7, on note #(E) la tribu Borélienne associée. Si X C E
est un sous-ensemble de E, pas nécessairement Borélien, on note 9x = {X NU;U € J} la topologie relative sur X et on note
PB(X) = o(Ix) la tribu Borélienne associée. On rappelle le lemme A.1.8 page 270 qui affirme que (X)) est la tribu Borélienne
trace sur X, c’est-a-dire

BX)={XNB;BecHBE)}.

Le théoréme suivant donne une description assez générale des espace mesurables séparables et séparés, ainsi que quelques propriétés
utiles.
Théoréme A.5.3 Soit (E, &), un espace séparable et séparé. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées.
(2) Il existe un pi-systéme &7 = {An;n €N} dénombrable tel que o( ) = &.
(i2) Avec les notations du (i), pour tout x € E et tout n €N, on pose
By, =A, siz€ A, e By =F\A,siz¢A,.
Alors, {x} = (,,cy B~ Cela implique que & contienne tous les singletons.
(t3t) Onpose A = {(z,z); x € E}, la diagonale de E X E. Alors A€ £R&.
(v

(vi

)
(iv) Il existe X CR (pas nécessairement Borélien) tel que (E, &) soit isomorphe a (X, 8(X)).
) La tribu & est soit finie, soit en bijection avec R.

)

& est la tribu Borélienne d’une topologie séparable et séparée sur E.

Preuve : on montre d’abord (i). Comme & est séparable, il existe une suite d’ensembles C,, € &, n € N engendrant &. On pose
P ={E}U{N,es Cn; SCNet S fini}. On vérifie facilement que & est un pi systéme dénombrable. On a clairement o/(%) = &.
On se donne une énumération de & sous la forme & = {A,, ; n €N}, quitte a prendre des A,, vides si & est fini. Cela prouve (7).

Montrons (i). Pour tout x € &, on pose Az = (), cy Br. Il est clair que x € A, et que A, € &. Supposons que y € A,. Siz € Ay,
alors on a By, = Ay, donc y € A, et B}, = A,. De méme si x ¢ A, alors By, = E\A,,, donc y¢ A, et B, = E\ A,. Dans les deux
cas, siy€ Ay, pour tout n €N, By, = BY donc A, = Ay etaussi z€ A,.

Soient z,y € F, si A, N Ay #0, il existe z € A, N Ay et ce qui précéde montre que A, = A, = Ay. On a donc montré que pour
tous x, y € E, ou bien A, N Ay, =0, oubien A, = A,.

On fixe ensuite x € F et y € A,. Ce qui précede implique que A, = A,. On pose

L= {Be& :1p(z) = IB(y)} .

On vérifie facilement que £ est une classe monotone qui contient &. Par le théoreme A.1.10 page 270, de la classe monotone, £ = &.
Dongc, pour tout B € &, 1g(x) = 1p(y). Si © #y, comme E est séparé, il existe A € &, tel que La(z) = 1let 14(y) = 0, ce qui
contradictoire. Donc x = y, nécessairement. On a donc montré que A, ={z}, ce qui prouve (7).

Montrons (z3) : soient x, y € E, distincts. On vérifie facilement qu’il existe n € N tel que 14,, () #1a4,, (), sinon le (i) entraine
que x =y, ce qui n’est pas le cas. est un ensemble infini d’entiers. On vérifie alors que

E\A = | (Anx (E\A5)) U ((B\An) x An)

neN

ce qui montre que A € £%2,
Montrons (zv). Pour tout z € E, on pose

P(z) = 37" 4, (x).

neN
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Il est clair que ¢ : E — [0, ] est &-mesurable. On pose X = ¢(E). On voit que (14, (2))nen est le développement triadique de
o(x). Si ¢(z) = ¢(y), par unicité du développement triadique, 14,, (x) = 14,, (y), pour tout n € N. Cela implique que A, = A, et
donc x =y par (77). Cela montre que ¢ : E — X est bijective et (&, Z(X))-mesurable.

Il reste 4 montrer que la fonction réciproque ¢~' : X — E est (B(X), &)-mesurable. Pour tout n € N, on pose C0 = E\ A,, et
Cr = A,.Onfixe €o,...,e, € {0,1} et on pose C = No<r<n Ci¥. Comme ¢ est bijective, I'image réciproque par ¢~ L de C est
¢(C). On veut montrer que ¢(C) € A(X). Si C est vide, c’est trivialement vrai. Supposons C' non-vide. Alors, pour tout z € C, on a
14, (z) = ek, pour tout 0<k<n.Onposealorsa = >, ... 37%~1g,. Ce qui précede montre que

¢(C) Cla,a+ 33" =1. (A.26)

Supposons que b€ I N X. Alors, il existe z € E tel que ¢(z) = b. Par unicité du développement triadique, on a 14, (z) = &, pour
tout 0 <k <n et donc z € C par conséquent b€ ¢(C'). Autrement dit ¢(C') = X N I et donc ¢(C) € B(X).

On définit on pose ensuite & =J,, ey { No<r<n Ci*; €0, - - -,n €{0,1}}. On a montré que pour tout C € o7, (¢~ )" (C) €
ZA(X). Or il est facile de vérifier que o(.27) =& . Cela montre donc que ¢~ * est (Z(X), &)-mesurable, ce qui prouve (744).

Montrons (7v) : si E est fini et posseéde p éléments distincts, alors & est finie car & C Z(E) et £(E) compte 2P éléments.
Supposons que E soit infini. Il existe une suite x, € F, n € N, d’éléments distincts. Puisque & contient les singletons, pour tout
sous-ensemble S CN, ona Bs = {2, ; n€ S} €&. Donc Card (&) > Card (#(N)) = Card (R). Mais le point (i4¢) implique que
Card (&) < Card (#(R)) = Card (R) donc Card (&) = Card (R), ce qui prouve (iv).

Montrons (v). La topologie relative 7x = {X NU ; U ouvert de R} est séparable et séparée. On pose 7 = {¢~*(V); V€ Ix}.
C’est une topologie sur E : ¢’est la topologie induite par ¢. Il est clair qu’elle est séparable et séparée tout comme Jx . Il est aussi clair
que 0(.7) C &. On a vu précédemment que pour tout C' € .7, il existe un intervalle fermé T tel que ¢ ' (X N I) = C. Cela montre que
o Co(T), ce qui implique que & = o(.7), ce qui termine la preuve du (v). [ ]

Espace mesurables réguliers. Isomorphisme de Borel (énoncé et preuve partielle). Soit (E,d), un espace
métrique séparable et soit A € Z(F). Alors (A, d) est aussi un espace métrique séparable. On en déduit que H(A) est séparable et
séparé : (A, B(A)) est donc isomorphe a un espace (X, (X)), avec X CR. En général, on ne peut pas en dire beaucoup plus sur X,
notamment on ne sait pas s’il est possible de choisir X Borélien de R. Lorsque I’espace (E, d) est séparable complet, il est possible de
montrer le résultat suivant, beaucoup plus précis, qui est connu sous le nom de théoréme d’isomorphisme de Borel.

Théoréme A.5.4 (Théoréme d’isomorphisme de Borel) Soit (E,d), un espace métrique séparable et complet. Soit un Borélien
BeAB(E). Alors,
— ou bien B est dénombrable,

— ou bien I’espace mesurable (B, (B)) est isomorphe a (R, Z(R)).

Nous ne prouvons pas ce théoreme mais un résultat plus faible, qui est pourtant suffisant pour la plupart des applications. Avant
cela, quelques commentaires.

1) Les Boréliens des espaces métriques séparables complets satisfont I’hypothe&se du continu : ou bien ils sont dénombrables, ou bien
ils ont la puissance du continu, ce qui est remarquable car la preuve du théoreme d’isomorphisme de Borel ne nécessite pas de supposer
I’hypothese du continu.

2) Du point de vue de la théorie de la mesure, un espace (F, d) métrique séparable complet non-dénombrable est le méme objet que
R. Cela permet de montrer que sur un tel espace il existe une mesure de probabilité p : B(E) — [0, 1] qui est diffuse. En effet, si
¢ : E — R est un isomorphisme d’espaces mesurables, on note prend p la mesure image par ¢ de la mesure v = f¢,ou f : R — R
est n’importe quelle fonction Borel-mesurable /-intégrable telle que fR fdt=1.

3) Le théoreme d’isomorphisme de Borel implique immédiatement le (et est équivalent au) corollaire suivant.

Corollaire A.5.5 Soient (E,d) et (E',d'), deux espaces métriques séparables qui sont des Boréliens de leurs complétés. Alors ces
espaces sont soit dénombrables, soit en bijection avec R. De plus, (E, B(E)) et (E, B(E")) sont isomorphes ssi ils sont en bijection.

On introduit la notion d’espace mesurable régulier.

Définition A.5.6 Soit (E, &), un espace mesurable. Il est dit régulier s’il existe C' € AB(R) tel que (E, &) et (C, B(C')) sont iso-
morphes. ]

Au lieu de prouver le théoréme d’isomorphisme, on montre le théoréme suivant qui est en général suffisant pour les applications.
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Théoréme A.5.7 Soit (E,d), un espace métrique séparable complet. Soit A € B(E). Alors il existe C € B(R) tel que (A, B(A))
et (C, B(C)) soient isomorphes. Autrement dit, tout Borélien d’un Polonais muni la tribu Borélienne trace est un espace mesurable
régulier.

Preuve du théoréme A.5.7. On mentionne d’abord le résultat suivant qui est relativement élémentaire.

Proposition A.5.8 Soient (E,,d,), n €N, une suite d’espaces métriques. On pose E = []
tout Y= (yn)nen € E, on définit

nen En et pour tout = (Tp)nen € E et

d(z,y) => 27" (1 Adn(za,ya)) €[0,1].

neN

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(7) d est une distance et la topologie-produit sur E est la topologie de la métrique d.
(43) Siles espaces (Ey,dyn), n €N, sont séparables complets, il en est de méme pour (E, d).
(23t) Siles espaces (Ey,dy,), n €N, sont compacts, il en est de méme pour (E, d).
Preuve : élémentaire (exercice ou voir un cours de topologie). |

On introduit les espaces métriques suivants.
o T = {0,1}", muni de la topologie-produit. C’est un espace compact métrisable.
o U = N, muni de la topologie-produit. C’est un espace métrisable séparable et complet.

e J = [0,1]", muni de la topologie-produit. C’est un espace compact métrisable.

Pour étre explicite, ces notations n’apparaissent que dans les preuves et pas dans les énoncés.

Proposition A.5.9 Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) Ilexiste A€ 2({0,1}") tel que (A, B(A)) soit isomorphe a ([0, 1], 2([0, 1])).
(i1) Il existe B€ %({0,1}") tel que BC A et (B, 2(B)) soit isomorphe a ([0,1]", ([0,1]")).
(i) Soit (E,d), un espace métrique séparable complet. Il existe C € %([0,1]") tel que (C, %(C)) soit isomorphe & (E, B(E)).

Preuve : on rappelle les notations T = {0, 1}~ et J = [0, 1]". On prouve d’abord (7). Soit A, I’ensemble des u = (uy)nen € T tels
que ou bien u,, =0 pour une infinité de n, ou bien u, =1 pour tout n. Il est clair que T\ A est dénombrable, donc A € Z(T). On pose
d(u) =3, cn 2" 'un. On vérifie facilement que ¢ : A — [0, 1] est un isomorphisme d’espaces mesurables.

Montrons (4¢). On munit TV de la topologie-produit, métrisable compacte. Soit v = ((v(p,n))neN)pen € TV, c’est-a-dire que
V(p,n) € {0, 1}, pour tous p,n € N. On se donne une bijection g : N — Nx N et on définit une suite p(v) = u = (ux)ren en posant
Uk = Vg(k). Il est facile de démontrer que ¢ : TN — T est bijective continue et que ¢~ ' est également continue : il suffit de vérifier
la continuité coordonnée par coordonnée car les espaces sont munis de la topologie produit. On voit donc que ¢ est un isomorphisme
d’espaces mesurables. Il est clair que AN € Z(T) et par (1), (J, B(J)) est isomorphe a (AN, Z(AY)). On pose B = p(AY) € B(T).
On vérifie que B C A et ce qui précéde montre (7).

Montrons (#ii). On munit J de la métrique 6(u,v) = > 27" ' |un — vn| si bien que (J, §) est métrique compact. Soit (E, d),
métrique séparable complet. Soit ¢, € E, n € E, une suite dense dans E. On définit ¢ : £ — J par

Ve e E, ¢(z)=(1A al(an,qn))nGN .

Comme pour tout n € E, la fonction z € E — 1 A d(x, ¢») est continue et puisque J est muni de la topologie-produit, ¢ est continue.
Supposons que 1 (z) = ¥(y), ¢’est-a-dire que 1 A d(z, gn) = 1 A d(y, gn), pour tout n € N. Comme la suite (¢n)nen est dense dans
E, il existe une suite d’entiers positifs (nx)xen croissant vers U'infini telle que limy, d(z, gn,,) = 0. Donc, limy, d(y, gn, ) = 0, etona
z = y. Cela montre que v est injective.

On pose C' = 9 (E) et on note ¢ = ™! : C — E, laréciproque de 1. On montre que ¢ est continue comme suit. Soient rpEE,
peNU{oo} tels que limy, (¢ (zp), ¥(2o0)) = 0. Linégalité 1 A (a+b) < 1 Aa+1Ab, et I'inégalité triangulaire pour d, impliquent
pour tout n € N,

LA d(zp, Too) LA d(zp, gn) + 1 A d(Too, qn)

<
< 2(1 A d(xomqn)) + ‘1 ANd(Zp,qn) — 1A d(womqn)‘
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< 2(1Ad(Too, qn)) + 27T (W (2p), Y(20)).

Pour tout €N, on a donc limsup,, 1 A d(z, Zoo) < 2(1 A d(2c0,gn)). Comme la suite (gn)nen est dense dans E, il est possible de
trouver des gy, arbitrairement proches de =, et la limite supérieure précédente, qui ne dépend pas de n, est nulle, ce qui implique que
lim;, d(zp, Zoo) = 0. Cela montre bien que ¢ : C' — E est continue.

Cela montre que % est un isomorphisme entre les espaces mesurables (E, B(E)) et (C, %(C')) et que 9 et 1y~ sont continues.
Montrons que C' € %(J). Le fait que ¢ = )~ soit continue implique que

Ve E,Ye>0,3n>0: (u € €N Bs((x),7) ) — (d(d)(u),x) < s) , (A27)
Pour tout p €N, on pose alors
Up={veJ:3Iel0,37"[ telque Vu,u'€CN Bs(v,n), d(d(u),p(u’))<37"}.

Soit v € U, et soit 17, comme ci-dessus. Soit v’ € Bs(v, 7). On pose 1, =1, —6(v,v") < 37P. Alors, Bs(v',1,/) C Bs(v,1m,) et
donc v’ €U, _Cela montre que Up, est un ouvert de J.
On note C' I’adhérence de C dans J et on pose

On observe que D € A(J), et (A.27) implique que C' C D. Pour terminer la preuve de (¢i), il suffit donc de montrer que D C C.

Soit v € D. Pour tout p € N, il existe donc 0 <1, (p) <3~? tel que pour tous u, v’ € CNB(v,ny(p)), on ait d(d(u), p(u')) <37P.
On se donne une suite décroissante (7)pen telle que 0 <7, < 41, (p). Comme v est dans I’adheérence de C, on construit par récurrence
une suite z, € E, p € N, telle que §(v, ¢ (zp)) < rp. On observe que d(¢(zpr1),¥(zp)) < rp + Tpy1 < 2rp < 0y(p), et par
définition de Uy, d(zp+1,zp) <37 P. Cela implique que (zp)pen est de Cauchy dans F, qui est complet. Il existe donc z € E tel que
lim,, d(x, zp) = 0. Par continuité de 1, v = ¥ (z) et on a bien v € C, ce qui termine la preuve de (7). ]

Fin de la preuve du théoreme A.5.7. Soit (E, d), un espace métrique séparable complet. Soit A € Z(FE). Par la proposition
A.5.9 (ii3), il existe B € Z(R) et ¢ : E — B qui est un isomorphisme entre les espaces mesurables (E, Z(E)) et (B, %#(B)). On
note ¢ la réciproque de ¢ et on pose C' = ¢(A). Comme ¢ est (B(B), B(E))-mesurable et comme ¢~ '(A) = C, on en déduit que
C € #B(B), c’est-a-dire qu’il existe un Borélien D € Z(R) tel que D N B = C. Comme B € %A(R), cela entraine que C' € #(R).
On vérifie ensuite immédiatement que la restriction ¢4 : A — C' est un isomorphisme entre les espaces mesurables (A, Z(A)) et

(C, B(C)). n

A.6 Métrisabilité des espaces localement compacts a base dénombrable.

Définition A.6.1 (Espaces normaux) Soit E, un espace muni d’une topologie .7.
(a) E estdit séparé si pour tous z,y € E distincts il existe U € T tel que x € U ety ¢ U.

b) E satisfait T} si pour tous fermés disjoints F et F’ de E, il existe U,U’ € T telsque U NU'=0et F C Uet F'CU’.

(b)
(¢) E estdit normal s’il est séparé et satisfait T4.
(d)

d) E estdit compact s’il est séparé et si de tout recouvrement de E par des ouverts, on extrait un recouvrement fini. (]

Lemme A.6.2 Tout espace compact est normal.

Preuve : soit (F, ) espace topologique ; soient F, F’ C FE, deux fermés disjoints. On voit immédiatement que ce sont des compacts
(car un recouvrement de F (resp. de F) par des ouverts induit en y ajoutant ’ouvert F'\ F' un recouvrement de F, dont on extrait un
recouvrement fini). On fixe z € F. Pour tout y € F”, il existe Uz,y, Uy, , €  disjoints tels que y € Uy, , et « € Uz (puisque E est
séparé et que z et y sont nécessairement distincts, F' et I étant disjoints). comme F' C UyEF, Uy, ilexiste y1, ..., yn € F' tels que
F'CUycran Uny,- Onpose Vi=U, i<, Ury, €t Vo =[N, cf<p, Us,y,- On voit que V; est un ouvert contenant x, que V est un
ouvert contenant F et que V, NV, = (). Comme F C U.er Ve, il existe 21, ..., zm € F tels que F'CJ;<;<,,, Vi, - On pose alors
V= UlSlSm Ve et V= ﬂlglgm V... On constate que V et V' sont des ouverts disjoints tels que ' C V et F” C V. Cela montre
que (E,.7) satisfait Ty : il est donc normal. |

Lemme A.6.3 (Urysohn) Soit (E,.7) un espace topologique normal. Soient F, F' deux fermés disjoints de E. Alors, il existe f :
E — [0, 1] qui est continue et telle que f(x)=1 pour tout x € F et f(x)=0 pour tout x € F".
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Preuve : soit (7, )nen, une énumération des rationnels de ]0, 1[. On définit récursivement une suite d’ouverts U, tels que (1) : pour
tous FF C Un et U, C E\F' (ou A est ’adhérence de A, c’est-2-dire I'intersection de tous les fermés contenant A) et tels que
(2) : pour tous n,m € N distinct tels que 7, < 7p, on ait U,, C U,. En effet, supposons Uy, . .., U, construits : on pose Fy, =
Fu UISk’SnM<m+1 UyetFi=F'U Ulfkfn:rk>rn+1 (E\Uk), qui sont deux fermés disjoints ; comme E est normal, il existe deux
ouverts Uy, +1 et U’ tels que Fy, C Upy1 et Fj, CU’; on en déduit que U1 C E\U' C E\F,. On vérifie que U, 41 satisfait bien les
conditions voulues.

Pour tout « € E, on pose alors f(x) =inf({1} U{rp;n € N:z € U,}). On remarque aussi que f(z) =sup({0} U{r,;n €
N : z ¢ U,}). On voit ensuite que {y € E : f(z) < r} = U,, est ouvert pour tout r € [0, 1]. Donc f est semi-continue
supérieurement. On montre de méme que {y€ E': f(z)>r} =1, -, E\U,, est ouvert; donc f est semi-continue inférieurement :
la fonction f est donc continue. On voit également que f vaut 1 sur F et O sur . |

niry <r

On s’intéresse a la mérrisabilité dont on rappelle la définition. On rappelle que si (E, d) est un espace métrique, la topologie
métrique est la collection des unions (quelconques) de boules ouvertes.

Définition A.6.4 Soit E, un espace muni d’une topologie. On dit que la topologie est métrisable sl existe une distance d sur E dont
la topologie est 7. d

On rappelle que des distances distinctes peuvent générer la méme topologie. Certains concepts métriques, comme la complétude, ne
sont pas topologiques, c’est-a-dire qu’il ne se sont pas invariants par homéomorphisme. En revanche la métrisabilité I’est, comme
I’énonce le lemme suivant qui est élémentaire.

Lemme A.6.5 Soient (E, 7 ) et (E', "), des espaces topologiques. On suppose (E', T") métrisable.
(i) On suppose que E C E' et que 7 est la topologie induite sur E par ' : 7 = {ENU ;U € J'}. Alors (E,7) est
métrisable.

(i) On suppose que E et E’ sont homéomorphes, c’est-a-dire qu’il existe une bijection ®: E— E’ continue dont la réciproque est
aussi continue. Alors (E, ) est aussi métrisable.

N

Preuve : soit d’ la distance sur E’ générant .7"; On note d la restriction de d’ a E x E. Soit 7 €]0, co[; pour tout z € E, on note
Bg(z,r) la d-boule ouverte de E de centre x et de rayon r et on note B/, (x’, ) la d’-boule ouverte de E’ de centre x’ et de rayon 7.
Soit 2’ € E'; pour tout point z € E N B’ (z’, r) (s’il en existe) on note 7, = % (r—d'(z,z")) >0 et on observe que

By(z,7:)=By(z,72:) NE C By(z',r)NE.

Donc E N By (2',7) = Uye prpar (a2, Ba(@,72), ce qui entraine que £ N By(z', ) € T4, ot Jy est la topologie induite par d
sur E. Comme tout ouvert de .7 est la réunion de boules du type E N B(x’,7), cela montre que .7 C 7. Ensuite, il est clair que
By(z,r)=E N Bl (z,r) et donc toute d-boule ouverte appartient & .7, ce qui permet de conclure que 7 = .

Montrons (4¢) : on note d’ une distance générant .7”. Pour tous z,y € E, on pose d(z,y) =d' (®(z), ®(y)); on vérifie immédia-
tement qu’il s’agit d’une distance sur E et que Bq(x,r) = &~ (B, (®(z),r)), ce qui montre que By(x,r) € 7, car c’est I'image
réciproque d’un ouvert par une application (.7, 7")-continue. Les d-boules ouvertes sont donc des ouverts de 7 ce qui implique que
Ty C . Soit U un ouvert de .7 ; on note ¥ la réciproque de ® et on voit que U’ = &(U) = ¥~ (U) est un ouvert de .7’ car il est
I'image réciproque par la fonction (7", .7)-continue ¥ d’un ouvert de .7. Comme .7 est métrisé par d, U" = {J,.; By (7, 7:) et
donc U=0 (U )=U,c; " (Bl (#},7:)) = U;e; Ba(¥(x}),7:) et U € Zy. Cela montre donc que 7 = J; et donc que (E, 7)
est métrisable. |

On s’intéresse plus particulierement a la métrisabilité des espaces compacts. Le lemme suivant montre que les espaces compacts
de cardinal trop grand ne sont pas métrisables.

Lemme A.6.6 Soir (E, . 7), un espace topologique compact. On le suppose métrisable. Alors il admet une suite dense, ¢’est-a-dire un
ensemble D dénombrable tel que D =E et par conséquent Card(E) < Card(R).

Preuve : soit d une distance générant la topologie .7. Pour tout n € N, on extrait du recouvrement d’ouvert £ = cE Bg(z,27"),

(n

un recouvrement fini : E=J, ., <pm Ba(z{™,27™). Il est facile de vérifier que tout point de E est limite d’une suite 2 valeurs dans
I’ensemble dénombrable D={z{";1<k<p,,neN}etdonc D=E.

Soit y, € D, n € N telle que {y»;n € N} = D. Pour tout = € F, il existe un ensemble infini I, C N tel que si (nx)ren est une
indexation strictement croissante des indices I, limy_, o d(ynk ,x) =0; par conséquent, x — I, est une injection de E dans Z(N),
la classe des sous-ensembles de N, qui a la puissance du continu. |

Lespace [0, 1}]R+ des fonctions de Ry dans [0, 1] muni de la convergence ponctuelle (c’est-a-dire la topologie produit) est un
espace compact de cardinal strictement plus grand que R : il ne peut pas &tre métrisé.
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Définition A.6.7 Soit £ muni de la topologie .7. Une base de cette topologie est un sous-ensemble B C .7 de cette topologie telle
que tout ouvert de .7 est union d’ouverts de 4. On dit qu’un espace topologique est complétement séparable si sa topologie admet une
base dénombrable. On dit aussi, plus simplement, que 1’espace topologique est a base (topologique) dénombrable. Cela correspond au
terme anglais "second countable". (]

Le lemme suivant donne un exemple d’espace completement séparable (ou a base dénombrable).

Lemme A.6.8 Soir (E, d) un espace métrique muni de la topologie métrique T4. On suppose que (E,d) est séparable en tant qu’es-
pace métrique c’est-a-dire qu’il existe une suite dense. Alors, (E, T3) est compétement séparable (a base dénombrable).

Preuve : .7 est contitué des ensembles qui sont des unions quelconques de boules ouvertes. Soit z, € E, n € N, une suite dense dans
E, c’est-a-dire que tout point de E est limite d’une suite a valeurs dans {z,; n € N}. Clairement Z = {B4(xn,q); ¢ €Q+,n €N} est
une base dénombrable de .7; (ici Bq(z,r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon 7). | ]

Théoréme A.6.9 Un espace compact est métrisable si et seulement si sa topologie est a base dénombrable.

Preuve : si (E,.7) est un espace compact métrisable, le lemme A.6.6 montre qu’il admet une suite dense et le lemme A.6.8 montre
qu’il est complément séparable (qu’il admet une base topologique dénombrable).

Montrons la réciproque : on suppose que (E,.7) est compact a base dénombrable ; soient U, € 7, n € N, une base de .7. On
montre d’abord le fait suivant :

VeeE,YVUeT telquexclU, IneN:zcU,CcU, CU. (A.28)

En effet, soit (ny) la suite strictement croissante d’entiers définie par {ny;k € N} ={n €N : x € U, }; soit y distinct de ; comme
E est séparé (c’est un espace compact), il existe & tel que « € Uy, et un ouvert V' contenant y tels que Uy, NV =0, c’est-a-dire que
U, estinclu dans le fermé E\V, ce qui implique que U, C E\V et donc U,, NV ={. En particulier, il existe k tel que y ¢ U, .
Cela montre que {z} =", oy Un,,. Donc I'intersection de compacts (), .y (E\U) N Un, est vide: en passant au complémentaire et en
extrayant un recouvrement fini, cela montre qu’il existe ko tel que (o< <y, (E\U) N U, =0; onpose V = No<k<ky Uny» qui est
un ouvert contenant z tel que V' C (o< <y, Un,, et donc tel que (E\U) NV =0, c’est-a-dire V C U. Soit p tel que U, C V' : alors
on abien z € U,, CUn, CU, ce qui montre (A.28).
On introduit ensuite [ ={(m,n) EN? : U,, N U, =0}. On voit que

Vz,y€E distincts, 3(m,n) €I: x€U,, et ycU, (A.29)

En effet, comme E est normal (Lemma A.6.2), il existe U, U’ deux ouverts disjoints tels que x € U et y € U’; par (A.28) il existe
m,neNtel que t €Uy, CU, CU ety €U, CU, CU’ et on bserve que Uy, et U,, sont nécessairement disjoints, c’est-a-dire que
(m,n)el.

On note (my, np), p €N, une énumération de I et pour tout p € N on note f, une fonction continue de E dans [0, 1] valant 1 sur

Ui, et 0 sur U, dont I’existence est garantie par le lemme d’Urysohn A.6.3. On voit immédiatement que (A.29) implique que la
suite de fonctions (fp)pen sépare les points de E, ¢’est-a-dire

Va,y€E distincts, IpeN:  fo(z) # fo(y) - (A.30)

On rappelle la proposition A.5.8 (élémentaire) qui affirme que 1’espace J = [0, 1]" des suites  valeurs dans [0, 1] muni de la
distance §(x,y) = ZneN 27" @n —Yn| OU X = (Tn)nen et Y = (Yn )nen, est un espace métrique compact et que la topologie induite
par 0 est la topologie produit, ¢’est-a-dire que J-limy— oo (fo’ )nen = (Tn)nen ssi pour tout n €N, limp_ oo x&lp) =z, dans [0, 1]. On
définit alors @ : E — J par ®(z) = (fn(x))nen. Comme chaque f,, est continue, ¢ est continue. Comme les (fr)nen séparent les
points (c’est-a-dire (A.30), P est injective : donc P est un homéomorphisme de E sur K := ®(E) (voir le lemme ??). Comme J est
compact métrisable et que la toplogie de K est celle induite par celle de J, le lemme A.6.5 (i) implique que K est métrisable. Le point
(#¢) du méme lemme A.6.5 implique alors que E est métrisable, ce qui termine la preuve. |

On s’intéresse a la compactification des espaces localement compacts.

Définition A.6.10 Soit E, un espace muni d’une topologie .7 . Cette topologie est est dite localement compacte si pour tout z € E et
tout ouvert U € .7 contenant x, il existe un ouvert V tel que z € V C U et tel que V' soit compact. (]

Lemme A.6.11 . Soit (E, yl un espace topologique localement compact. On le suppose a base dénombrable. Alors il existe une base
d’ouverts (Vp)nen, tels que V , est compact pour tout n € N.
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Preuve : soit (V},),en une base de 7. On pose I ={neN: U,, est compact} et on montre que (Uy)ner est une base de 7. En effet,
soit V' un ouvert non-vide de .7. Soit x € V'; il existe U, un ouvert contenant x tel que U compact; par ailleurs comme (Uy )nen est
une base de 7, il existe n, tel que « € Uy, C U. On en déduit que I’adhérence de U, est compacte, c’est-a-dire que n, € I. On a

donc V'=J, .y Un, . Cela montre que tout ouvert est réunion d’ouverts (Uy )ner, qui est donc est une base de 7. |

Proposition A.6.12 Soir (E, .7) un espace topologique localement séparable a base dénombrable (un espace LCBD). Soit 0 ¢ E. 11
existe une topologie compacte a base dénombrable 7' sur Eg:=E U {0} induisant T sur E.

Preuve : si I est déja compact, la proposition est élémentaire : on ajoute un point isolé. On suppose dans la suite que £ n’est pas
compact.

On définit .7’ comme I’ensemble des unions quelconques d’ensembles de .7 et d’ensembles de la forme {9} U (E\K) ot K
est un compact de E. 1l est clair que () et Ey appartiennent 2 .7’ et que .7 est stable par union quelconque ; on remarque ensuite que
(E\K1) N (E\K2)=E\(K1 U K3), et si K; et K> sont compact, il en est de méme de K1 U K5 ; combiné a un argument simple,
cela implique que .7 est stable par intersection simple. Cela montre donc que .7 est une topologie. Elle est séparée. Il est aussi facile
de voir que .7 induit . sur E.

Montrons que 7" est compacte : supposons que Ep = (U, Vi) U U;c,({0} U (E\Kj)), avec les K; compacts de E et
les V; ouverts de E. L’ensemble d’indices J ne peut étre vide; soit jo € J; on pose O = {9} U (E\Kj,); on vérifie que K, =
Eo\O C (Ujer Vi) U Uje oy (B\K;). Comme Kj; est compact et que les ensemble U; et E\K; sont des ouverts de E, il
existe I’ C I et J' C J\{jo}, deux sous-ensembles finis d’indices tels que Kj;, C (U,cp Vi) U U, (E\K;) et donc Ep =
User Vi) U Ujej,u{jo}({G} U (E\Kj)), ce qui montre bien que .7 est une topologie compacte.

On constate ensuite que tout ouvert V € 7" est soit un ouvert de .7 soit de la forme UU{0}U(E\ K ), avec K compact de F ou bien
K vide (on rappelle que les compacts sont, par définition, non-vides). Cela provient immédiatement du fait que |, ; ({0}U(E\K;)) =
{0} U (E\K) ot K=, ; K; qui est compact s’il n’est pas vide.

Soit (Un )nen une base dénombrable de .7 ; grice au lemme A.6.11, on peut supposer sans perte de généralité que les U, sont
compacts. On montre que & ={U,,, {0}U(E\U,); n € N} est une base de 7. D’aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que pour tout
compact K de E, {0} U (E\K) est une union d’ouverts de 8 : comme K est compact dans E, il existe m tel que K CU1 U...UUp,;
comme E n’est pas compact, I"ouvert E\(U1 UU...UU,,) n’est pas vide et il existe n tel que U,, C E\(U1 U...UU,,); comme U,
est inclus dans le fermé E\(Uy U ... U U,,), il en est de méme pour U ,, ; on a donc montré I’existence de n tel que les deux compacts
K et U, soient disjoints. Comme E\(K U U,,) est un ouvert non-vide de E, et que les Uy, forment une base de .7, il existe I C N tel
que E\(K UUn)=U,c; Ur. Comme K et U,, soient disjoints on en déduit que {0} U(E\K) = ({8} U (E\Un) U U,,c; Ux. Cela
montre bien que 4 est une base de .7"’. Clairement 2 est dénombrable. |

Théoréme A.6.13 Soir (E, .7, un espace topologique localement compact a base dénombrable (LCBD). Soit 0 ¢ E. On pose Ey =
E U {8}. Alors il existe une distance d sur Ep, telle que

(a) (Ea,d) est un espace métrique compact (donc séparable complet),

(b) la topologie induite par d sur E est T .

Preuve : cela suit immédiatement de la proposition A.6.12 et du théoreme qui précede et du théoreme A.6.9. |

A.7 Ensembles analytiques, preuve du théoréme du '""Début''.

La preuve exposée ici suit en partie celle du livre Probabilités et Potentiel de C. Dellacherie et P-A. Meyer et elle requiert I’ intro-
duction des ensembles analytiques dans leur généralité.

Préliminaires. Commencons par quelques notations standard sur les ensembles.

Définition A.7.1 Soit F, un ensemble non-vide et Z(F), la classe de tous ses sous-ensembles. Soit Z, une classe de sous-ensembles
de E: ZC Z(FE). On utilise les notations suivantes.

(a) On note %, la classe des unions dénombrables d’ensembles de % :

Ry = { U An;Ane%,neN}.

neN
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(b) On note %5 la classe des intersections dénombrables d’ensembles de Z :

%:{ ﬂAn;Ane%,neN}.

neN

(c) On note simplement %, la classe d’ensemble (%o )s. De méme, on note simplement %Zs. la classe d’ensemble (%s) ..

(d) Soit E’, un ensemble non-vide et soit Z' C Z(E’). On note
R xR ={AxB; Ac#, BEZX'}
qui est la classe produit (a ne pas confondre, lorsque Z et %’ sont des tribus avec la tribu produit).

(e) Soit S un espace topologique. On note ¢ (.5) la classe de ses sous-ensembles compacts. |

Soient E et E’, deux ensembles non-vide. Soit f : £ — E’, une fonction. Soit A C E et soit B C E’. On rappelle les notations
suivantes :

F(A) = {f();x€A} et f(B)={ceB: f(x)eB}.

On rappelle également les faits suivants : soient B; C E’, i € I, une famille de sous-ensembles de E’. Alors

T (UB)=Usr @ a7 (NB) =N B (A31)

iel

On rappelle également que pour toute famille A; C E, j € J, de sous-ensembles de E, on a

f(Ua)=Uray e 1(Na)cNra, (A.32)
jeJ

JEJ jeJ jed

Attention : I’inclusion dans (A.32) est stricte en général (il suffit de prendre f constante a la valeur y, A; et A2 non-vides et disjoints et
onaalors f(A1NA2) =0, alors que f(A1) = f(A2) ={y}). Les relations (A.31) montrent que les opérations ensemblistes élémentaires
commutent avec la pré-image et lorsqu’on veut transporter une structure (tribu, mesure ou topologie par exemple), on observe que c’est
la notion de pré-image qui est utilisée : voir la définition d’une fonction mesurable, d’une mesure image, d’une fonction continue,
etc. En revanche, le fait que I’image d’une intersection d’ensembles ne coincide pas avec I’intersection des images a de nombreuses
conséquences : I’image d’un ouvert par une fonction continue n’est pas un ouvert, I’image d’un borélien par une fonction mesurable
n’est pas nécessairement mesurable, etc.

Les ensembles analytiques, introduits plus bas, permettent de comprendre les propriétés de 1’image directe d’ensembles mesu-
rables. Une idée importante qui sous-tend les définitions liées aux ensembles analytiques est d’utiliser les ensembles compacts qui se
comportent relativement bien par image directe : rappelons par exemple que ’image continue d’un compact est un compact. Aussi
avant d’introduire les ensembles analytiques, nous rappelons brievement quelques propriétés des compacts que nous utilisons dans la
suite de cette section.

La propriété essentielle qui est utilisée est celle des "compacts emboités"
topologique métrisable ; soient K,, C E/, n €N, des ensembles compacts ; alors

que nous rappelons comme suit : soit £, un espace

(VneN, Kom...mKn7é®):>(ﬂKn¢@) (A33)

neN

Pour exploiter cette propriété pour des ensembles qui ne sont pas nécessairement compacts, on considére des ensembles produits avec
un espace compact : le lemme suivant, qui est utilisé dans la suite, illustre cette idée, a la base de la définition des ensembles analytiques.

Lemme A.7.2 Soit E, un ensemble non-vide. Soit # C P (E), une classe de sous-ensembles de E. On suppose que ) € Z et que
Z est stable par unions finies. Soit S, un espace topologique compact métrisable et on rappelle que ¢ (S) désigne la classe de ses
sous-ensembles compacts. On pose

%”:{ | KoxA4,; NeN, ¥pe{o,...,N}, K,e#(S), Ape,%’} (A34)

0<p<N

qui est la classe des unions finies d’ensembles de # (S)xZ. On note 7: (x,y) € SXE — y € E, la projection canonique sur E. Alors,

VB, €A, nEN tels que Bui1C By, (] 7(Ba) = 7r( N Bn) . (A.35)
neN neN
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Preuve : par (A.32), on a ([, cy Br) CNyen T(Bn). Si,cn 7(Bn) = 0, alors (A.35) est vérifiée trivialement. On suppose donc
N,.en 7 (Bn) non-vide et on fixe y €, .y 7(Br). Comme By, € 2, il existe N, €N, des compacts K., , € % (S) et des ensembles
Anp€#,0<p< Ny tels que Bn =< ,<, Kn.pXAn,p. On fixe ensuite n € N et on pose

Un = {u=(uo,. .., un) N W5 €40, o}, wy <N, y € () Ajuy et () Koo, 20} -
0<j<n 0<j<n

Comme y € 7(By,), il existe z, € S tel que (zn,y) € By si bien qu’il existe up, € {0,..., Ny} tel que y € Ap u,, €t Tp € Kp uy, -
Soit j € {0,...,n}, comme B,, C By, (zn,y) € B; et il existe donc u; € {0,...,N;} tel que y € Aj., et x5 € Kju,;. Donc

Tn €(No<j<n Kiuy» quin’est pas vide et y €y <, Aj,u; - Autrement dit (uo, . .., un) € Un.

On a donc montré que pour toutn €N, Uy, n’est pas vide. On pose U :=J,, .y Un, qui est donc un ensemble infini. On construit une
suite d’entiers (vn )nen récursivement de la maniére suivante : comme U est infini, il existe nécessairement un entier vo € {0, ..., No}
tel qu’une infinité de suites de U commencent par le terme vg ; supposons construits vo, . . ., vy, : il existe nécessairement un entier
Un+1 €40, ..., Npy1} tel qu'une infinité de suites de U aient pour premiers termes (vo, . . . , Un+1). La suite (vn )nen ainsi construite
est telle que pour tout n €N, (vo, . .., vn) € Un, c’est-a-dire

VneN, [(Kju;#0 et ye()Aju, -
0<j<n 0<j<n

On adonc y €,y An,vy, et par le principe (A.33) des compacts emboités,
et on voit que (z,y) €(), ey Bn et on a bien 7(z,y) =y. Donc y € ([
qui permet de conclure.

nen Ko, 7 0. On peut done choisir € (), g Kn, vy,

By,). Cela montre que (), T(Bn) C7(,,en Bn)s ce
]

neN neN

On utilise le résultat suivant sur la topologie compacte métrisable.

Lemme A.7.3 Soient (Sy, dy), n €N, des espaces métriques compacts. On pose S = [, .y Sn et pour toutes suites s = (sn)nen,t =
(tn)nen dans S, on pose

d(s,t) =Y 27" (L Adn(sn,tn)) -

neN
Alors (S, d) est un espace métrique compact et la topologie engendrée par d est la topologie produit sur S. De plus, si pour tout n €N,

K, est un compact de Sy, alors HneN K, est un compact de S.

Preuve : il s’agit d’un résultat élémentaire de topologie métrique dont la preuve est laissée en exercice. (]
Ensembles analytiques. Les ensembles analytiques en général sont introduits de la maniére suivante.

Définition A.7.4 (Ensembles analytiques) Soit E, un ensemble non-vide. Soit Z C Z?(E), une classe de sous-ensembles de F. On
suppose que @ € Z. On rappelle les notation de la définition A.7.1.

e Un sous-ensemble A C E est dit Z-analytique s’il existe un espace topologique S compact métrisable et un ensemble B € (£ (S) X
RX)os telque m(B) = A,oum: (s,7) €ESXFE — z € FE désigne la projection canonique de S x F sur E.

e On note X(#) la classe des ensembles Z-analytiques. ]

On observe que dans cette définition, I’espace .S dépend de A. Comme déja mentionné, la définition des ensembles analytiques permet
en quelque sorte d’importer sur des espaces dépourvus de topologie certaines propriétés compacts.

Remarque A.7.5 Soit A€ X(Z). ll existe D € Z. tel que AC D. En effet, il existe un espace topologique S compact métrisable et il
existe C,m X An,m, m,n €N, ol Cy,m est un compact de S et A, . € Z tel que si on pose B = [, .y U nen Cnom X An,m, alors

A = n(B) ol 7 désigne la projection canonique de S x E sur . On a donc pour tout ng €N, BCJ,,,cny Cng,m X Ang,m et donc

A=n(B) € 7( | Copunx Angn) = |J 7(Crgum X Angim) = | Anoim € %,

meN meN meN

ce qui montre le résultat désiré. ]

Dans la suite du paragraphe, nous discutons de quelques propriétés des ensembles analytiques.

Proposition A.7.6 Soit E, un ensemble non-vide. Soit Z# C P (E), une classe de sous-ensembles de E. On suppose que ) € Z. Alors,
d’une part Z C X(R) et X2(X) est stable par union dénombrable et par intersection dénombrable.
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Preuve : soit A € Z. Soit S n’importe quel espace topologique compact métrisable. Il est clair que S X A € (£ (S) X #)ss. Or la
projection sur E de S x A est A. cela montre donc que A € X:(Z) et donc que Z C 3X(Z).

Montrons ensuite que X(%) est stable par intersection dénombrable. Soient A,, € 3(Z), n € N. Pour tout n € N, il existe
donc un espace topologique Sy, compact métrisable, et B, € (£ (S,) X #)os tel que A, est la projection de B,, sur E. On écrit
By = Myen Usen Ko X A% oo avec Ay € X et Ki p € K (Sn). Onpose S:=]],, . Sn, muni de la topologie produit. Le lemme
A.7.3 implique que S est un espace topologique compact métrisable. On pose Crn = (Ve Upen (K% e X [L em ny Sa) X Ak ¢ qui
appartient clairement a (£ (S) X Z),s. Par conséquent, [, .y Cn € (' (S) X #) 6. On note 7 la projection canonique de S x E sur

E et on vérifie ensuite 1’égalité suivante qui, combinée avec I’argument précédent, entraine immédiatement que (), .y An € £(Z) :

() Cn) =) An (A.36)

neN neN

Preuve : soity € [,y An; pour tout n €N, y € A, et il existe z,, € S, tel que pour tout k € N,on trouve £y, , tel que x,, € Ky,
ety€ Ay, . PourtoutneNettout k€N, onadonc ((q)gen, y) € Kity, , X AR,  etdonc pour tout n €N, ((24)gen, y) € Cn,

c’est-a-dire ((x4)gen,y) € N,eny Cn- Donc y € 7((,,cn Bn). Cela montre que (), oy 7(Bn) = Nyen An C 7(N,en Bn)- Par
(A.32), on en déduit (A.36). O

Montrons la stabilité par union dénombrable : on conserve les mémes notations. On note S° = [, Sn, 'union disjointe des
ensembles S,,, en effectuant les identifications ensemblistes nécessaires pour que S, soit vu comme un sous-ensemble de S°. On munit
S de la topologie engendrée par les topologies des .Sy, : c’est la plus petite topologie contenant les ouverts des S,,. On vérifie que S°
est un espace topologie localement compact a base dénombrable. Soit 9 ¢ S° : il existe une distance d sur S := {9} U S° telle que
(S, d) soit un espace métrique compact et telle que la topologie induite sur S° soit celle d’origine; cela implique notamment que la
topologie d’origine de chaque S, soit la topologie induite par d sur S,,. Un compact de .S,, est donc un compact de S. On rappelle que
By, s’exprime par comme By, =(,,,cyy Bn,m avec By,m € (H (Sn)X#)o C (K (S)XZ)o. On peut voir B, comme un sous-ensemble
de S x E. Comme les S, sont deux-a-deux disjoints dans S, les B,, sont deux-a-deux disjoints dans S x E, ce qui implique que

UB=U N B = N U B

neN neNmeN meNneN
Or U,,cny Brym € (H(S) X Z#)o. Donc U, o B € (' (S) X #)ss. On note 7 la projection canonique de S x E sur E et par (A.32),
T(Upen Bn) = Unen 7(Bn) = U, en An, ce qui montre que |, Ar est analytique. [ ]

Lemme A.7.7 Soient E, E' deux ensembles non-vides. Soit # C P (E), tel que 0 € Z. Soit #' C P (E"), tel que D€ X' Alors on a
S(B)xX(R) CE(RBR <R .

Preuve : on vérifie immédiatement que X(Z) X Z' C X(Z X Z'). De méme, Z x L(%') C S(Z x #'). La stabilité des ensembles
analytiques par union dénombrable (proposition A.7.6) implique que

S(B)X Ko CE(RXR) et RBoxT(R)CI(EXR). (A37)

Soient A€ (%) et A’ € ©(#'). La remarque A.7.5 implique I’existence de B € %, et de B’ € %), telsque ACBet A’CB.Ona
donc AXB' €X(Z)x Ry et BXxA' € By x X(Z'). Donc par (A.37),ona AxB' € S(Zx%Z') et Bx A' € S(# x #'). Comme les
ensembles analytiques sont stable par intersections dénombrables (proposition A.7.6), on a

AxA' = (AxBYN(BxA) € S(Z#xZ') ,

ce qui permet de conclure. |

Lemme A.7.8 Soit (So, do), un espace métrique compact. Soit E, un ensemble non-vide et soit Z C P (E), tel que ) € Z. On note
la projection canonique de So X E sur E. Alors, pour tout A€ X(# (So) X Z), m(A) € B(Z).

Preuve : soit A € £(J(So) x Z). 1l existe (.9, d), un espace métrique compact et il existe B € (£ (S) X (# (So) X Z))os tels que
A = 7'(B), ot 7’ est la projection canonique de S X So X E sur Sy x E. On note 7' la projection canonique S x Sy X E sur E : on
an"(B) = m(A). On observe ensuite que % (5) x £ (So) C # (S x So), donc B € (£ (S x So) X Z)+s, ce qui implique donc que
m(A) €X(Z) car S xSy est métrisable compact. |

Lemme A.7.9 Soit E, un ensemble non-vide et soit # C P (E), tel que D € Z. Soit # C .7 CE(#). Alors £(S) =X(Z%).
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Preuve : clairement (%) C () C 3(3(Z)). Soit A € £(X(#)). 1l existe S, un espace compact métrisable et B € (¢ (S) x
3(Z))es tel que A est la projection de B sur E. Or la proposition A.7.6 montre que ¢ (S) C 2 (.2 (S)), le lemme A.7.7 implique que
S(H(S))xE(R) CE(H (S)xZ). Donc H (S)XX(#) CX(# (S)xZ). La proposition A.7.6 montre que les ensembles analytiques
sont stables par unions et intersections dénombrables. Donc (£ (S)XX(Z)) s CX(H (S)XZ). Donc B € X(# (S)X%#). Le lemme
A.7.8 implique alors que la projection de B sur E, qui est A, est un ensemble Z-analytique. Donc X(X(%)) =X(Z), ce qui implique
le résultat voulu. |

Proposition A.7.10 Soit F, un ensemble non-vide et soit # C P (E), tel que ) € %. On suppose que
VAe %, E\Ae€X(Z).
Alors o(R) CE(R).

Preuve : on pose & = {A € X(Z) : E\A € X(Z)}. Par hypothese, Z C &. Grice a la proposition A.7.6, on vérifie que & est une
tribu, ce qui permet de conclure. |

Théoréme A.7.11 On note A([0, c0]) les boréliens de [0, co]. Soit (2, .F), un espace mesurable. Alors

AB([0,00])®@.F C L(H# ([0, 00]) x.F) (A.38)
Soit 7 : [0, 00] x Q — Q la projection canonique. Alors,

VBeB([0,))®.F, n(B)eS(F). (A.39)

Preuve : on a o(# ([0, 00]) x F#) = Z([0, >0]) ®.%. Le complémentaire de tout compact de [0, o] est une union dénombrable de
compacts. Soit K x B € .7 ([0, 00]) X .%#. Donc

([0, o0 x D\ (K x B) = (([0, 00\ K) x ) U ([0, 00] x (N\B)) .
On en déduit que ([0, co] x Q)\(K x B) € (£ ([0, 00]) X .F)o. Or par la proposition A.7.6 et le lemme A.7.7 on a
H ([0, 00]) X (A ([0, 00])) x B(F) C (A ([0, 00]) X F)

etcomme X (7 ([0, 0] )x.%) est stable par union dénombrable (proposition A.7.6), on en déduit que (7 ([0, 00])x.F ) C Z(# ([0, 00] )x
). Par conséquent les ensembles de 7 ([0, 0o]) X .Z et leurs complémentaires sont dans 3(.2" ([0, 0o]) X .%) : la proposition A.7.10
implique que o (. ([0, o0]) X .7 ) C X(# ([0, 00]) X F). Or o(# ([0, 00]) X F) = AB(]|0, 00]) ® F, ce qui implique (A.38).Enfin,
(A.39)est une conséquence immédiate du lemme A.7.8 avec Sy = [0, co]. ]

Capacités de Choquet. Nous donnons ici la définition d’une capacité de Choquet, qui étend dans un cadre général la notion de
capacité newtonienne en théorie du potentiel classique, issue de 1’€électrostatique.

Définition A.7.12 (Capacité de Choquet.) Soit E, un ensemble non-vide et soit Z C P (FE), tel que ) € Z et qui est stable par
intersections et unions finies. Soit I : Z?(E) — [—o00, o], une fonction d’ensembles. On dit que c’est une #Z-capacité de Choquet si
elle satisfait les conditions suivantes.

(a) I est croissante pour I’inclusion : pour tous AC BC E,ona I(A)<I(B).
(b) Pour tous A, CE, tels que A, CApny1,n € Nyona (U, cy An) = sup, ey 1(An).

(¢) Pour tous By, € Z tels que Bny1 C Bn,neN,ona (), oy Bn) = infrnen I(By).

Un sous-ensemble A de E tel que

I(A) = sup I(B), (A.40)
BEZs
BCA
est dit I-capacitable. |

L’exemple suivant est celui qui est utilisé par la suite.
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Exemple A.7.13 Le lecteur est invité a lire les sous-sections A.4 (page 278) et A.4 (page 283) sur les mesures extérieures associées
a des mesures positives et la section A.2, en appendice page 274 sur la complétion d’espaces mesurés. Résumons le contenu de ces
sections. Soit (E, &, 1), un espace mesuré.

e Complétion. L’ensemble des -négligeables est défini par .4, := {ACE : 3B€ &, AC B, u(B) =0}. La p-complétion de la
tribu & est la tribu &+ := a(é” , /Vu) Le théoréme A.2.3, page 274, montre qu’il existe une unique mesure positive iz : & — [0, oo]
telle que pour tout A€ &, fi(A) =p(A). Par la suite, on note p I’'unique extension de p a &*, mais pour cette section, nous gardons la
notation z pour cette extension, par souci de clarté.

® Mesure extérieure associée a p. Pour tout X C E, on pose ensuite
,u*(X):inf{Zp(An); Aneé”,neN:XcuAn}. (A41)
neN neN

Le théoréme A.4.9 de Carathéodory (o ’algébre <7 est la sigma-algébre &) page 282, implique que p* est une mesure extérieure :
¢’est-a-dire, selon la définition A.4.1 des mesures extérieures, page 278, pu*(0) = 0 et

p(A) <> p*(Bn), ACE, B,CE,neN: Ac|J Bn.

neN neN
On rappelle la définition A.4.2, page 278, des ensembles mesurable p*-mesurables : B C E est dit ;*-mesurable si
VXCE, p"(X)=p"(XNB)+u (XN(E\B)).

On note & (u*) la classe des ensembles mesurable. Le théoréme A.4.3, page 279, implique que & (1*) est une tribu et que la restriction
de pu* a &(p*) est une mesure positive. Le théoreme A.4.12, page 283, implique que

(E, gu’ﬁ) = (&, é‘)(u*)ju*) : (A.42)
Par ailleurs, 11" est une mesure extérieure réguliere, ¢’est-a-dire que
VXCE,dBe& : XCB et p*(X)=p"(B)=pnB). (A.43)

En effet, 1a définition (A.41) implique I’existence A, € &, p,n € N tels que X C |J,, oy Ap,n pour tout p € N et p*(X) =
limy—c0 D, ey #(Ap,n). Pour tout p € N, on pose Cp := J,eyApn> Bp = CoN...NCpet B = ) 4 Cp. On a donc
X C BC By C Cpetdonc

peN

et donc p* (X)=up*(B)=pu(B), ce qui montre (A.43).

On en déduit le lemme suivant.

Lemme A.7.14 Soit (E, &, 1), un espace mesuré. Soit u* : P (E) — [0, 0o] la mesure extérieure définie par (A.41). Alors ™ est une
&-capacité de Choquet.

Preuve : ;1* est croissante pour I’inclusion. Soient B;, € & tels que By, 11 C B, n€N. Alors B:=(), en Bn €&. Comme p* restreinte
a & est la mesure p, on a bien pu* (B)=u(B)=infpen p(Br) =infren p* (Br), ce qui est propriété (c) des capacité de Choquet.
Montrons la propriété (b) : soient X, C E, tels que X, C X411, n € N. On pose X := J,,cjy Xn. Comme 11" est croissante
pour inclusion, " (Xp) < " (Xny1) < p"(X) et on a donc sup,, ¢y ™ (Xyn) < p”(X). Comme ™ est réguliere (c’est-a-dire que
u* satisfait (A.43) il existe B, € &, n € N tels que p*(X,) = u(Br) et X, C By. On pose 4, = ﬂpZn B,. Comme & est une
tribu A, € &. Par ailleurs, on a X, C A, C Byp. On pose A := J,,c An. On a clairement X C A. Comme p* est croissante
pour I'inclusion, on en déduit que p*(X,) = p*(An) = pu(Ax). Les propriété s élémentaires des mesures positives impliques que
sup,,en #(An) = p(A) > p*(X), et donc sup,, cn ™ (Xn) > p*(X). On a donc donc sup,, oy 1" (Xn) = 1" (X). Cela termine la
preuve du fait que p* est une capacité de Choquet. |

Ce lemme montre qu’une capacité de Choquet généralise en quelques sorte la notion de mesure extérieure. O

Nous montrons ensuite quelques propriétés générales des capacités de Choquet et des ensembles capacitables.

Lemme A.7.15 Soit E, un ensemble non-vide et soit Z C P (E), tel que ) € Z et qui est stable par intersections et unions finies. Soit
I: Z(E) — [—o0,00], une Z-capacité de Choquet. Alors les ensembles de %5 sont I-capacitables.
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Preuve : soit A € #,s. Si I(A) = —o0, alors il est clairement [-capacitable. Supposons que I(A) > —oo. Alors il existe A, € %o,
n € N tels que A =",y An. Par ailleurs, pour tout n € N, il existe A7, ,, p € N tels que A, = UPGN A7, - Sion pose Ay, p =
A, oU...UA, ,,onad une part Ap p C An py1, An = U,en An.p €t puisque Z est stable par unions finies, on a An , € %, pour
tout n, p € N. on a donc

Anp€R, AnpCAnpi1, An=|JAnp, et A=) An.

peEN neN

On fixe a € | — o0, I(A)[. On montre par récurrence le résultat suivant :
dB,e€Z, neN : B,CA, et I(Cp)>a ot Cph:=ANByN...NB,. (A.44)

Construisons d’abord Bo. Comme A C Ag,ona AN Ag = A etdonc I(A) = I(AN Ag) = sup,ey I(A N Ao,p), par la propriété
(b) des capacités de Choquet. Il existe donc po € N tel que I(A N Ao p,) > a. On peut donc poser Bg := Ao, p,. Supposons construits
Bo, . .., By, satisfaisant (A.44). On a donc Cy, N Apy1=Chp et I(Cn) =I(Cr N Apt1) =sup,ey [(Cn N Ani1,p), par la propriété
(b) des capacités de Choquet. Il existe donc pp41 € N tel que I(Cr N Apy1,p,, ) > a et pn peut poser Bypy1:= Ant1,p,,. Cela montre
(A.44) par récurrence.

On pose ensuite By, := BoN...N By, et B:=[), .y Bn. Onabien B € %s. Comme B, C Ap,ona B=(, .y Bn C(,,cy An =A.
Comme C,, C By, ona I(B;,) > a; comme Z est stable par intersections finies on a également B;, € %, n € N et la propriété (c) des
capacités de Choquet implique que I(B) =inf,en I(B;,) > a. On a montré que pour tout A € %5, et tout a € | —oo, I(A)] il existe
BeZ%, tel que BC A et I(B) > a. Cela entraine bien (A.40), c’est-a-dire cela montre que A est -capacitable.

On rappelle ensuite le lemme A.7.2 qui est utilisé dans la preuve du lemme suivant.

Lemme A.7.16 Soit E, un ensemble non-vide. Soit # C P (E), une classe de sous-ensembles de E. On suppose que ) € Z et que X#
est stable par unions et intersection finies. Soit I : P (E) — [—00, 00|, une %#-capacité de Choquet.

Soit S, un espace topologique compact métrisable et on rappelle que ¥ (S) désigne la classe des sous-ensembles compacts. On
note ¢ la classe des unions finies d’ensembles de # (S) X & comme définie en (A.34). On vérifie que J est stable par unions et
intersections finies. On note 7 : (x,y) € SX E — y € E, la projection canonique sur E.

On définit J : P(Sx E) — [—00, 00|, une fonction d’ensembles sur S x E en posant

VBCSxE, J(B)=I(x(B)). (A.45)
Alors J est une J€-capacité sur S X E.

Preuve : il est clair que .J est croissante. Soient A, C An+1 C Sx E, n€N. Par la premiére relation de (A.32), on a (| J,,cy An) =
Unen 7(Ax) et la propriété (b) des capacités appliquées a I entraine que J (U, An) =sup, ey J(An), c’est-a-dire que J satisfait
également la propriété (b) des capacités. Soient B,, € 5, n €N tels que By, +1 C By,. Comme B, est une union finie d’ensembles dans
H(S) X Z et puisque Z est stable par unions finies, il est clair, par la premiére relation de (A.32), que 7(By) € Z. La propriété (c)
des capacités appliquée a I implique alors que infpen J(By)=infren I(7(Bn))=I(, cy 7(Bx)). Or le lemme A.7.2 implique par
ailleurs que (), .y T(Bn) =7(,,cn Bn) et on adonc infren J(Bn) =I(7(),,cy Brn)) =J(,,cny Br)- Cela montre que J satisfait
la propriété (c) des capacités et cela permet de conclure. |

On peut maintenant montrer le principal théoréme sur les capacités de Choquet, a savoir le théoreme de Choquet.

Théoréme A.7.17 Soit E, un ensemble non-vide. Soit # C P (E), une classe de sous-ensembles de E. On suppose que ) € X et
que X est stable par unions et intersection finies. Soit I : P(E) — [—00, 0|, une Z-capacité de Choquet. Alors les ensembles

Z-analytiques sont [-capacitables :
VAeX(Z), I(A)= sup I(B).

BERs

BCA
Preuve : soit A € 3(%). Par définition, il existe un espace topologique .S, compact métrisable, et il existe B € (JF(S) X #)os tel
que w(B) = A, ou 7 désigne la projection canonique de S x E sur E. On note 7 la classe des unions dénombrables d’ensembles
de 2 (S) x E. 1l est clair que 5 = (A (S) X #)os et donc B € 5. On définit la fonction d’ensembles J sur S x E par (A.45).
Le lemme A.7.16 imlique que J est une .7/-capacité. Le lemme A.7.15 appliqué a J et .77, implique que tout ensemble de 775 est
J-capacitable : en particulier B est J-capacitable. Donc pour tout £ > 0, il existe D € % tel que D C B et J(D) > J(B) —e¢,
c’est-a-dire I(mw(D)) > I(A)—e car par définition J(B)=1I(w(D)) et J(B)=1I(n(B))=1(A).

Puisque D € J, il existe D}, € 5, n € N, tels que D = [, oy D On pose alors Dy, := D§ N ... N Dy,. Puisque ¢ est

stable par intersection finies (car % I’est, une intersection de compacts est compacte et une intersection d’ensembles produits est un
ensemble produit), on a Dy, € S, Dpy1 C Dy et (), cy Dn = D. D’une part, le lemme A.7.2 appliqué aux D,, implique donc que
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(D) =m(N,en Pn) =, e 7(Dn). Dautre par comme Dy, € 2, il s’écrit Dn = J, <.« yy Kp X Ap, avec K, compact de S et
Ap €. Donc m(Dr) =Jy<p<n Aps ce qui montre que 7(Dy,) € Z car Z est stable par unions finies. Comme 7(D) =, .y 7(Dn),
et 7(Dy) €Z, on en déduit que 7 (D) € Zs. Par ailleurs comme D C B, ona (D) Cw(B)=A.

En résumé, pour tout € > 0, on a trouvé 7(D) € %s tel que w(D) C A tel que I(mw(D)) > I(A)—e, ce qui implique que A est
I-capacitable. |

neN

On déduit du théoreme de Choquet le théoréme suivant montrant que les ensembles analytiques sont dans la tribu complétée par
n’importe quelle mesure sigma-finie.

Théoréme A.7.18 (Mesurabilité universelle des ensembles analytiques) Soit (E, &, 1), un espace mesuré. On suppose p finie. On
note &, la tribu & complétée par les p-négligeables. Alors, les ensembles &-analytiques sont dans &" :

(&) c et

Preuve : soit A € 3(&). On note * la mesure extérieure associée a © comme définie par (A.41). C’est une mesure extérieure réguliere,
comme montré au (A.43) : il existe donc B € & tel que AC B et " (A) = u(B). Le lemme A.7.14 montre que 1 est une &-capacité
de Choquet. Le théoréme A.7.17 de Choquet implique alors que A est ™ -capacitable : il existe donc C), € &5, n €N tels que C, C A
et u*(Cpn) + 27" > p*(A). Or d’une part, comme & est une tribu, elle est stable par intersections dénombrables, donc &5 =&, et donc
Cp € &. D’autre part comme p* coincide avec p sur &, on a ™ (Cy) = u(Cy), et donc p(Cr) + 27" > p* (A) pour tout n € N. On
pose alors C' := J,,cy Cn. On adonc C € & et C C A. Comme C,, C C, ona u(C) + 27" > pu(Cyr) + 27" > p*(A), pour tout
n € N. Donc u(C) > p*(A). Or comme p* est croissante pour I’inclusion, comme p* coincide avec p sur & et comme C' C A, on a
w(C)=p"(C)<pu*(A). Cela montre finalement que p(C)=p*(A).

Pour résumer, on a montré qu’il existe C, B € & tels que C C A C B tels que (C) = p*(A) = pu(B). On pose N = A\C. On a
clairement N C B\C. Or B\C € & et comme p est finie, u(B\C) = p(B)—p(C)=0. Donc N est un p-négligeable. Or A=C' U N,
donc A€ &*, ce qui termine la preuve. |

On utilise le théoreme précédent de mesurabilité des ensembles analytiques sous la forme suivante.

Théoréme A.7.19 (Mesurabilité universelle des projections) On note ([0, o0)) la tribu des boréliens de [0, o). Soit (2, 7, P),
un espace mesurable. Soit T la projection canonique de [0, 00] x Q sur Q. On note FF, la tribu F complétée par les P-négligeables.
Alors

VBe%([0,0))®.%, =n(B)eZFT . (A.46)

Preuve : soit B € A([0,00]) ®.%. Le théoréme A.7.11 affirme que 7(B) € X(.%) et le théoreme A.7.18 qui précéde montre que
S(F)cFP. ]

Preuve du théoréme ?? du ""Début''. Nous sommes maintenant 2 méme de prouver les théoréme du "Début". Soit (2, %, P),
un espace de probabilité. Soit (%;):cr, , une filtration sur (€2,.7). Soit A C R+ x 2, que I’on suppose progressivement mesurable par
rapport a (% )ter,, . On rappelle la définition du début de A : On pose

Vwe, Da(w)=inf{teR, : (t,w)eA}

avec la convention que inf () = co. On rappelle que (¥ )icr, est la filtration (%4 )tcr, qui est complétée avec les P-négligeables.
On note 7 la projection de [0, 0o] x €2 sur €.

On fixe ¢ €]0, c0[. Comme A est progressivement mesurable par rapport a (%;)¢cr, , 'ensemble B’ = {(s,w) € [0,t] x Q :
(s,w) € A} estun ensemble Z([0, t]) ®%;-mesurable. Cela implique immédiatement que

B = {(s,w) € [0,00]xQ : s<tet(s,w)cA} = ([0,t[xQ) N B € B([0,00]) 0%, .

Or on remarque que
{weQ : Da(w)<t} =mn(B).

Le théoréme A.7.19 implique donc que {Da < t} € 4F, pour tout ¢t €]0, cc[. Le lemme ?? (i) (page ??) implique que D est un
temps d’arrét par rapport a la filtration continue a droite associée a (%ﬁ)ten@ +- Cela termine la preuve du théoréme du "Début". |
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Annexe B

Bases de la théorie des probabilités.

B.1 Brefs rappels.

On suppose le lecteur familier avec le formalisme des probabilités qui s’appuie sur la théorie de la mesure exposée au chapitre
précédent. Dans la suite on note (€2,.%, P) I’espace de probabilité sur lequel on travaille.
Les deux définitions suivantes n’en sont pas vraiement une : il s’agit plutot d’introduire le vocabulaire probabiliste.

Définition B.1.1 Soit (2,.7, P), un espace de probabilité. Soit (E, &), un espace mesurable. Une fonction X : Q@ — FE qui est
(&, &)-mesurable est plutdt appelée une variable aléatoire (.7, & )-mesurable. On utilise I’abréviation v.a. pour variable aléatoire. [

Notations. Les variables aléatoires sont souvent notées par des lettres capitales scriptes de la fin de ’alphabet X, Y, Z. Soit X : Q —
E, unev.a. (%, &)-mesurable. On utilise la notation suivante

(Xel=X""0)={weQ: X(w)eC,}.

On omet les accolades { } le plus souvent possible. Par exemple on écrit P(X € C) plutdt que P({X € C7}) et on écrit rarement
P(X~!(C)). SiY est une autre variable aléatoire (%, &)-mesurable, pour tout D € &, on écrit

P(X €C;Y € D)aulieude P(X ' (C)nY 1(D)).

Lorsque F = R, C, [0, 00}, [—00, o], RY, et que & est la tribu des Boréliens correspondante, on omet de préciser la tribu de 1’espace
d’arrivée : on parle simplement d’une variable aléatoire .7 -mesurable (réelle, complexe, positive ...).

Définition B.1.2 Soit (2, .%, P), un espace de probabilité.

(a) Soit X :Q2— [0, o0], une v.a. #-mesurable. Son espérance est son intégrale par rapport a P, notée E[X] :

E[X] = / X(w)dP(w) . B.1D
Q
(b) Soit X : © — R ou C, v.a. #-mesurable est dite intégrable si elle est P-intégrable, ¢’est-a-dire que E[|X|] < 00. Son
espérance est son intégrale par rapport a P. On note cette intégrale E[X], c’est-a-dire que 1’on a (B.1). ]
L’espérance est linéaire positive, on a |E[X ]| <E [|X |] On rappelle, avec les notations probabilistes, le fait élémentaire suivant
VAeZ, E[1a]=P(A).

Nous ne répétons pas intégralement les propriétés de 1’esperance puisque ce sont celle de toute intégrale contre une mesure positive.
Nous rappelons qu presque siirement signifie presque partout. Nous énongons les principaux théorémes de passage a la limite sous
I’intégrale avec les notations probabilistes. Ici, (X )n>0 est une suite de v.a. .%-mesurables, a valeurs dans [0, co], R ou C.

Convergence monotone. On suppose les v.a. X,, a valeurs dans [0, oo] et telles que que X,, < X,,41, pour tout n € N. On pose
Xoo = sup,, Xpn. Alors, lim, E[X,] = E[X].
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Interversion positive. On suppose les v.a. X,, a valeurs dans [0, oo]. Alors,

E[ZXH} — S E[X.] .

n>0 n>0
Fatou. On suppose les v.a. X, a valeurs dans [0, co]. Alors,
E[liminf X,,] < liminf E[X,] .
n n
Convergence dominée. On suppose les v.a. X, a valeurs dans C. On fait les hypothéses suivantes.
(a) Il existe une v.a. réelle X telle que lim,, X,, = X p.s.

(b) Il existe une v.a. intégrable Z telle que p.s. | X»| < Z, pour tout n > 0.
Alors, X, est intégrable, lim, E[ | Xy, — Xoo|] = 0, et lim, E[X,] = E[Xo].

Interversion L' . On suppose les v.a. X,, A valeurs dans C. On suppose que ano E [\Xn” < oo Alors, znzo Xy, est une v.a. bie

définie p.s. et intégrable. On a,
E[ZX,L} -3 EIX.].

n>0 n>0

On utilisera souvent le lemme technique suivant qui est une reformulation du lemme A.1.19, page 273.

Lemme B.1.3 Soit (Q2,.7), un espace mesurable et 4 une sous-tribu de F. Soit Z, une v.a. positive 4-mesurable. Alors, 1l existe
Bhn€9 cn€Ry,neNtelsque Z =3, . cnlp,.

Définition B.1.4 (Loi d’une variable aléatoire) Soit (£2,.%,P), un espace de probabilité. Soit (E, &), un espace mesurable. Soit
X : Q — E,une va. (%, &)-mesurable. La loi de X est la mesure image de P par X. Dans ce cours, on la note 1 x et on a donc

vCeé&, ux(C)=P(Xel).

Le théoreme de rransfert implique que pour toute fonction f : E — [0, oo] qui est &-mesurable, on a

E[/(X)] = /Efdux.

Cette égalité reste vraie lorsque f est a valeurs complexes si f(X) est .#-mesurable intégrable, ce qui est équivalent a ce que f soit
L x -intégrable. (]

Par exemple si X est une v.a. complexe .#-mesurable et intégrable, on a E[X]= [, yux (dy).

On utilisera souvent le théoréme suivant qui n’est qu’une réécriture avec des notations probabilistes du théoréme A.1.23, page 274.

Théoréme B.1.5 Soit (0, %), et (E, &) de espaces mesurable. Soit Y : Q — E, une v.a. (F,&)-mesurable. Soit X : Q — R,
une v.a. qui est bornée et mesurable par rapport a o(Y'), la tribu engendrée par Y. Alors il existe une fonction F : E — R qui est
&-mesurable bornée telle que X = F(Y).

Preuve : il s’agit du théoreme A.1.23, page 274. |

Fonction caractéristique (transformée de Fourier des lois).

Définition B.1.6 (Fonction caractéristique d’une v.a.) oit X :  — R"™, un vecteur aléatoire .7 -mesurable. Sa fonction caractéristique
est la transformée de Fourier de sa loi, ¢’est-a-dire

VueR”, fix(u) = E[¢/™] .
On rappelle que fix : R™ — C est continue et que |ux (u)| < x(0) = 1. O
On rappelle les propriétés de la transformée de Fourier, et donc des fonctions caractéristiques, en termes probabilistes.
Théoréme B.1.7 (Injectivité) Soit (Y, . F', P'), un espace de probabilité et soit Y : Q' — R", un vecteur aléatoire F'-mesurable.
Alors X et 'Y ont méme loi ssi leurs fonctions caractéristiques sont égales, c’est-a-dire

ﬁx:ﬁY<:>/Lx:MY-
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Théoréme B.1.8 (Inversion) Soit X : Q — R", un vecteur aléatoire .7 -mesurable. On suppose que fRn | | dr < oo. Alors la loi
de X admet la densité suivante

VxER", p(x) = (2m) " / &= i (w) dbn ()

n

qui est continue et tend vers 0 en 'infini.
Variance et covariance.
Définition B.1.9 (Covariance de deux v.a. réelles) Soient X, Y, deux v.a. réelles .%-mesurables. On suppose qu’elles admettent un
moment d’ordre 2. L’inégalité de Holder implique que XY est intégrable et on pose
cov(X,Y)=E[XY] - E[X]E[Y].
o Cette quantité est appelée la covariance de X et Y. On vérifie facilement que

cov(X,Y) = E[(X—E[X])(Y —E[Y])] .

o La variance de X est var(X):=cov(X, X) =E[(X —E[X])?]|=E[X?] - (E[X])%.

o (Matrice de covariance d’un vecteur aléatoire) Plus généralement, soit X = (X1,...,X») : © — R", un vecteur aléatoire .7-
mesurable. On dit qu’il admet un moment d’ordre 2 si E[||X||?] < co. Cela implique que les X} admettent des moments d’ordre 2.
Cela permet de poser

Fx = (COV(XZ',X]'))

1<ij<n
Cette matrice carrée n X n est appelée la matrice de covariance de X. (]
Proposition B.1.10 X = (X1,...,X,) : Q@ — R", un vecteur aléatoire & -mesurable admettant un moment d’ordre 2. On note I' sa
matrice de covariance et on note
v = E[X] = (E[Xl], ey E[XnD eR" s

son vecteur moyen. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(¢) Pourtout ueR™,
E[(u,X)] = (u,v) e var((u,X)) = (u,Tu).

Cela implique que (u,T'u) >0, pour tout u€R™ et donc que T" est une matrice symétrique positive.
(#4) Soit M, une matrice réelle n xn. On note M* sa transposée. Alors

Pyx = MTM™ .

Preuve : il est facile de vérifier que E[(u, X)] = (u, v) et que var((u, X)) = var({u,X — v)). On peut donc se ramener au cas
ou E[X] = 0. Dans ce cas cov(X;, X;) = E[X;X}]. Pour tout u=(uy, ...,u,)€R", on a donc

var ((u, X)) = E[(u, X>2] = Z wjur E[X; Xi] = (u,Tu) ,

1<j,k<n

en développant le carré. Cela montre (). Montrons (i%) : par définition de la transposée, (x, My) = (M*x,y), pour tous x,y € R".
Le (z) implique donc pour tout u € R”™,

(u,I'yx.u) = var((u, MX)) = var((M*u, X)) = (M u,I'M u) = (u, MT'M"u)

et il est facile de voir que cela implique (4i). |

Proposition B.1.11 Soit X = (X1,...,X,) : Q@ — R", un vecteur aléatoire ¥ -mesurable admettant un moment d’ordre 2. Alors,
sa fonction caractéristique est C* est on a le développement de Taylor suivant au voisinage de 0 :

Vu=(ur,...,un) €ER", fix(w)=1+i » E[XiJur — 3 > EX;Xp]ujux +o(|[u]?).

1<k<n 1<j,k<n
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Preuve : les X on des moments d’ordre 2. Ce sont des v.a. intégrables. Comme déja mentionné, X ; X sont aussi intégrables. Or on
observe que

2
0. X = Gy Xpe X et 9 WX = 7UjUkaX}g6i<u’X> .

Oug Ou;Ouy,

Le théoreme de dérivation sous 1’intégrale montre alors que

OIX () = i B[Xe 0] et I () oy B X )
duy, Ou;Ouy J J )
ce qui implique le résultat voulu. -

B.2 Indépendance.

Définition B.2.1 (Indépendance d’événements) Soit (2, %, P), un espace de probabilité. On introduit les notions suivantes.
(a) Soient A, B€ .%#. Les événements A et B sont dits indépendants sous P si P(AN B) = P(A)P(B).

(b) Soient Ai,..., A, € .%. Les événements Ay, ..., A, sont dits mutuellement indépendants sous P si pour tout 2 < k < n et
tous 1 <j1 <...<jr<m,on

P(4;, N4, N...NA;) =P(A;)P(A4;,) ... P(4;,)
Iy adonc 2" —1—n égalités a vérifier.

(c) Soit A; € Z,i € I, une famille d’événements. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants sous P si pour tout sous-ensemble
d’indices J C I qui est fini et non-vide, on a
P((4)=]]P@,)).

jeJ jed

On remarque que les (A;);cr sont mutuellement indépendants sous P ssi si pour tout sous-ensemble d’indices J C I qui est
fini et qui compte au mois deux éléments, les événements (A;);cs sont mutuellement indépendants sous P au sens du (b). O
Définition B.2.2 (Indépendance de classe d’ensembles) Soit (2, %, P), un espace de probabilité. On introduit les notions suivantes.

(a) Soient #1,...,%, C Z,des classes non-vides d’événements. Les classes d’événements %1, . . . , %y sont mutuellement indé-
pendantes sous P si

VA1 € %1, ... VA, € Zp, lesévénements Ay, ..., A, sont indépendants.
(b) Soit Z; C Z, 1 € I, une famille de classes non-vides d’événements. Les classes %;, i € I, sont mutuellement indépendantes

sous P si pour tout sous-ensemble d’indices J C I, qui est fini et qui contient au moins deux éléments, les classes (%;) ;e s sont
mutuellement indépendantes au sens du (b). (]

Au vu du point (c) de la définition B.2.1, les classes d’événéments (%;);c1 sont mutuellement indépendantes sous P ssi

V.J C I, J finietnon-vide, VA; € #;,j € J, P([)4;)=]][P4)). (B.2)

jeJt jed
La proposition suivante est une conséquence immédiate des définitions précédentes.
Proposition B.2.3 Soit (Q, %, P), un espace de probabilité. Soit Z#; C ¥, i € I, une famille de classes non-vides d’événements.

Soit I' C I et soient #; C %, i € I', des classes non-vides d’événements. On suppose que les classes d’événements %;, i € I sont
mutuellement indépendantes sous P. Alors il en est de méme pour les classes d’événements %., i€ I'.

Lemme B.2.4 Soit (Q, %, P), un espace de probabilité. Soient %1, . .., %n C F, des classes non-vides d’événements. On suppose
que Q€ Ry, pour tout 1 <k <n. Alors,

R, ..., R indépendants <= YA € %1,...,VAn € Zn, P(A1N...NA,) =P(A,) ... P(A4y).
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Preuve : I’implication = est claire. Montrons I’implication contraire. On suppose donc que
VA1 € %1,... VA, € Zn, P(A1N...NA,) = P(A,) ... P(Ay). (B.3)

Soient By € %1, ...,Bn € %y. 1l faut montrer que les événements By, ..., B, sont mutuellement indépendants sous P : soient
2<k<mnetl<ji<...<jir<n.Pourtout1</<k, onpose Aj, :=Bj, etsijé&{ji1,...,5x}, onpose A; := €, qui appartient a
Z; par hypothese. Par (B.3), on a donc

P(B;j,N...NB;,) = PAiNAN...NA,)
= P(A1)P(A2)...P(A,) =P(Bj,)...P(B;,).
Cela implique que pour tous By € Z1, . . ., By, € %, les événements Bi, . .., B, sont mutuellement indépendants sous P. Les classes
d’événements Z#1, . . . , %y sont donc mutuellement indépendantes sous P. | ]

Théoréeme B.2.5 Soit &; C %, i € I, une famille de pi-systémes. On suppose que les pi-systemes &;, i € I, sont mutuellement
indépendants sous P. Alors, les tribus engendrées o(%;), i € 1, sont également mutuellement indépendantes sous P.

Preuve : au vu de la définition B.2.2 (b), il suffit de prouver le théoréme dans le cas ou I est fini. On choisit donc I = {1,...,n}. On
montre d’abord 1’assertion suivante.

e Pour tous pi-systtmes &; C.#, 1<i<n, on a'implication suivante :
(21,..., 2, mut.ind. sous P) = (o(2}), Z5,..., P, mut.ind. sous P) . (B.4)
En effet, on suppose &7, ..., 2, indépendants, on fixe Ao € 25, ..., A, € P, eton pose
L={Beo(2]):P(BNAN...NA,)=P(B)P(A2N...NA,)}.

On a donc &} C L. On montre facilement que £ est une classe monotone (exercice). Le théoréeme de la classe monotone implique
alors que o (#7) C L et donc que o(#7)=L. Donc, pour tout BEo (1), P(BNA2N...NA,) =P(B)P(A2N...NA,). Mais
comme &5, ..., P, sontindépendants,ona P(A2N...NA,) = P(A2)...P(Ay). On a a donc montré que

VB € o(P}), VAre D5, ... VA, € Z;, P(BNA2N...NA,) =P(B)P(As)...P(A,) .

Le lemme B.3 implique ensuite que les classes d’événements o (47), &5 ..., P, sont mutuellement indépendantes sous P, ce qui
termine la preuve de (B.4).

En appliquant (B.4) a (£f,..., Z) = (Z1,...,Py), on montre que o(1), Pa, ..., P, sont mutuellement indépendants
sous P. Or o (1) est une tribu donc un pi-systéme. On applique alors (B.4) a la suite de pi-systeémes

((@f,,@;) = (322,...“@”,0'(91)),

ce qui montre la mutuelle indépendance des o(P2), &3, ..., Pn,o(P1). Ainsi de suite jusqu'a montrer que o(L1),...,0(Py)
sont mutuellement indépendantes sous P, ce qui termine la preuve. |

Proposition B.2.6 (Indépendance par paquets) Soit [ un ensemble d’indices. Soit I, C I, k € K, une partition de I. Soit (0, %, P),
un espace de probabilité. Soit F; C F, i € 1, une famille de tribus. Pour tout k € K, on pose 9, = o(.F;;1 € Ii,). Alors,

Fi, 1€ 1 mut. ind. sous P = 4, k€ K mut. ind. sous P .

Preuve : pour tout k€ K, on note 7}, la classe des intersections finies d’événements dans | J, I Fi

Pe={AN...NA;neN A,... A, e | ] #}.

i€l

11 est facile de voir que &, est un pi-systeme tel que o () = ;. L'indépendance des tribus .%;, i € I, entraine facilement celle des
P, k€ K. Le théoreme B.2.5 permet de conclure. | |

Soit (E, &), un espace mesurable et X : 2 — E, une v.a. (%, &)-mesurable. On rappelle que la tribu engendrée par X est donnée
par la tribu pré-image de & par X, c’est-a-dire
o(X)={{XeB}; Be&} (B.5)

qui est la plus petite tribu sur 2 rendant X mesurable. On introduit la définition suivante.
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Définition B.2.7 (Indépendance de v.a.) Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soit I, un ensemble d’indices. Pour tout i € I, soit
(Es, &), un espace mesurable et X; : Q@ — F;, une v.a. (%, &;)-mesurable.

On dit que les variables X;, i € I, sont mutuellement indépendantes sous P si les tribus o(X;) C .#, i € I, sont mutuellement

indépendantes sous P. |

La proposition suivante donne plusieurs reformulations de la définition de I’'indépendance des variables aléatoires.

Proposition B.2.8 Soit (Q2,.7, P), un espace de probabilité. Soit I, un ensemble d’indices. Pour tout i € I, on fixe les objets suivants.
e Un espace mesurable (E;, &;) et un pi-systeme €; C &; tel que o(6;) = &.
e Uneva. X; : Q — E; qui est (F, &;)-mesurable et dont la loi sous P est notée p; : p;(B) = P(X; € B), B € &.

Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Les variables X;, i € I, sont mutuellement indépendantes sous P.
(i) Pour tout J C I, fini non-vide et pour tous B; € &, j € J,
P( Nix; e Bj}) ~ [P, eB).
jes jeJ
(#43) Pour tout J C I, fini non-vide et pour tous C; € €;, j € J,

P(N{x ec}) =TIP(x; ecy).

JjeJ JjEJ
(iv) Pourtout J = {j1,...,jn} C I, oil les ji sont distincts,

laloide (Xj,,...,X;,) sous P est puj; @...Q pj,.

(v) Pour tout J C I, fini non-vide et pour toutes fonctions &;-mesurables bornées h; : E; — R, j€ J,

E[T]ri(x)] = TTE[h(X)] -

JjeJ JjeJ

Preuve : au vu des définitions B.2.7 et B.2.2, il suffit de traiter le cas ol [ est fini. On prend donc I = {1, ..., n}. Par définition, (¢) est
équivalent a I’indépendance des tribus o (X;), ¢ € I. Or (B.5) et (B.2) montrent que () < (4¢). L'implication (i) = (i4) est triviale.
Supposons (#i7) : on pose
Pi={{X,€C};Ce%}.

C’est clairement un pi-systeme tel que o (X;) = o(Z%). Or (ii4) signifie que les pi-systemes &, i € I sont indépendants : le théoréme
B.2.5 implique alors que les tribus o(4?;), ¢ € I, sont indépendantes, ce qui implique (7). On a donc montré que (i7i) = () et donc
que (1), (4¢) et (i47) sont équivalents.

On suppose (74). On rappelle ensuite que (1 ® ... ® uyn est 'unique mesure de probabilité sur & ® ... ® &, telle que (11 ® ... ®
tn)(B1 X ... X Bp) = p1(B1) ... pin(Bn), pour tous By € &1, ..., By € &,.Onnote plaloide X = (X1,...,X,). Il est clair
que pour tous By € &1,...,B, € &,

(B, ><...xBn):P(Xele...xBn):P( N {Xjij}).

1<j<n

Or, par (i1), P("N, ;< {X; € B;}) = [[,<;<, P(X; € Bj) = p1(B1). .. pin(Br). Cela entraine donc pt = p1 ® ... @ fin, et
donc (iv). On a montré que (%) = (iv). L'implication (iv) = (v) est une conséquence directe du théoréme de Fubini. L’implication
(v) = (i9) est triviale. |

Pour des variables aléatoires réelles, on obtient le corollaire suivant

Corollaire B.2.9 Soit (X;)ic1, une famille de v.a. réelles F -mesurables. Elles sont indépendantes ssi pour tout {j1,...,jn} CI oil
les ji. sont distincts, et pour tous x1, . ..,Tn € R, on ait

P(le S:Lj; N .;X]'n an) = P(le Sl‘l) N .P(X]'n Sl‘n) .
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Preuve : on applique I’équivalence de (%) et de (4i¢) de la proposition B.2.8 4 (E;, &;) = (R, Z(R) et ¢; = {R}U{]—00,4a]; a € R},
qui est un pi-systeme générant Z(R). |

Les fonctions caractéristiques sont plus adaptées aux sommes de variables indépendantes.
Proposition B.2.10 Soient X : Q — R", 1 < k < p, des vecteurs aléatoires F -mesurables que I’on suppose indépendants. On note
U1, ... pp leurs lois respectives. Alors, la loi pde X := X1 + ...+ X, est p1*...xup etona
VueR", fi(u) =E[¢™X] = E[e'™XV] L E[e ™)) = () ... fip(u) .

Preuve : onnote ¢ : (x1,...,%p) € (R™)? — x1+. ..+ Xp, qui est mesurable car continue. Par définition du produit de convolution
L1*. . *up est la mesure image de (1 ®. . .Qup par ¢. Comme les v.a. X sont indépendantes, la proposition B.2.8 (iv) implique que la
loide (X1,...,X,) est u1®. . .®u,. Par conséquent la loi de X, notée y est bien pi*. . .ku,. Le reste du lemme est une conséquence
de propriétés de la transformée de Fourier des mesures et de la convolution. |

On prouve ensuite le critere d’indépendance suivant.

Proposition B.2.11 Soient X1, ..., X,, des v.a. réelles % -mesurables. Elles sont indépendantes ssi on
Vui,... un €R, E[eMX1totiumdXn] — gletXa] L gletnXn] (B.6)

Preuve : si les variables sont indépendantes, alors la proposition B.2.10 implique (B.6). Supposons (B.6). On note pu la loi de X, et
on note p laloide X = (X7,..., X,), qui est vecteur aléatoire . -mesurable de R". Par injectivité de la transformée de Fourier, (B.6)
implique que p = p1 ®. ..Q Wn, ce qui entraine 1’indépendances des X, par la proposition B.2.8. |

Donnons une conséquence tres utile de la proposition B.2.8.

Proposition B.2.12 Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soient X1, ..., Xn, des v.a. complexes .7 -mesurables intégrables
indépendantes. Alors le produit X1 ... X, est également intégrable et

E[X:...X,] = E[X)]...E[X,]. (B.7)
De méme si X1, ..., X, : Q — [0, 00] sont & -mesurables indépendantes, on a (B.7).

Preuve : par la proposition B.2.8 laloi de X = (X1,..., X,) est le produit des lois des X; : ux = px, ®...® ux,, . Par le théoreme
de transfert et Fubini positif

B[|X1]...[X,]] /R (21] . || iy (d21) - . . pix, (dam)

(/R|$1|HX1 (d:vl)) (/R |1»‘n\,uxn(dxn))
[

E[|X:|].. . E[|XA]]

Cela démontre le résultat voulu lorsque les variables sont a valeurs dans [0, oo]. Si les variables X1, ... X,, sont intégrables, il en est
de méme pour X; ... X, et par transfert et Fubini, on a

B[X,...X,] = / 1 i, (d) - i, (dn) (dn)
R’Vl
= (/Rxluxl(dxl))...(/Ra:nuxn(dxn))
= E[X4]...E[X,],
qui est le résultat voulu. |

B.3 Variables et vecteurs Gaussiens.

Définition B.3.1 (Lois Gaussiennes (normales) en dimension 1) Soient m € R et o €]0,00[ Soit X : © — R, une variable .7 -
mesurable. Cette variable est dite (de loi) Gaussienne, ou encore normale, de moyenne m et de varaince o si sa loi admet la densité
gm,o donnée par

1 (z—m)?
mo() = ———e 20 reR. B.8
gm.o (2) o 7, (B.8)
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On note cela X ~ A (m,?). Sim = 0, X est dite centrée et une variable Gaussienne .4 (0, 1) est appelée Gaussienne standard.
Par commodité, on dit également que X est une loi Gaussienne de moyenne m et de variance nulle si X est presque slirement égal
am. On continue de noter cela X ~ .4#"(m,0). On parle alors de variable Gaussienne dégénérée. g

On vérifie facilement que si X ~ A4 (m, o?),
E[X] = / TGm,o(x)dx =m et var(X)= /(m —m)’gm.o(z)de = o .
R R

Autrement dit la loi de X est entiérement déterminée par sa moyenne et sa variance. On rappelle que go,- (u) = exp(— %0’2712). Cela
entraine facilement que si X ~ A" (m, o),

1,22

Vu€eR, E[e™Y] =[x (u) =gmo(u) =" 27"

11 est facile de montrer que la fonction caractéristique de X s’étend a C, c’est-a-dire que

1.2.2

Vz € C, E[ezx] = Mt 2

Le membre de droite est une fonction analytique sur C dont le rayon de convergence est infini (c’est une fonction entiére). Si on suppose
pour simplifier que X ~ .47(0, o), on vérifie alors

z E[Xn} n 02n n

n>0 n>0
Cela implique que si X ~ .47(0, ), pour tout n €N,

(2n)!

EX*" =0 et E[X*"]= o
nl2m

?"=0""(2n —1)x(2n — 3)x...x5x3x1.

Lemme B.3.2 Soient X1 ~ A (m1, 0'%), coy X o AN (M, Uﬁ) des variables Gaussiennes indépendantes. Soient a1, . .., a, € R.
Alors a1 X1 + ... + anXn ~ AN (m, %) on

m=aimi+...+apnmn et o= (a101)2 +...+ (anan)2

Preuve : on pose X = a1X1 + ...+ an X, et on a pour tout u € R,

E[eiuX] _ E[eialqu} ...E[em""X"] _ eimu—%azuz 7

et 'injectivité de la transformée de Fourier permet de conclure. |
Définition B.3.3 (Vecteurs Gaussiens) Soit X = (X1,...,Xq) : @ — R?, un vecteur .#-mesurable. C’est un vecteur Gaussien si
pour tout u = (u1, ..., uq) € RY, (u, X) = u1 X1 + ... 4+ uqXg est une variable Gaussienne réelle (possiblement dégénérée). [

Le lemme suivant découle immédiatement de la définition.

Lemme B.3.4 Soit X = (X1,...,Xq4) : Q — R?, un vecteur Gaussien. Soit M, une matrice réelle carrée de taille d x d. Alors, le
vecteur aléatoire M X est Gaussien.

Exemple B.3.5 Soient X1, ..., X4, des v.a. réelles indépendantes de loi .#'(0, 1). Alors, X := (X7, ..., Xq) est un vecteur Gaussien.
En effet, On fixe u = (u1,...,uq) € R? et v € R. L’indépendance implique que

fix) () = J] Bl =exp (- 30°(ui + ... +ud)) = exp(—50°|[u]?) .
1<k<d

Cela montre que pour tout u € R?, (u, X) est une variable Gaussienne .#"(0, ||ul|?) par injectivité de la fonction caractéristique. [J

On rappelle les définitions du vecteur moyenne et de la matrice de covariance, ainsi que des formules élémentaires de la proposition
B.1.10 page 305 qui entrainent immédiatement le lemme suivant.
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Lemme B.3.6 Soit X : Q — R? un vecteur Gaussien F-mesurable. On note v, le vecteur moyenne de X et I, sa matrice de
covariance. Alors pour tout u € Rd,

(u, X) est une v.a. réelle Gaussienne de moyenne {u,v) et de variance {(u,I'u).
et donc

fix (1) = E[e' ™)) = fi, x)(1) = exp (i{u,v)— 3 (u,Tu)) . (B.9)

Définition B.3.7 Le lemme précédent montre que la loi d’un vecteur Gaussien X est entierement caractérisée par son vecteur moyenne
v et sa matrice de covariance I'. On note le fait que X est un vecteur Gaussien de vecteur moyen v et de matrice de covariance I" par
X~ (v, F). a

Soit X : © — RY, un vecteur Gaussien . -mesurable de vecteur moyen v et de matrice de covariance T'. On note r le rang de I'
et A\1,..., A, ses valeurs propres non-nulles. Comme I" est symétrique positive, A1, ..., A, > 0. On note A et A les matrices d X d,
diagonales données par

VA0 0 Va0 e 0
o . : 0 :
A : VA : x_ : R YAV

: .0 : .0
0 ... 0 0 0 ... 0 0

AA est donc la matrice I, qui est diagonale et dont les r premiers coefficients diagonaux sont égaux a 1 et les d—r suivants sont nuls.
Comme T est symétrique, il existe une matrice orthogonale O telle que O*T'O = A?, ot O* désigne la transposée de O.

Proposition B.3.8 On reprend les notations ci-dessus. On pose Y := AO* (X —v). Alors
Y =(V\,...,Y,,0,...,0),

oi Y1,...,Y: sont des v.a. réelles indépendantes de loi A (0, 1), qui sont appelées les composantes indépendantes de X. De plus
X =v + OAY.

Preuve : Y est un vecteur Gaussien de vecteur moyen nul. Par la proposition B.1.10 (i7), page 305, sa matrice de covariance I" est
donnée par ~ _ _ L

I = AO'T(AO*)* = AO'TOA = AA’A =1,
OnadoncY ~ 47(0,1,), ce qui montre la proposition. |

Cette proposition implique que toute matrice symétrique positive peut étre la matrice de covariance d’un vecteur Gaussien. Dans
le cas ol cette matrice de covariance est inversible, la loi du vecteur Gaussien correspondant admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, donnée dans la proposition suivante.

Proposition B.3.9 (Densité des vecteurs Gaussiens) Soit X : Q — RY, un vecteur Gaussien .F -mesurable, de vecteur moyenne nul
et de matrice de covariance T' supposée inversible. La loi de X admet la densité suivante par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? :

d 1 1 -1
Vx€eRY, gr(x) = me){p(—g(xf x)) -

Preuve : on reprend les notation précédentes : on pose M = OA, si bien que I' = M M™ et la proposition précédente implique que
X =MY,ouY ~ #(0,1d). Soit f : R* — R, une fonction mesurable. On a donc

B[] = 20 [ AT ) tatay) .

Comme T est supposée inversible il en est de méme pour M et ona det(M) = /det(T) etT'™! = (M~ *)*M~'. Donc | M~ 'x||* =
(x,T'"'x). Le théoréme de changement de variable linéaire implique alors que

U] = rrmgaan IO = o g g 9,

d

ce qui implique le résultat voulu. |
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B.4 Convergence de variables aléatoires.

Convergence en probabilité. On note (Q,.7,P), I'espace de probabilité de référence pour cette section, espace sur lequel
toutes les v.a. mentionnées sont a priori définies, sauf mention explicite du contraire. Soit (E, d), un espace métrique séparable. On
note #(E) la tribu Borélienne. On pose L5 (€2, .%) = {X : Q@ — E, (¥, Z(E))-mesurable }.

Définition B.4.1 (Convergence p.s. et en probabilité) Soient X,, € LE(Q, . F),neNet X € LE(Q, F).
(a) Convergence en probabilité. La suite (X, )n>0 converge en P-probabilité vers X ssi

Ve>0, n11_{][;013((1()(,“X) >e)=0.

(b) Convergence presque siire. La suite (X, )n>0 converge P-presque siirement vers X ssi il existe N € .% tel que P(N) = O et
Vw € O\N,  lim d(X,(w), X(w)) =0.
n— o0

Lorsqu’il n’y a pas ambiguité, on parle seulement de convergence en probabilité plutot que de convergence en P-probabilité et
de convergence p.s.aulieu de convergence P-presque siire. (|

Le théoreme suivant fait le lien entre la convergence en probabilité et la convergence presque siire.

Théoreme B.4.2 Soient X, € L(Q, F), n€Net X € Lg(Q, F). Les assertions suivantes sont vérifiées
(7) Silim, X, = X p.s., alors lim, X,, = X en probabilité.

(43) Silim, X,, = X en probabilité, il existe une suite strictement croissante d’indices (ny)k>o tels que limy, X, = X presque
siirement.

(#41) On suppose que limy, X,, = X en probabilité. Soit Y € Lr(Q, F) tel que I’on ait aussi lim, X, =Y en probabilité. Alors
X =Y presque siirement.

Preuve : on montre (). Supposons que lim, X, = X presque stirement. On pose Y, = 1ig(x, x)>c}- Alors 0 < Y, < 1et
p.s lim, Y, = 0. Par convergence dominée, lim, E[Y,] = 0, c’est-a-dire lim,, P(d(X,, X) > €) = 0. Comme ¢ peut &tre arbitrai-
rement petit, cela montre que lim,, X, = X en probabilité.

Montrons (4z). Supposons que lim, X, = X en probabilité. Par définition, pour tout k € N, il existe py € N, tel que pour
tout n > pg, on ait P(d(Xy, X) > 27%) < 27%. On pose ny = p1 + ... + px et on a bien P(d(X,,, X) > 27%) < 27*. Donc
D ken P(d(Xnk ,X) > 2”“) < oo. Le lemme de Borel-Cantelli implique que presque sirement pour tout k suffisamment grand,
d(Xpn,, X)<27" et donc limy, X,,, = X presque sirement, ce qui prouve (ii). Le point (i77) est une conséquence immédiate du (i7).
Une preuve directe sans utiliser (i) est possible. |

Proposition B.4.3 Soient (E,d) et (E',d'), deux espace métriques séparables. On munit Ex E' de la distance D ((z, '), (y,y')) :=
max (d(z,y),d(z',y")). On rappelle que (E X E', D) est séparable et que la topologie de la métrique D est la topologie produit sur
ExFE'.

Soient Xpn€ Le(Q,.F), X, € Lg/(Q, F), neN, etsoient X' € Lg/(Q, F) et X' € Lg(Q, F). Alors,il y a équivalence entre
les deux assertions suivantes.

(a) lim, X, =X etlim, X, =X’ en probabilité.
(b) lim,(X,, X;,)= (X, X") en probabilité dans (E x E’, D).
Preuve : pour tout € >0, on remarque d’abord que
P(D((Xn, X7), (X, X)) >¢e) < P(d(Xn, X)>¢) + P(d'(X,,X")>¢),
ce qui montre que (a) = (). On vérifie également que
max (P (d(Xn, X)>¢),P(d(X,,X")>¢)) <P(D((Xn, X,), (X, X)) >e),

qui entraine que (b) = (a). ]
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On s’intéresse ensuite aux propriétés de continuité de la convergence en probabilité. Plus précisément, soient (E,d) et (E’,d’),
deux espaces métriques séparables; soit f : F — E’, une fonction (B(E), #(E’))-mesurable. On définit le module de continuité de
f en x de la maniere suivante : pour tout x € F et tout réel § >0, on pose

wy (x,68) = sup {d'(f(y), f(2)); y,2€ B(x,0)} ,

ol B(z,d) :={y € E : d(z,y) < d} est la boule ouverte de centre = et de rayon §. On rappelle que f est continue en z ssi
lims—o wy(x,d) = 0. On montre le lemme suivant.
Lemme B.4.4 Soient (E,d) et (E',d’), deux espaces métriques séparables. Soit f : E — E', une fonction (B(E), B(E'"))-
mesurable. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(2) Pour tout 6 >0, la fonction t € E — wy(z,d) €0, 00 est B(E)-mesurable.

(i5) C:={x€E : f estcontinueenz} € B(E).
Preuve : pour tous réels a, § >0, on pose

Uss={x€E : Jy,z€ B(z,d) telsque d' (f(y), f(2)) >a}.

On voit que Uy s = {z € E : wy(x,0) > a}. On vérifie que U, s est un ouvert. En effet, soit € U, 5. Il existe y, z € B(z, 9)
tels que d'(f(y), f(z)) > a. On pose n = min(6—d(, y),d —d(z, z)). Donc n > 0, et pour tout z. € B(z,7), on a bien d(z.,y) <
d(z«,z) + d(z,y) <0. De méme, d(z+, z) < 0. Donc, y, z € B(z+, d) et on a bien B(xx,n) CUq,s. Cela montre ().

Pour montrer (i), on pose pour tout x € E, g(z) = limsup, wy(x,27"). Par (i), c’est une application %(E)-mesurable. On
remarque ensuite que pour tout pE€ N, et tout 2 € E, wy(z,277') < wy(zx,277). Donc

C={z€F : festcontinueenz} = {er:%ir%wf(x,(i) =0} ={g=0},
—

ce qui termine la preuve. |

Proposition B.4.5 Soient (E,d) et (E',d’), deux espace métriques séparables. Soit f : E — E’', une fonction (B(E), B(E'))-
mesurable. Soient X, € LE(Q, F), neNet X € Lg(2, F). On fait les hypothéses suivantes.

(a) lim, X,, =X en probabilité.
(b) Presque siirement f est continue en X.
Alors limy, f(Xn) = f(Xoo) en probabilité.
Preuve : pour tous réels €, >0, on a
P(d (f(Xn),f(X))>e) =P(d (f(Xn), [(X)) >e;d(Xn, X) <) + P(d' (f(Xn), f(X)) >e;d(Xn, X)>0)
< P(wg(X,6)>¢) + P(d(Xn, X)>6/2).

Donc pour tous €, § >0, I’hypothése (a) implique que limsup,,_, . P(d'(f(Xn), f(X)) >¢) < P(wy(X,d)>¢). Pour tout p€N,
on pose Ap = {wy(X,277)>¢e}. Onadonc Apr1 C Ap et A=) .y Ap C {f n’est pas continue en X }. Donc lim, P(A4,) =
P(A)=0 par I’hypothese (b), ce qui permet de conclure. |

On déduit des deux proposition précédentes les propriétés de continuité suivantes de la convergence en probabilité (bien d’autres

énoncés du méme genre en découlent).
Proposition B.4.6 Soit (E,d), un espace métrique séparable. Soient X, Yn, X,Y € LE(Q, . F). On suppose que limy, 00 Xn =X
en probabilité et lim,,_,c Yn =Y en probabilité. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) SiE= R*, alorslim, X, +Y, =X +Y en probabilité.

(#1) Si E =RouC, alorslim,, X,,Y, = XY en probabilité.

(tit) SiE=RouCetsip.s.Y #0, alors lim,, X,,/Y,, = X/Y en probabilité.

)

(iv) Si E = [—00,00], alors limp, X ANYn = X AY etlim, Xn, VY, = X VY en probabilité.
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Preuve : la proposition B.4.3 implique que lim,, (X,,Y;) = (X,Y") en probabilité dans £2. On applique ensuite la proposition B.4.5
aFE =R", et f(z,y) = x + y pour obtenir (i), 2 F = R ou C et f(x,y) = xy pour obtenir (i1), & f(x,y) = x/y qui est continue sur
Cx C* pour obtenir (i7), et enfin a E = [—o00, 00] et f(z,y) =z Ayet f(z,y) = x V y pour obtenir (iv). [ |

Proposition B.4.7 Soit (E, d), un espace séparable que I’on suppose complet. Soit e, €]0,00[, n € N, une suite telle que ", ., en <
oo. Soient X, € LE(Q, F), n € N. On suppose >, <, P(d(XnH,Xn) > sn) < o0. Alors, il existe X € Lr(Q,.F) telle que
lim,, X,, =X presque siirement. B

Preuve : le lemme de Borel-Cantelli implique I’existence de B € .% tel que P(B) = 1 ettel pour tout w € B, on ait d(Xn1(w), Xn(w))
&n pour tout n > ng(w). L'inégalité triangulaire implique que pour tous m,n > p > no(w), on a d(Xn(w), Xm(w)) < > k>p Sk
Comme )\ en < 00, pour tout w € B, la suite (X, (w))nen est de Cauchy. Puisque ' est supposé complet, il existe X (w) € E
tel que lim,, d(Xn»(w), X (w)) = 0. On fixe ensuite zo € E et pour tout w € Q\B, on pose X (w) = xo. On a donc montré que
lim,, X,, = X presque siirement car P(B) = 1.

Il reste 2 montrer que X est (%, Z(FE))-mesurable. Pour cela, on rappelle que les fonctions continues bornées sur E engendre
la tribu Borélienne #(E). Cela implique que si pour toute fonction continue bornée f: E — R, f(X) est .#-mesurable alors X est
(Z,%(F))-mesurable. Or on a P-p.s. lim,, f(X,) = f(X), ce qui implique que f(X) est .#-mesurable une limite presque siir de
v.a. réelles .7 -mesurable (les f(X,) le sont) est % -mesurable. Cela termine la preuve de la proposition. |

Deux variables aléatoires X, Y € Lg (€2, .#) sont égales p.s. ssi P(d(X,Y)=0)=1. Onnote cela X ~ Y. L’inégalité triangulaire
implique que ~ est transitive. Elle est clairement symétrique et réflexive. C’est donc une relation d’équivalence. On considere le quotient

Le(Q,.7,P) = L(Q, 7)) ~ .

Bien que les éléments de Lg(2,.%, P) ne soient pas des v.a. mais des classes de v.a., on confond un élément de Lz (92, .Z, P) avec
n’importe lequel de ses représentants. Le résultat suivant qui montre que la convergence en probabilité correspond a une distance sur
Le(Q,.7,P).

Théoreme B.4.8 Soit (E,d), un espace métrique séparable. Pour tous X,Y € Lg(Q, #,P), on pose
dp(X,Y) = B[1Ad(X,Y)] .

Alors, dp est une distance sur Lg(Q, %, P) telle que lim,, dp (X, X) ssi lim,, X,, = X en probabilité. De plus, ’espace métrique
(LE(Q, F,P), dp) est complet si E est complet.

Preuve : on vérifie que pour tous a,b € Ry,onal A (a+b) < 1Aa+1Ab. Onen déduit que pour toutes X,Y, Z € Lg(Q2, .7, P),
ona
LAdX,Z) < 1A (dX,Y)+d(Y,Z)) <TAAX,Y) +1Ad(Y, Z) .

En prenant 1’espérance on a dp(X,Z) < dp(X,Y) + dp(Y, Z). Par ailleurs, il est clair que dp(X,Y) = dp(Y, X). Enfin si
dp(X,Y) =0, alors X =Y p.s. ¢’est-a-dire que X =Y dans L (2, %, P). Cela montre que dp est une distance.

Soient X, € L (2, .F), n€Netsoit X € L£(£,.%). On remarque d’abord que pour tout a € R4, (a/e) Al = (aNe)/e <
(a A 1)/e. Par conséquent,

Liax, x)sey < (671d(Xn, X)) AL < 7' (d(Xn, X) A1) .

En prenant I’ espérance, on obtient P (d(X,, X) >¢) < e 'dp(Xn, X), pour tout e €0, 1]. Par conséquent, si lim,, dp (Xn, X) = 0,
alors, lim,, X,, = X en probabilité.

On observe ensuite que

dp (X0, X) = E[lgx, x)<ey LAA(Xn, X)] + E[1{ax, x)>e) 1A d(Xn, X)]
e+ P(d(Xn, X)>e¢).

A

Si lim, X, =X en probabilité, alors lim sup,, dp (X, X) <e, pour tout € >0, et donc lim,, dp (X,,, X) = 0.
On suppose (E, d) complet. Soit X,, € Lg(Q, #,P), n € N qui est de Cauchy pour dp. Pour montrer qu’elle est convergente, il
suffit d’en extraire une suite qui est convergente. Pour cela on rappelle I’inégalité précédente : pour tout ¢ € ]0, 1], pour tous m, n, on a

P(d(Xn, Xim)>e) <& 'dp(Xn, Xm) .
Comme (X, )nen, est de Cauchy, il est facile d’en déduire qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers (nx)ken telle que
VkeN, P(d(Xny, , Xn,)>27%) <275,

La proposition B.4.7 implique qu’il existe X € Lg(Q,.%#,P) telle que limy X,,, = X p.s. et le théoréme B.4.2 (i) implique que
limj, X, =X en probabilité, ce qui implique que limy, dp (X, , X) =0, comme déja démontré plus haut. Cela termine la preuve du
théoreme. |

<
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Convergence dans L". Uniforme intégrabilité. Pour simplifier les notations on pose £(€2, .F) = Lg (2, .F), ¢ est-a-dire
L£(Q,.7)={X : Q — R Z-mesurable}. On utilise la notation X ~ Y pour dire que X =Y presque sirement. On rappelle la
notation

L(Q, Z,P) = L(Q,.7)/ ~ .

Bien que les éléments de L(2,.%, P) ne soient pas des v.a. mais des classes de v.a., on confond un élément de L(Q2, ., P) avec
n’importe quel de ses représentants. Pour tout p € [1, co[ et toute v.a. X € L(2, %), on pose

1
X1l = (B[X"])"7
avec la convention que 00l/?P = 0. On pose également
[ X ||oo = inf {a € [0,00] : P(|X| >a) =0} .

Pour tout p € [1, 00], on pose alors
L' (Q,7,P)={X e L(Q,7,P): | X|, < oo} .
On rappelle que (L” (Q, #,P), ||-||») est un R-espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire un espace de Banach. On montre tout

d’abord la proposition suivante faisant le lien entre convergence L et en probabilité.

Proposition B.4.9 Soit pe 1, c0]. Soient X,, €' (Q, #,P), n€Net X €17 (Q, F,P). Silim,, || X, — X||, = 0, alors lim,, X,, =
X en probabilité.
Preuve : on suppose d’abord que p < co. Une inégalité de type Markov implique que pour tout € >0 et tout n €N,

P(|Xn—X\ >e) < sprHXn—X\p] =& P Xn—X|p,

ce qui implique le résultat pour p € [1, co[. On suppose ensuite que limy, || X, — X || oo =0. Pour tout £ >0, il existe donc n. €N tel que
pour tout 1> ne, on ait || X, — X ||« <& et donc P (| X, —X|>¢) =0, ce qui permet de conclure. [ ]

En combinant le résultat précédent et le théoréme B.4.2 (i%), on obtient immédiatement

Proposition B.4.10 Soit p € [1,c0]. Soient X,, € L' (Q, #,P), n €N et X € I (Q,.F,P). On suppose que lim, || X,, — X ||, = 0.
Alors, il existe une suite strictement croissante d’indices (ng) >0 tels que limy X, « =X presque siirement.

Définition B.4.11 (Famille de v.a. uniformément intégrables) Soient X; € L(Q2, .%), i € I. La famille de v.a. (X;)sc1 est uniformément
intégrable si

lim sup E[|Xi|1qx,5a;] =0. (B.10)
a—x e
On observe que cette notion ne concerne pas les variables en elles-méme mais leur loi. (]

Lemme B.4.12 Soient X; € L(2, F), i € 1. Alors, sup;c; || X:||1 < co. En particulier, les X; sont des v.a. intégrables.
Preuve : (B.10) implique qu’il existe a >0 tel que C' := sup;¢; E[|Xi|1{ x,|>4}] <o0. Donc
viel, B[Xi|] =B[Xilyx, <a] +E[IXilgx,2a] <a+C,

ce qui permet de conclure. |

Lemme B.4.13 Soit (X;)icr, une famille de v.a. réelles intégrables.

(#) Si I = J1 U Jo, si (Xi)ie, est uniformément intégrable et si (X;)icy, est uniformément intégrable, alors (X;)icr est
uniformément intégrable.

(#1) Si I est fini, alors, la famille de variables (X;):c1 est uniformément intégrable.

i11) Soit Z, une v.a. réelle intégrable telle que pour tout © € I, on ait presque siirement | X;| < Z. Alors, la famille de variables
8 q q =
(Xi)icr1 est uniformément intégrable.

(iv) Soit g : Ry — Ry, une application mesurable telle que lim, o g(x)/x = oco. On suppose que sup,; E[g(|Xi|)] < oc.
Alors, la famille de variables (X;)icr est uniformément intégrable.
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Preuve : le premier point découle du fait que pour tout a € R on ait
sup B[ Xi[1(x,2a)] < sup B[|Xi[1(ix;120)] + sup B[ Xi[11x;20)] -
i€l i€y i€y
Pour montrer (i7), on remarque d’abord que que si Z est une variable réelle positive, alors p.s.lim, 0o Z1z5,3 = 0. Or 0 <
Z1{z%4) < Z.Donc, si Z estintégrable, le théoréme de convergence dominée entraine que
lim E[Z].{Z>a}] =0.
a—r o0
Le point (¢7) découle alors de cette constatation et du (¢). Le point (ii) est une conséquence de 1’inégalité suivante
su?E[ |X’L|1{|Xi\2a}] S E[Zl{z>a}] — 0.
ic a— oo

Montrons (iv) : il existe ap > 0, tel que g(z) > 0, pour tout & > ag. Pour tout a > ag, on peut poser w(a) = sup,~, z/g(x). La
fonction w est donc décroissante et lima 0 w(a) = 0. On pose ¢ = sup;; E[g(| Xi|)]. Pour tout a > ag et tout i € I, on a donc

-1
E[|X:[1x;150)] = Blg(|1 X)) [ Xilg(IXi) ™ 1q1x,50)] < w(@)E[g(1X:])] < cw(a) ,
ce qui implique bien que lima o0 sup;c; E[|X:|1{x;/>a}] = 0. [ ]
Corollaire B.4.14 Soit 1 <p <o et soit (X,)n>0, une suite bornée en norme L', c’est-a-dire que sup,, o E[| X, |] < cc. Alors, la
suite (Xp)n>o0 est uniformément intégrable.

L’utilité¢ de notion d’uniforme intégralité apparait dans le théoreme suivant qui est une généralisation du théoréme de convergence
dominée.
Théoréme B.4.15 Soit (X,)n >0, une suite de v.a. réelles .7 -mesurables. Soit X, une v.a. réelle F -mesurable. Il y a équivalence entre
les assertions suivantes.

(a) La suite (Xn)nen est uniformément intégrable et lim,, X,, = X en probabilité.

(b) limn||Xs— X1 =0.

Preuve : on prouve d’abord (a) == (b). Le lemme B.4.12 implique que sup,,cy||Xn|l1 < oco. Par Fatou, on a donc E[|X|] <
lim inf,, E[|X,|] < co. Il est clair qu’en ajoutant une variable intégrable a une famille uniformément intégrable, on obtient une famille
uniformément intégrable : donc, si on pose

w(a) = max (E[|X|1{x|>a}], SlégEHXn|1{\Xn|>a}]) ,

on a lim w(a) = 0. On vérifie ensuite 1’inégalité suivante pour tous z,y ER et tout a e R :
Vz,y €R, Va €Ry, [z—y| < Ra)Alz—y| + [2[1(a)>a) + [Y1{1y>a)
Par ailleurs, pour tout ¢ € ]0, 2a], on a également
2a)A|lz—y| = (2a)Alz=y) 1ga—yi<ey + (2O)AJE=y)1{amy>er < €+ 2a1(amy|>e} -
Donc pour tous z, y R et tous a >e >0, 0on a
lz—y| < e+ 2al{jzy>ey + [T Lijzi>ar + Y1 1y1>a)

Par conséquent,

E[|Xn—X|] < e+ 2aP (| X, —X|>¢) + 2w(a) .
etonalimsup, E[| X, —X|]<e+ 2w(a), ce qui implique le résultat lorsque a — co ete — 0.

Montrons que (b) = (a) : on suppose donc que lim,,|| X, — X||1 = 0. Les normes L' des X,, convergent et forment une suite
bornée : on pose ¢ = sup,, > E [|Xn|] Pour tous réels a, b > 0, et pour tout 72, on a les inégalités suivantes
IXnllixa>ar < 1 Xn=X1gx,5a) + [ X[Lxp05a) < [ Xn =X+ [X[11x,)50)

< X=X+ X1 x1<0; 1 X0 >0 F X111 x150; (X0 [>a)

S X=X+ 01gx,1501 + 1 X[Lgx >0
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b
<X =X+ S| Xl + [ X1 x>0 -

On prend b = +/a et on intégre ’inégalité précédente pour obtenir

B[ Xullgx,>a] < BIXo=X[] + = + BIX L x5 vm] -

On pose ¢(a) = sup,,>o E[|Xn|1{x,|>q}] eton fixe p € N. On a donc

$la) < Y BlXellyxysay] +supE[[Xnll{x,[5a}]
0<k<p nzp
< Y E[Xlilgxysa] +swB[X—X|] + = + B[X1 x5y -
0<k<p nzp
On a donc
limsup ¢(a) < supE[|X,—X|] —— 0,
a— 00 n>p p—roo
ce qui montre que lim, o ¢(a) = 0, et donc que (X, )n>0 est uniformément intégrable. [ |

B.5 Espérance conditionnelle.

Définition B.5.1 Soit (2, .#, P) un espace de probabilité et soit ¢, une sous-tribu de .%.

(Variables positives) Soit X une v.a..#-mesurable & valeurs dans [0, co]. La fonction Y : ©Q — [0, 0o] est une version de I’espérance
conditionnelle de X sachant & si

e la variable Y est ¥-mesurable,

e pourtout B € 4, onaE[Y1g] = E[X15].

(Variables intégrables) Soit X une v.a..%-mesurable a valeurs réelles intégrable. La fonction Y : © — R est une version de
I’espérance conditionnelle de X sachant 9 si

e la variable Y est ¥-mesurable et intégrable,

e pourtout B € 4, onaE[Y1g] = E[X15]. O

Pour que I’on puisse définir I’espérance conditionnelle d’une variable, il faut que son espérance soit bien définie, c’est-a-dire que
la variable soit intégrable ou a valeurs dans [0, co]. Pour simplifier, on dira qu’une variable (ou une fonction) est positive si elle est a
valeurs dans [0, oo]. On montre d’abord I"unicité P-preque siire des espérances conditionnelles grice a la proposition suivante.

Proposition B.5.2 Soit (Q, %, P), un espace de probabilité et soit 4, une sous-tribu de F. Soient Y etY’', deux v.a. 4-mesurables
qui sont soit réelles intégrables, soit positives. On suppose que pour tout BEY, E[Y15]<E[Y'1g]| Alors Y <Y’ presque siirement.

Preuve : pour tous réels @ < b, onpose Cup = {Y' < a < b < Y} Onabien Cypp = (Y')7'(] — 00,a]) N Y H([b,x]) € 9.
On remarque ensuite que Y'1¢, , < alc, , < blc,, < Y1c, ,. Enintégrant cette inégalité on a donc E[Y'1¢, ,] < aP(Cap) <
bP(Cap) < E[Y1c,,]. Mais par hypothese, E[Y1c, ,] < E[Y'1¢, ,]. Cela montre que aP(C, ) = bP(Cayp), et donc que
P(Cap) = 0.0r {Y' < Y} = U, iegacn
comme une union dénombrable de P-négligeables est un ensemble P-négligeable, on a P(Y’ < Y) = 0, ce qu’il fallait démontrer. B

Clyp. Comme I’ensemble des couples (a,b) € Q2 tel que a < b est dénombrable et

Corollaire B.5.3 Si Y et Y’ sont deux versions de I’espérance conditionnelle de X sachant 4, alors Y =Y’ presque siirement.

Théoréme B.5.4 (Existence de I’espérance conditionnelle) Soir (2, %, P), un espace de probabilité et soit G, une sous-tribu de F.
Soit X, une v.a. réelle intégrable ou positive. Elle admet une (version de son) espérance conditionnelle sachant 4.

Preuve : on fixe X : Q — [0, oc], une fonction .7 -mesurable. Pour tout B € ¢, on pose v(B) = E[X15] = [, X dP. Clairement,
v: 9 — [0,00] est une somme de mesures de masse finie telle que v < P. Le théoréme de Radon-Nikodym s’applique et montre
qu'il existe Y : © — [0, oc], ¥-mesurable telle que v(B) = [, Y dP = E[Y'15], ce qui montre le résultat voulu dans le cas des
v.a. positives.

Supposons que X soit une v.a. réelle intégrable : on note X ™ et X~ ses parties positives et négatives. Onnote Y " et Y~ les v.a. 4-
mesurables telles que E[X+/~15] = E[Y*/~13], B € ¢. Par conséquent, E[Y */~] = E[X /7] < oo etdonc ps. Y/~ < 0.
Sans perte de généralité on peut supposer les variables Y+ et Y~ finies partout et on pose Y = Y — Y ™, qui est bien (une version
de) ’espérance conditionnelle de X sachant ¢. |
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Proposition B.5.5 Soit (Q, %, P), un espace de probabilité et soit G, une sous-tribu de F. Soient X, X1, X2, des v.a. réelles inté-
grables (resp. positives). Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Si¥ ={0,Q} (qui est la tribu grossiére), alors E[X|¥] = E[X].
(ii) Si X est 9-mesurable, E[X|¥] = X.
(iii) Pour tout ¢ € R (resp. tout ¢ € Ry ), E[X1 + cX2|¥9] = E[X1|¥9] + cE[X2|¥].
(iv) Si X1 < X3 p.s., alors E[X1|9] < E[X32|9] presque siirement. Notamment, si X est positive p.s., B[ X |9 I’est aussi.
(v) (Inégalité triangulaire) ’E[X|‘4H < E[|X]| "?] p.s.
(vi) E[E[X|¥]] = E[X].
Preuve : on note ¢ = E[X]. La v.a. constante a ¢ est clairement mesurable par rapport  la tribu grossiére. On vérifie ensuite que
E[cly] = 0 = E[X1y] et que E[clq] = E[X1g]. Donc ¢ = E[X|¥] si ¥ est la tribu grossiére, ce qui prouve (7).
Montrons (i) : on suppose que X est¥-mesurable ; comme E[X 15| = E[X15], pour tout B € ¢, on adonc donc E[X|¥] = X.

Montrons (i47) : on pose Y = E[X1|¥9] + cE[X2]|¥]. C’est une v.a. 4-mesurable intégrable (resp positive). Par linéarité de
I’espérance et par définition de I’espérance conditionnelle, on a pour tout B € ¢,

E[Y].B] = E[E[Xl‘g}lg] + cE[E[Xﬂg]].B] = E[XllB] + CE[leB} = E[(Xl + CX2)1B}7

ce qui entraine le point (4¢).

Montrons (iv) : on pose Y = E[X1|¥4] et Y’ = E[X2|¥]. Par définition de I’espérance conditionnelle, pour tout B € ¢, on
a E[Y1lg] = E[Xi11g] et E[Y'15] = E[X215]. Comme X; < X» p.s., ce qui précede montre que E[Y15] < E[Y'lp] eta
proposition B.5.2 implique donc que Y < Y, ce qui est le point (iv).

On en déduit (v) : on note X = max(0, X) et X~ = max(0, —X), les parties positive et négative de X. On a donc X =
Xt — X et|X|=X"+ X".Onadeplus E[X*/7|%] > 0, p.s. Par conséquent,

|E[X|¥]| = |[E[XT|9] - E[X"|¥]| <E[X"|9]+E[X"|9] =E[|X||¥] .

Le point (vi) est une conséquence de la définition B.5.1 de I’espérance avec B = (2. |

Lemme B.5.6 Soit (2, %, P), un espace de probabilité et soit 4, une sous-tribu de F. Soit X, une v.a. réelle intégrable (resp. positive).
On pose Y = E[X|9]. Alors, pour toute v.a. Z qui est -mesurable bornée (resp. positive), on a E[ZY]| = E[ZX].

Preuve : on suppose que X est positive. Par croissance de 1’espérance conditionnelle (proposition B.5.5 (iv)), Y est positive. Soit
Z, une v.a.9-mesurable positive. Par le lemme B.1.3, il existe une suite de constantes positive (Cn)nZO et une suite d’événements
Bn€9,n €N, tellesque Z =) ., canlp,. Parinterversion série / espérance positive (appliquée deux fois) et par la définition de
I’espérance conditionnelle, on a donc

E[ZY] = E[Z cn1BnY] = B[l Y] =Y c.E[lp, X] = E[Z cnlan] = E[ZX],
n>0 n>0 n>0 n>0
ce qui montre le résultat voulu pour les v.a. positives. Le cas réel intégrable se traite en considérant la partie positive et la partie négative

de la variable et en se ramenant au cas positif (les détails sont laissés au lecteur). | |

La proposition B.5.5 discute des propriétés de linéarité et de croissance de 1’espérance conditionnelle. La proposition suivante a
trait a ’espérance conditionnelle d’un produit de variables.

Proposition B.5.7 Soit (Q,.%,P), un espace de probabilité et soit ¢, une sous-tribu de F. Soit X, une v.a. réelle intégrable
(resp. positive). Alors, pour toute v.a. Z qui 4-mesurable bornée (resp. positive), on a

p.s. E[ZX|¥9)=ZE[X|9]. (B.11)
Cette égalité reste vraie si Z est 4-mesurable et si ZX et X sont intégrables.

Preuve : on pose Y = ZE[X|¥], qui est bien ¥-mesurable. Soit B € ¢. On observe que 15 Z est intégrable (resp. positive). Le lemme
B.5.6 implique donc que E[13ZX]| = E[13ZE[X|¥]]. Par définition de Y, E[15ZE[X|¥]] = E[1pY], donc E[1pZX] =
E[1Y], pour tout B € ¢, ce qui implique que Y = E[Z X |¥], et cela prouve (B.11). On suppose que ZX et X sont intégrables. On
montre (B.11) dans ce cas en considérant les parties positives et négatives de X et de Z et en utilisant le cas positif déja démontré. B

Dans les propositions précédentes la tribu par rapport a laquelle on conditionne est fixée. Les propositions suivantes discutent de
quelques propriétés de 1’espérance conditionnelle lorsque la tribu de conditionnement varie, ou lorsqu’elle est donnée sous une certaine
forme.
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Proposition B.5.8 Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soient % et %>, deux sous-tribus de 7. On suppose que %1 C %». Alors
pour toute v.a. X, réelle intégrable ou positive, on a

ps. E[E[X|%]|%] = E[X|#4] .
Preuve : on pose Y = E[E[X|%)]|#]. C’est une v.a. % -mesurable. Soit B € %. La proposition B.5.7 implique que 15Y =

E [IBE[XMQ] |%1] Comme, % C %, on a également, B € %,. La proposition B.5.7 implique quel sE[ X |4,] = E[15X|%] et ce
qui précede montre que 1Y = E [E[l BX|%] \%} . En appliquant ensuite la proposition B.5.5 (v) deux fois, on a donc

E[15Y] = E[E[E1:X|%]|[4]] = E[E[15X|%] ] = E[15X] .

Comme cela est vrai pour tout B € ¢, on abien Y = E[X|%], qui est le résultat voulu. [ ]

Proposition B.5.9 Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soit 4;, i € I, une famille de sous-tribus de F. On pose 4 = o(%;,1 €
I), la tribu engendrée par les %;, i € 1. Soit X, une v.a. réelle intégrable (resp. positive) Il y a équivalence entre les assertions
suivantes.

(i) Y =E[X|¥].
(ii) 'Y est G-mesurable intégrable (resp. positive) et pour tout sous-ensemble fini d’indices J C I, pour tous Bj € 9;, j € J, ona
E[X1n._, 5] =E[Y1n_ 5] -

Preuve : (i) = (i) est trivial. Montrons (ii) = () dans le cas o X est réelle intégrable. On pose & = {(,;c,; Bj; B; €
¢, J C I, Jfini}. Il est clair que 2 € & et que & est stable par intersection finie. C’est donc un pi-systeme. Par ailleurs, il est clair
que & C Yetque¥; C P, pourtouti € I. Donc, o(F) = ¥. On pose

L={Be¥:E[X1p]=E[Y1p]}.

Le point (z3) signifie que & C L. Montrons que £ est une classe monotone : il est d’abord clair que 2 € £, car Q € Z. Soient
A,B € Ltelsque A C B. Comme X et Y sont intégrables, pour tout C' € .%, E[X1¢] et E[Y'1¢] sont des réels bien définis et on a
bien
E[X154] =E[X15] - E[X14] =E[Y15] - E[Y14] =E[Y15\4],

ce qui montre que B\A € L. La classe d’événements L est donc stable par différence propre. Soient B, € £, n > 0, tels que
Bn C Bnyi1.Onpose B = |J,,~.q Bn. Il est clair que 15 = lim,, 15,,, et donc X1p = lim, X1p,, Y1p = lim, Y1p,. De plus
| X15,| <|X]|et|Y1p,| < |Y], pour tout n > 0. Comme X et Y sont intégrable, le théoréme de convergence dominée s’applique
etona

E[X].B] = limE[Xan] = limE[Yan] = E[Y].B] )

ce qui montre que B € L. La classe d’événements £ est donc stable par union dénombrable croissante. Cela prouve que £ est une
classe monotone.

Le théoréme de la classe monotone (voit le théoreme A.1.10 en appendice) entraine que o (%) C L. Mais puisque, par définition,
L C 4 etpuisque (L) = ¢4, onadonc L = ¥, ce qui signifie que pour tout B € ¢, on a E[X1g] = E[Y15]. Comme Y est
supposée intégrable et ¢-mesurable, cela entraine bien Y = E[X|¥]. ]

Convergence sous I’espérance conditionnelle.

Proposition B.5.10 Soit (2, %, P), un espace de probabilité. Soit G, une sous-tribu de F. Soit (X )n>0, une suite de v.a. positives.
Les assertions suivantes sont vérifiées.

(Convergence monotone) On suppose que X, < Xn41, pour tout n > 0. On pose X = sup,, Xn. Alors, p.s. lim, E[X,|¥] =
E[Xx|¥9].

(Interversion positive) E[ano Xn |€4 =250 E[Xn|9] p.s.
(Fatou) E[liminf, X, |¥] < liminf, E[X,|¥9] p.s.

Preuve : on voit que X,, < X,, 11 implique que E[X,,|4] < E[X,1|¥] (par la proposition B.5.5 (iv)). On pose Y = sup,, E[X,,|¥],
qui est une v.a. positive ¢-mesurable. Soit B € ¢. Le théoréme de convergence monotone non-conditionnel ainsi que la définition de
I’espérance conditionnelle implique donc que E[Y1g] =lim, E [E (X911 B] =lim, E[X,15] = E[X15], ce qui implique que
Y =E[X|¥].

L’interversion et Fatou conditionnels se déduisent de la convergence monotone conditionnelle exactement comme I’interversion et
Fatou non-conditionnels se déduisent de la convergence monotone usuelle. |
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Proposition B.5.11 (Convergence dominée) Soir (2, ., P), un espace de probabilité. Soit 4, une sous-tribu de F. Soit (Xn)n>o0,
une suite de v.a. réelles. On fait les hypothéses suivantes.

o [l existe une v.a. réelle X telle que lim,, X,, = Xoo p.s.
o Il existe une v.a. positive Z telle que E[Z] < oo et | X,| < Z, pour tout n. > 0, p.s.
Alors, X oo est intégrable, p.s. limy, E[ | X, — Xoo| ‘Eﬂ =0 erlim, E[X,|¥9] = E[ X |¥].

Preuve : il est clair que p.s.|Xoo| < Z, donc E[|Xoo|] < oc. On pose Y, = 2Z — |Xoo — Xu|. Onabien 0 < Y, < 27 et
lim,, Y;, = 2Z p.s. Par Fatou conditionnel on a

ps. E[2Z|9] = E[liygliorolfYn |¢] < liminf E[Y,|¥9] = E[2Z|¥] — limsup E[| X — Xl | 9],
ce qui implique que presque stirement lim sup,, E[ | Xn—Xoo| | %] <0.Or pour toutn > 0, E[ | X, —X oo | | 4| >0, par la proposition

B.5.5 (iii). Donc lim sup,, B[ | Xn—Xoo| | 4] =lim, E[ | X, — Xoo| | ] =0. Comme |E[Xo|¥]-E[X,|9]| < E[|X,—Xo| |¥]
(voir proposition B.5.5 (v)), on en déduit le dernier point de la proposition. |

Corollaire B.5.12 (Interversion L') Soit (2,.7, P), un espace de probabilité. Soit 4, une sous-tribu de .. Soit (X )n>0, une suite
de v.a. réelles telle que Y, - E[|Xn|] < co. Alors 3, - Xy est une v.a. intégrable et on a Iégalité presque-siire suivante

E[an 54} =S E[X.9].

n>0 n>0

Preuve : onpose K = > . |Xn|.OnaE[K] =} . E[|X.|] < oo, par interversion série / espérance positive. Donc, presque
stirement, la série de terme général X, est absolument convergente et donc convergente : on note Soo = ..~ Xn sa somme. On
pose ensuite S, = > 1<, Xk. Onabien |S,| < K et p.s.lim, Sp = See. On conclut en appliquant le théoréme de convergence
dominée conditionnel a la suite (Sy)n>0. ]

Quelques inégalités. Nous établissons une version "conditionnelle" des inégalités de Jensen et de Holder. Comme dans le cas
déterministe, ces inégalités sont démontrées a I’aide de fonctions convexes. Rappelons qu’une fonction ¢ : I — R, définie sur un
intervalle I de R est dite convexe ssi

Va,yel, VO e (0,1 o0z + (1-0)y) <bp(x)+ (1—0)p(y) .

On rappelle que si ¢ : I — R est dérivable sur I'intérieur de [ et de dérivée croissante, alors  est convexe. Notamment, exp et — log
sont des fonctions convexes. On rappelle qu’une fonction convexe est I’enveloppe supérieure des droites passant sous son graphe. Plus
précisément, on décrit une droite non-verticale par son équation cartésienne qui est de la forme y = ax + b, ot a,b € R. On note S
I’ensemble des couples (a, b) tels que ax + b < o(z) pour tout x € I. On vérifie facilement que ¢(x) = sup(, yesax + b,z € I.
On aura besoin d’un résultat 1égérement plus fin mais qui s’en déduit trés facilement : on peut trouver un ensemble Sy C S, qui est
dénombrable et tel que

Veel, ¢(x)= sup azx+b. (B.12)
(a,b)€So

Lemme B.5.13 (Jensen conditionnelle) Soir (2, %, P), un espace de probabilité. Soit X, une v.a. réelle intégrable. Soit ¢ : R — R,
une fonction convexe. On suppose que X et p(X) sont intégrables. Alors pour toute sous-tribu 9 de F, on a
ps. »(EX|9]) <Elp(X)|9] .

Preuve : on utilise la notation Sy introduite avant I’énoncé du lemme. Si (a,b) € So, alors aX + b <
linéarité de I’espérance conditionnelle (voir la proposition B.5.5 (iii) et (4v)) impliquent que aE[X 4] + b <
stirement. Comme Sy est dénombrable, on en déduit que

P-ps. V(a,b) € So, aE[X|Y9] + b < E[p(X)|¥]
et par (B.12) on a donc P-p.s. ¢ (E[X|¥]) = sup(, y)cs, (¢E[X|¥] +b) < E[p(X)|¥], ce qui permet de conclure. [ |

»(X). La croissante et la
E[p(X)[4]. presque

Corollaire B.5.14 Soit (Q, %, P), un espace de probabilité et soit 4, une sous-tribu. Soit X, une v.a. et soitp € [1,00[. SiE[ | X|P] <
oo, alors E[| X|] < co. De plus, p.s. on a
[E[X|4]|” <E[IX|"|¥] , (B.13)

ce qui implique que E[X|¥4] € L.

Preuve : on remarque que la fonction x — |z|P est convexe. |
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Espérance conditionnelle et indépendance.

Proposition B.5.15 Soit ¢, une sous-tribu de 7. Soit X, v.a. réelle intégrable ou positive indépendante de 4. Alors p.s. E[X|¥] =
E[X].

Preuve : on traite le cas réel intégrable, le cas positif étant similaire. On pose ¢ = E[X] et on fixe B € ¢. Dire que X est indépendante
de ¢ signifie que o(X) est indépendante de ¢, et donc X et 15 sont deux v.a. indépendantes. Par le lemme B.2.12, on a E[15X] =

E[15]E[X] = E[c1]. Comme la variable constante c est ¢-mesurable on en déduit le résultat. ]
Corollaire B.5.16 Soit ¢4, une sous-tribu de %. Soient X1, . .., X,, des v.a. réelles intégrables. On les suppose mutuellement indé-
pendantes. On suppose également que le vecteur aléatoire (X1, . .., X,) est indépendant de 4. Alors

ps. E[Xi...X,|9] = E[Xi]...E[X,].

Preuve : par définition, dire que le vecteur (X1, ..., X, ) estindépendant de ¢ signifie que les tribus o (X1, . .., X, ) et ¢ sont indépen-
dantes. Comme le produit X := X ... X, est une fonction déterministe du vecteur (X1,..., X,), il est o(X1,..., X, )-mesurable.
Cela implique que X est indépendante de ¢. Le lemme B.2.12 montre que X est intégrable telle que E[X] = E[X,]...E[X,] etla
proposition B.5.15 précédente montre que E[X |¢] = E[X], ce qui permet de conclure. |

On généralise la proposition B.5.15 de la fagon suivante.

Proposition B.5.17 Soient % et 4, deux sous-tribus de F. Soit X, une v.a. réelle intégrable. On suppose que %> est indépendante
de o(0(X),%). Alors, presque siirement
EX |o(%,%)| = EX|4] .

Preuve : soit By € % et By € %. Comme %, est indépendante de o(c(X), %), la variable 1p, est indépendante de X1, et le
lemme B.2.12 implique que E[X 1, 15,] = E[X 15, ]E[13,]. La proposition B.5.7 entraine ensuite que E[ X 15,] = E[E[X |41, ].
Par ailleurs, % est indépendante de %1, donc 1, est indépendante de la variable %) -mesurable 15, E[X|#] et le lemme B.2.12 en-
traine que E[15, E[X|4]]E[15,] = E[15, E[X|%]15,]. On a donc montré que

VB, Eg17 VB2 Egz, E[X]-BlﬂBQ] :E[E[X|g1]131m32] .

Comme E[X|41] est 0(%1, %)-mesurable la proposition B.5.9 permet de conclure. [ ]

B.6 Martingales a temps discret.

Toutes les variables mentionnées dans cette section sont définies sur le méme espace de probabilité (Q, 7, P). Pour tous m,n €Z
tels que m < n, on pose [m, n] := [m, n] NZ, avec une notation évident pour [m,n], Jm, n[ et [m, n[. On rappelle la définition des
martingales, sur-martingales et sous-martingales a temps discret.

Définition B.6.1 (Martingales a temps discret) Soit (%, )nen une filtration en temps discret définie sur (2, %), (¢’est-a-dire que pour
tout n €N, .7, est une sous-tribu de .7 et %#,, C F,+1). Pour tout n € N, soit My, une v.a. réelle. Alors (My)nen est une martingale
(resp. sur-martingale, sous-martingale) relativement a (Fr )nen si pour tout n €N, (a) : M, est F,-mesurable, (b) : E [|Mn|] <ooet
(©): P-ps.

E[Myi1|Fn] = Mn  (esp. E[My11|Fn] < My, E[Mpy1| 0] > M,,).

Lorsque la suite (M )nefo,n,] est finie, on parle de martingale (resp. sur-martinagle, sous-martingale) & horizon fini, ’horizon (de
temps) étant ng. O

Le lemme suivant fait la liste des propriétés élémentaires des martingales a temps discret.

Lemme B.6.2 Soit (% )nen une filtration sur (0, F). Soit M := (Mpy)nen, une suite de v.a. réelles. Les propriétés suivantes sont
vérifiées.

(i) Si M est une sur-martingale (reps. une sous-martingale) relativement & (%, ) nen, alors —M est une sous-martingale (resp. sur-
martingale) relativement a la méme filtration.
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(ii) Soit ¢ : R — R, une fonction convexe telle que les v.a. p(M,,) soient intégrables. Si M est une (Fy, )nen-martingale, alors
(M) :=(o(Mp))nen est une sous-martingale. De plus, si @ est convexe croissante et si M est une (Fp )nen-sous-martingale,
alors (M) est également une (F,,)nen-sous-martingale. Des énoncés analogues sont vrais pour les fonctions concaves et les
sur-martingales.

(iii) On suppose que M est une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) relativement & (:Fr )nen. Alors pour tout m,n €
N, ona
E[Mym|Fn] = My (resp. E[Mnym|Zn] < M, E[Mpim|Fn] > My ).

En prenant I’espérance, cela montre que (E[Mn])neN est une suite réelle constante (resp. décroissante, croissante).

Preuve : le point (¢) est une conséquence évident de la linéarité de I’espérance conditionnelle. Le point (i7) est une conséquence
immédiate de 1’inégalité de Jensen conditionnelle : si M est une (%, )n,en-martingale, alors, pour tout n € N, P-p.s.

E[@(Mn+l)|tgzn] > ‘P(E[Mn+l|yn}) = ‘P(Mn) .

Le cas oll ¢ est croissante et convexe et ol M est une sous-martingale se traite de la méme maniére. Le point (i4¢) découle d’une
récurrence facile. u

Proposition B.6.3 (Décomposition de Doob) Soit (X, )nen, une suite de v.a. réelles intégrables. Soit une filtration (Fp)nen sur
(Q,.F). On suppose que pour tout n € N, X,, est F,-mesurable, 1l existe une unique paire de suites de v.a. (M )nen, (Va)nen
satisfaisant les propriétés suivantes.

ﬁ) Xn=Xo+ M, +V,,neN.
(ii) (Mp)nen est une (F,)nen-martingale.
(iii) Vo =0 et pour tout n € N*, V,, est F,,_1-mesurable et intégrable.

De plus, (X )nen est une martingale resp. sur, sous-martingale) ssi (Vyp)nen est nul (resp. croissant, décroissant).

Preuve : on suppose d’abord qu’il existe (Mp)nen, (Vn)nen satisfaisant (¢), (i4) et (¢i3). On remarque que V41 — Vi est Fp-
mesurable. Pour tout n €N, on a donc

E[anLl*Xn'yn] = E[Mn+17Mn|eg.n] +E[Vn+17Vn ‘yn]
= E[Mn+1|gn}an+Vn+17Vn = n+17Vn-
Par conséquent, on a nécessairement Mo =V, =0 et pour tout n € N*,
Vo= > E[Xe—Xp1|Fra] et My=X,-V,. (B.14)
1<k<n

Cela montre I'unicité. Par ailleurs si on définit M et V' par (B.14), on vérifie facilement (z), (¢2) et (¢4%). Le reste de la proposition est
élémentaire. | |

Inégalités fondamentales sur les martingales. On rappelle la définition ??, page ?? du nombre de montées.

Théoréme B.6.4 (Inégalité de Doob) Soit (M, )ncn une sur-martingale relativement a la filtration (%, ) nen Alors, pour tout a, b€ R
tels que a< b, on a
(b—a)E [Ujo,ne) (M, [a,b])] < E[(Mn,—a)-] (B.15)

o Upo,no) (M, [a, b]) désigne le nombre de montées de M : [0, no] — R de I'intervalle [a, b] (voir la définition ??, page ??) et o (-) -
désigne la fonction partie négative.

Preuve : on pose 79 = —1 et pour tout p € N*, on définit les variables aléatoires o, et 7, récursivement par
op =inf{n€]r_1,n0] : Mn<a} et 7, =inf{n€lo,,no] : Mn>b}

avec la convention que inf ) = co. On voit que Upo,,,,j(M, [a,b]) = inf{p € N : 7, < oo}. Pour simplifier les notations, on pose
U :=Ufo,nep (M, [a, b]). Pour tout p < U, entre les instants o, et 7, M effectue une montée de I'intervalle [a, b]. Par ailleurs, il se peut
que oy+1 <ng mais, par définition on a 7y 41 =00. On pose ensuite

vn € [1,n0], Cn= Z Lioy<n<ry} - (B.16)

pEN*
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Cette somme est en réalité finie car C,, = ZISpSU 1o, <n<rt  + 1oy 1<n<ne}- On voit que C, =1 si n est dans intervalle de
temps pendant lequel M effectue une montée de [a, b] et C, =0 sinon. On pose ensuite

Zo:=0 et V?’LG[[].,’HQ]], Ln 1= Z Ck(Mk—Mk_l).

1<k<n

On observe alors que

Zno = Z Z (MkiMk_l)l{Up<k§Tp} + Z (Mk*Mk—1)1{0U+1<k§n0}
1<p<U 1<k<ng 1<k<ng
- Z (M-, —My,) + (Mny— Moy, )0y 1 <no}- (B.17)
1<p<U

On remarque ensuite que si p € [1, U], M., —M,, >b—a. De plus si oy +1 <no, M. < a.On adonc

oU+1

(M"O_Mo'u+1)1{cy+1 <ng} < _(Mng - ll)_ .

On déduit donc de (B.17)
Zny > (b—a)U — (Myny, —a)— . (B.18)

On revient a la définition des temps o, et 7, : il est facile de montrer par récurrence sur p que
VpeN",Vne[0,no], {op<nteF, et {mp<n}e,. (B.19)

On remarque que {op, <n<7p} = {op, <n—1} N (Q\{7p <n—1}) € F,_;. Ce fait combiné avec la définition (B.16) implique que
C», est F,_1 mesurable. On en déduit que pour tout n € [1, no], P-p.s.

E[Zn’yn—l} = Zn—l + E[Cn(Mnan—l)’yn—l] = Zn—l + Cn(E[Mn—l‘ﬂn—l]an—l) S Zn—l

car C, > 0, et P-p.s. E[M,,_1|-%n—1] < My, —1, puisque M est une sur-martingale. On en déduit donc que E[Z,,] <E[Z,_1] : la suite
n—E[Z,] est décroissante et on a E[Z,,,] <E[Zy] =0, ce qui implique le résultat voulu en prenant I’espérance de (B.18). [ ]

Théoréme B.6.5 (Inégalité maximale des sous-martingales positives) Soit (M, )ncn une sous-martingale relativement a la filtration
(Fn)nen. On suppose également que pour tout n €N, P-p.s. M,, >0. Alors, pour tout a € Ry et tout ng €N,

O’P( sup M, > a‘) < E[M”01{5“P0<n<n0 Mp>a} ] :
0<n<ng - -

Preuve : on définit ensuite les événements suivants
Vne[0,n0], Bn={Mo<a}N{Mi<a}Nn...N{Mp_1<a}N{M,>a}.
1l est clair que By, € .%,. Le lemme B.6.2 (¢i7) implique P-p.s. que
E[Mno15, | 70| =18, E[My, | Fn] > 15, M, > alp,.
En prenant I’espérance de cette inégalité, obtient
vn € [0,n0], E[Mpn,15,] > aP(By). (B.20)

On pose B = U0<n<n0 B,,. On remarque que B = { SUPg<p<ng Mn = a}. Comme les B,, sont disjoint-deux-a-deux, on a 1p =
> 0<n<ng 1B ce qui, combiné avec (B.20), implique

E[MnO]'{S‘JPOSnSnO ana}} 2 E|:Mn0 Z 1Bn:| = Z E[Mng]-Bn”

0<n<ng 0<n<ng
> 3 aP(B,) = aP( U Bn> =aP( sup M, >a),
0<n<ng 0<n<ng 0<n=no
ce qui permet de conclure. |

On déduit de I'inégalité maximale pour les sous-martingales positive, les inégalité L” de Doob. On note || X ||, :=E[|X|?] VP a

norme I sur espace (Q2, &, P).
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Théoréme B.6.6 (Inégalité L) Soit p €11, 00[. Soit (M, )nen, une martingale relativement a la filtration (%, )n>0. On suppose
qu’elle est bornée en norme L', ¢’est-a-dire que sup,, oy E[| M, |’] < oc. Alors,

E[sup|M,|"] < (p%)p sggE[|Mn|p] < 00, (B.21)

neN
c’est-a-dire ||S||p < 555 sup,,>o||Mnl|p. 0t on a posé S = sup, > |Mn|.
Preuve : comme la fonction valeur absolue est convexe, le lemme B.6.2 (i) implique que (] M, |)»>0 est une sous-martingale positive
formée de variables intégrables. On pose S;, = SUPy< <y, | Mm|. et 'inégalité maximale (théoréme B.6.5) entraine que

Va e Ry, VneN, a E[1{5”>a}] < E[ |Mn|1{S,L>a}] . (B.22)

Par Fubini-positif, on a

oo Sn
[ aBlts o) potdo =] [ b0 do] = BiS1)
0 0

De méme, on a
oo Sn
| B s, ) 0 da = B[00 [ da] = 2B
0 0
Les deux égalités précédentes et (B.22) entrainent que

B[SE) < 2 B[|Ma]557!] .

On note ¢ I’exposant conjugué de p : ¢ = p/(p — 1). Par Holder et I’inégalité précédente,

=
I

_ 1 _
1Sallf < 25 1Mol (B[SEP D)) ¢ = S22 || My, (E[SE])

P =51

L M| Sallp ™ (B.23)

Comme Sp < |Mo| + ...+ [Mn], 0ona [[Snllp < [[Mollp + ...+ [[Mnllp <oo, et par (B.23), on a || Sn|p < 525 || Mn [|p. On conclut
par convergence monotone car lim,, T .S, =.. |

Nous prouvons ensuite une inégalité similaire pour les sur-martingales.

Théoréme B.6.7 (Inégalité maximale des sur-martingales) Soit (M, )ncn une sur-martingale relativement a la filtration (Fy, ) nen.
Alors, pour tout a € R4 et tout ng €N,

aP( sup |My,| > 3a) < AE[|Mo|] + 3E[|Mn,]] -

0<n<ng
Preuve : on pose Vj:=0 et My :=0 et pour tout n € N*,

Vo= Y E[My—Mg1|Fpa] et M :=M,—My—V, .

1<k<n

La proposition B.6.3 montre que (M) )nen est une (Fp)nen, que (Vo)nen est décroissante et V,, est %, _1-mesurable intégrable,
pour tout n € N*. Autrement dit la paire (M,;)nen, (Vi)nen est la décomposition de Doob de la sur-martingale (M, )nen. Comme
M,, = Mo + M, + V, et comme (V;,)nen est P-p.s. décroissante

sup |Mn| < |M0|+OSUP |My| + [V

0<n<ng <n<ng

On a donc

aP( sup |Mn|>3a) < aP(|Mo|>a)+aP( sup [M;]| > a)+ aP(|Va,| > a)

0<n<ng 0<n<ng

E[|Mo|] +aP( sup |M;| > a) + E[|Vy,]], (B.24)
0<n<ng

par I'inégalité de Markov : P(|Y| > a) < E[|Y]]/a, qui est valable pour tout réel a strictement positif et toute v.a. Y intégrable.
Comme M™ est une martingale, le lemme B.6.2 (4i¢) implique que P-p.s. E[M,; ] = 0 car M = 0, par définition. Comme V" est
P-p.s. décroissant négatif, cela implique :

E[|Vaol] = —E[Vao] =—E[Mn, — M, — Mo] = —E[My,] + E[Mo] <E[|Mol|] + E[|Mn,|]- (B.25)
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La fonction valeur absolue étant convexe et M ™ étant une martingale, le lemme B.6.2 (i¢) implique que (|M,;|)nen est une sous-
martinagle positive. L’inégalité maximale des sous-martingales positives (théoreme B.6.5) implique que

aP( sup [M,;| > a) <E[|M,;,]]. (B.26)
0<n<ng

On remarque ensuite que

E[|M;,]] = E[[Mn,—Mo—Vno|] <E[[M|] +E[[Mo]] + E[|Vn,]]
< 2E[|Mol|] 4 2E[|Mn,]], (B.27)
par (B.25). En combinant (B.24), (B.25), (B.26) et (B.27), on obtient le résultat voulu. | |

Convergence des martingales. Nous déduisons des inégalités précédentes les théorémes classiques de convergence des mar-
tingales : convergence presque-siire, en norme L' etennorme L.

Théoréme B.6.8 (Conv. p.s. des sur/sous-martingales). Soit M = (M,,) >0 une sous-martingale ou une sur-martingale relativement
a (Fn)n>0. On suppose que
c:=supE[[M,]] <oo. (B.28)
neN

Alors, il existe une v.a. réelle Moo, qui est Foo-mesurable et intégrable telle que P-p.s. lim,, o0 My, = Moo.

Preuve : quitte a considérer — M, on se ramene sans perte de généralité a suppose que M est une sur-martingale. Soient a, b € R tels
que a < b. On rappelle de la définition ?? que Ujo ] (M, [a, b]) désigne le nombre de montées de M de I'intervalle [a, b] entre les
instants O et n. L’inégalité de Doob (théoréeme B.6.4) combinée a une inégalité élémentaire et I’hypothese (B.28), implique implique
que

vneN, (b=a)E[Upn)(M,[a,b)] <E[(My—a)-] <|a|+E[|M,[] <|a|+c.

On vérifie que n +— Ujo,n)(M, [a, b]) est croissante et que lim, o0 Ujo,n) (M, [a,b]) = Un(M, [a,b]) qui est le nombre total de
montées de M de I'intervalle [a, b]. On a donc

Va,beR : a<b, E[Un(M,][a,b])] < |Z|7+a0 <o
On pose alors
Qo = ﬂ {UN(M7 [a7bD < OO} : (B29)
a,b<6bQ

11 est clair que o € .Z et (B.29) implique que P (€2y) = 1. En raisonnant comme dans le théoréme ??, on voit que pour tout w € g,
lim sup,, My (w) =lim inf,, M, (w). On pose donc M, =limsup,, M. Alors M est .Z..-mesurable et P-p.s. lim,, M;, = M. A
priori M est a valeurs dans [—o0, oo] mais par Fatou on a E[|Mu|] =E[lim inf,, | My, |] <liminf, E[|M,|] <c. Quitte 2 modifier
M sur un ensemble P-négligeable, on peut supposer cette v.a. a valeurs réelles. |

On examine ensuite la convergence en norme L' des martingales. Pour cela on rappelle la définition B.4.11, page 315, d’une
famille de v.a. uniformément intégrables : soit (X;)icr, une famille de v.a. réelles intégrables. La famille de variables (X;):er est
uniformément intégrable si

lim sup E[|Xi|1{x,5a)] =0. (B.30)
a— o0 el
On rappelle le point (iv) su lemme B.4.13, page 315 : soit (X;);cs une famille de v.a. réelles. Soit g : RiRy — Ry telle que
limg 00 g(2) /2 =00. Alors
supE[g(Xi)] < oo = (Xi)ier est uniformément intégrable. (B.31)
iel
On rappelle également le théoréme B.4.15, page 316, qui montre que I’'uniforme intégrabilité combinée a une convergence en probabilité
implique est équivalent a une convergence L'. Plus précisément, soit (X, )nen une suite de v.a. réelles. Alors,
(Xn)nen uniformément intégrable et lim X, = X en probabilité <= lim E[|anXooH =0 (B.32)
n—oo

n—oo

Lemme B.6.9 Soir X, une v.a. réelle intégrable. Soit ¥4;, i € I, une famille de sous-tribus de F. Pour tout i € I, on pose X; =
E[X|¥9;]. Alors, la famille de variables (X;)icr est uniformément intégrable.
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Preuve : on fixe a > 0. Par Jensen, | X;| = |E[X|¥;]| < E[|X]|¥;] et donc
E[|[Xi[1(x,20)] < E[E[|X] 4] 1im(1x)19.0201] = BlIX[1e(1x] 1920 ], (B.33)
car {E[|X||%4] > a} € %;. On fixe b > 0. On remarque que

E[|X[1xi<o:mix19112a1 ] < DE[1{x<b:B1x| 19,120} | < OE[L{m(|x||%,)>a} ]
< WP(BI|X||4] > ) < "B[E[|X| 4] = “B[|X]]

On remarque ensuite que E[ | X[1¢ x>0, B[|X]| |9:]>a} ] < E[ | X1 x>0} ], et on obtient finalement pour tous a, b > 0,

E[ X1 x)191201] = B[IX[1(x1<0: 801 x] 19,020} | T E[IX|1{x150: 801 19,1203 ]
b
< ZE[X|+E[|X[1yx>e -

On choisit b = y/a dans I’inégalité précédente qui, combinée avec (B.33), donne pour tout a > 0,

1
sup B[ XilLgx,120] < ZEIXI+BIX L xvay ] 52 0,

a— oo

car limg 00 E[| X|1{)x|>./a}] = 0, par convergence dominée. u
Z N 1 . 2 .
Le théoreme de convergence L des martingales s’énonce alors comme suit.

Théoréme B.6.10 (Convergence L) Soit (Mp)nen, une (Fn)nen-martingale. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) La martingale (M, )nen converge dans L.

(ii) Onasup,cy E[|Mn]] < oo et
P-ps. VneN, E[Mx|%#.]|=M,,

ot M désigne la limite presque siire de (M., )nen (dont Iexistence est garantie par le théoréme B.6.8).

(iii) 1l existe une v.a. réelle intégrable X telle que
P-ps. VYneN, E[X|Z,]=M,.

(iv) La famille de variables (My)en est uniformément intégrable.

Preuve : montrons (i) = (44). On note Mo la limite dans L' de (M., ),en. Puisqu’il y a convergence dans L', il y a convergence des
normes L' : lim,, E[|M,|]=E[|Mu|], ce qui implique que sup,, .y E[ | M |] < co. Par le théoréme B.6.8, (M, )nen converge p.s. et
comme de toute suite convergente pour la norme L', on extrait une suite convergeant p.s., il est clair que la limite dans L' de (Mp)nen
est la méme que sa limite presque stire. On a donc lim,, M, = Mo p.s. et lim, E[|M, — Ms|] =0. Le lemme B.6.2 (iii) implique
ensuite que pour tous m, n €N, on a E[M,,+m|%n] = M,. Cela entraine que

E[[EMu|Z0)-Ma|] = E[|[E[Ma—Muim|Z]|]
< E[E[|Mo—Moin||0]] =Bl Mo~ Moy] ]

Lorsque m tend vers I'infini, on a E [ [E[Moc|-%n]—My| ] = 0, ce qui montre (i4).

L’implication (4¢) = (4i%) est immédiate. L’implication (4i7) = (iv) est une conséquence directe du lemme B.6.9. Montrons que
(iv) = (4) : la propriété d’uniforme intégrabilité implique que pour un certain a > 0, il existe une constante ¢, positive et finie telle
que pour tout n €N, on ait E[ | M, |1{|a,,|>q} ] < ¢. Donc pour tout n €N,

E[[My|] = E[|Mn|1{m, <ay | + E[[Mallgm, 201 ] < ate

On en déduit donc que sup,, oy E[ \Mn\] < oo. Par le théoreme (B.6.8), la suite (My)ncn converge presque slirement, donc en

probabilité, mais comme elle est uniformément intégrable, le lemme B.6.9 implique qu’elle converge dans L' également, ce qui montre
®. ]

. 3 . PR 1 .
Nous prouvons ensuite une conséquence utile du théoreme de convergence L des martingales.
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Théoréme B.6.11 Soit X, une v.a. intégrable. Soit (Fy, )nen, une filtration sur (2, F). On rappelle que F oo = o(Fn;n€N). Alors

E[X |#,] — E[X|Zx] p.s etdansL’.

Preuve : on pose M,, = E[X|.%,], n €N. C’est une martingale uniformément intégrable : par le théoréme B.6.10, elle converge p.s. et
dans L' vers une variable notée M. Il faut donc montrer que P-p.s. Mo, = E[X|.Z.]. Pour cela, on fixe p€ N et A€ .%,. Pour tout
n €N, on a d’abord

|E[M,14]—E[M14]| =|E[(M, — Moo)14]| <E[|M, — Muo|14] < E[|M, —M|].

La convergence L' des M,, vers M, implique que E[M,14] — E[Ms14]. Or pour tout . >p, comme .%, C Fn, on a E[M,,14] =
E[E[X|%,]14]=E[X14]. Cela prouve donc que

VpEN, VA€ .Z,, E[X1a]=E[M1,]. (B.34)

On pose alors
L:={A€ Fu :E[X14]=E[M14]} et 2:=|]F,.
pEN
11 est facile de voir que & est un pi-systéme. On a clairement 0(2?) = .F« et par le théoréme de convergence dominée on vérifie
aisément que L est une classe monotone. Or (B.34) implique que cP C L. Le théoreme A.1.10 de la classe monotone, page 270,
montre que o(Z?) C L, ce qui implique que £ = F. Autrement dit, pour tout A € Foo, E[Moc14] =E[X14]. Comme Mo est
Foo-mesurable, on en déduit que p.s. Xoo =E[X|F]. [ ]

Supposons que (M., )nen soit une martingale bornée en norme L : sup,, ey E UM" \p] < 00. Sip>1,alors (B.31) implique que
(My)nen est uniformément intégrable et celle martingale converge dans L™ et presque sirement par le théoréme précédent. On a en
fait une converence dans L, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme B.6.12 (Convergence 1" des martingales) Soit p €1, 00[. Soit (M,)n>0, une martingale relativement & la filtration
(Zn)n>0. On suppose que

sup E[|M,|P] < 0o .
neN

Alors, il existe une v.a. Moo dans 1) telle que

(i) P-p.s. lim,, M,, = M presque siirement ;
(ii) (My)n>0 converge vers Mo dans I’ : limy, E[|Mo—M,|?] =0,

(iii) P-p.s. E[Ms | #n]=M,, neN.

Preuve : par Jensen, (E[ |M,,|])? <E[|M,|?], donc sup,,~o E[ |Mn|] < oo, et le théoréme B.6.8 de convergence p.s. des martingales
implique que (M, )n>0 converge p.s. On note Mo sa limite p.s. et on pose S =sup, -, | My|. On a donc | M| < S. Pour tout n €N,
on a donc | Moo — M, | <28, et donc | Moo — M, |P < 2P SP. L’inégalité L” des sous-martingales positives (théoréme B.6.6) montre que
E[S?] < o0, or lim,, | Moo — My|? = 0 p.s. Par convergence dominée on a donc (4¢). Enfin, par Jensen, on a (E[|Ms — My |])? <
E[|Mo —M,|P], donc (M,),en converge vers Moo dans L' et le théoréme B.6.10 entraine (iii).

Martingales rétrogrades. On introduit la notion de sur-martingales rétrograde (ou inverse) comme suit.

Définition B.6.13 (Sur-martingales rétrogrades) On introduit les notions suivantes.

e Soit #,, n € N, une suite de sous-tribus de 1’espace mesurable (€2,.%). On dit que (Fn)n>0 est une filtration rétrograde ssi
Fni1C.Fn, pour tout n > 0. On définit alors

Foo 1= m Fn .
neN

e Soit (My,)nen, une suite de v.a. réelles. C’est une martingale rétrograde (resp. sur-martingale rétrograde) relativement a la filtration
rétrograde(Fy)n>o si pour tout n € N, M, est .%,-mesurable, intégrable et E[M,,|. %, 1] = Myp41 (tesp. E[My,|Zn 1] <
Mp1).
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On notera bien la différence avec la définition de martingale : les tribus .%,, d’une filtration rétrograde décroissent, les variables M,
sont donc "de moins en moins aléatoires”. 11 est donc normal de s’attendre a ce que les martingales rétrogrades se comportent plus
régulierement. On remarque par exemple que (M, )n>0 est une martingale rétrograde ssi

Vn €N, E[Mo|Z.] =M, . (B.35)

Le lemme suivant fait le lien entre les notions de martingale et martingale inverse. Sa preuve est immédiate.

Lemme B.6.14 Soit (%, )n>0, une filtration rétrograde et soit (M )nen, une (Fn)n>o-sur-martingale (resp. martingale) Pour tout
no €N, on pose M,° = M=)+ et F0 = ﬁ(no_n>+, c’est-a-dire

(M7°)nen = (Mng, Mng—1,..., Mz, My, Mo, Mo, Mo, ...) et

ano — o o . a7 o a g
(Zr)nen = (Fngs FPro—1, - - F2, F1, Fo, Fo, Fo, ...

Alors (F2° ) nen est une filtration, au sens usuel, et (M}}°)nen est une sur-martingale (resp. martingale) relativement a (F,,° )nen,
au sens usuel.

Théoréme B.6.15 (Convergence des sur-martingales rétrogrades) Soit (%, ),>0, une filtration rétrograde de (2, % ). On pose
Foo = pen Fn- Soit (Mn)nen une sur-martingale rétrograde relativement a (Fn)nen. On obseve que cela implique que n
E[M,] croit et on suppose que
sup E[M,] < oo . (B.36)
neN

Alors, il existe une v.a. réelle M intégrable % o.-mesurable, intégrable telle que lim,, M, = My p.s. et dans L' et telle que
VneN, P-ps. E[M,|Zx] < M .

Lorsque M est une martingale rétrograde, la suite n — E[M,] et (B.36) est toujours vérifiée de plus on a pour tout n € N, P-
p.s. E[Mp|F o] = M.

Preuve : on commence par prouver le théoreme dans le cas ou M est une martingale rétrograde. Soit no € N. Soient a,b € R, tels
que a < b. On reprend les notations du lemme B.6.14. Un simple dessin montre que Upg n,] (=M, [—b, —a]) = Uo,no) (M™°, [a, b]).
L’inégalité de Doob (théoréeme B.6.4) appliqué a la martingale usuelle M™° (lemme B.6.14) implique que

(b= &)B[Uo.ne) (—M, [-b, —a])] (b= a)E[Upo,ngp (M™, [a, b])]

E[(M —a)_] = E[(Mo —a)-] < |a| + E[|Mo]] .

IA

On raisonne ensuite sur —) comme dans la preuve du théoreme B.6.8 de convergence presque siire des martingales pour montrer
qu’il existe une v.a. Mo telle que P-p.s. lim,, M,, = M. La remarque (B.35) combinée au lemme B.6.9 implique que (M, )nen est
uniformément intégrable et par (B.32) on a lim,, E U Moo—M,, |] =0. Pour tout n €N, et tout p >n, M), est F,,-mesurable et donc Mo,
est %, -mesurable. Donc pour tout a € R, { Mo, <a} € F,, pour tout n €N, et donc que { M <a} € ﬂnEN Fn = Foo. Donc Moo
est Foo-mesurable. Soit A € % . Pour tous m,n €N, comme A € .%, ., comme E[M,|%n4m] = Mm4n (conséquence immédiate
de (B.35)), on a E[M,,14] = E[M,,4n14]. Comme les M,, convergent dans L' vers Moo, limm—s o0 E[Mminla] = E[Ms14] et
donc E[M,14] = E[Ms14]. On en déduit donc que P-p.s. E[M,| %] = Mo, ce qui termine la preuve du théoréme dans le cas
des martingales rétrogrades.

Supposons que M soit une sur-martingale rétrograde. Pour tout n € N, on A,, := M,11 —E[M,|%,+1]. On constate que A,
est .%,+1 mesurable et positive. Pour tout n € N*, on pose V,, := > Ap, qui est a priori a valeurs dans [0, co] et qui est Fp41-
mesurable et décroissante en n. On observe que

p>n

E[[Vol] = E[Va] = Y E[A)] = Y E[M,]-E[M,1] = iggE[Mp]*E[Mn} <oo.

p>n p=>n

Cela implique que chaque V;, est une v.a. intégrable et comme la suite n — E[M,] est croissante, on en déduit que lim, E[V,] =0.
Comme les V;, décroissent cela montre que lim,, V;, =0 p.s. et dans L' . On vérifie ensuite immediatement que M;; = M,, +V;, est une
(Fn)nen-martingale rétrograde. En lui appliquant le théoréme prouvé dans le cas des martingales, on voit que lim,, M,, =lim,, M, =:
M p.s. et dans L', qui est une v.a. % o-mesurable intégrable et pour tout n €N, on a P-p.s.

Moy = E[M;|Fo] = E[Myn|F o] + E[Vi|Z] > E[Mp|Fs]

ce qui termine la preuve. |



