MASTER 2, lere session, Markov 1.

Sorbonne Université, 2023-2024.
Durée 3 heures ; notes de cours autorisées.

Exercice 1

Les questions suivantes sont indépendantes et nécessitent une justification.

1.

Soit (X, )n>0 une marche aléatoire simple symétrique sur Z qui est définie sur un espace
de probabilité (2,.%,P). Montrer, en le justifiant soigneusement, qu’il existe ¢ € R
que 'on calculera explicitement tel que I'on ait P-p.s.

> 2
lim =FEr (Xt
n—00 Z 5_|X'n|
1<k<n

On adopte la convention que 0! = 1.

Existe-il des chaines de Markov irréductibles transientes admettant une probabilité
invariante 7

Existe-il des chaines de Markov irréductibles transientes admettant une mesure invari-
ante 7

Existe-il des chaines de Markov irréductibles transientes n’admettant pas de mesure
invariante 7

Exercice 1I1I.

On considéere deux urnes A et B qui contiennent chacune N boules: il y a au total 2N
boules. Les boules ont deux couleurs: rouge et verte. On note X le nombre de boules rouges
que contient I'urne A initialement. On mélange les boules successivement en procédant
comme suit: a chaque étape, on tire uniformément au hasard une boule dans I'urne A et
indépendamment, une boule dans I'urne B et on échange d’urne les deux boules tirées. On
note X,, le nombre de boules rouges dans I'urne A a I’étape n. On observe que le nombre de
boules dans chaque urne reste constant égal a N.

1.

AN R

Montrer que (X,,),>0 est une chaine de Markov: préciser son espace d’état et sa matrice
de transition (on essaiera d’expliquer ses calculs).

Montrer que la chaine est irréductible.
Calculer la période de la chaine.
Pourquoi est-elle récurrente positive ?

On note 7 la loi invariante. Ecrire les équations déterminant r et calculer 7. (Indication:
on pourra utiliser le fait que le coefficient d’ordre n du polynome (1 — x?)N est le
coefficient d’ordre n du produit de polynomes (1 — x)N (1 +z)N.)



Exercice 111

On fixe un entier N > 2 et on note Cy = {0,1}". On dit que s = (s1,...,sy5) € Oy et
s =(s),...,8y) € Cy sont voisins (ce qu'on note s ~ §') §'il existe 1 < k < N tel que :

Vie{l,...,N}\{k}, s =5, et Sk # 8.

Le graphe dont les sommets sont les éléments de Cy et dont les arétes relient les sommets
voisins est appelé [’hypercube de dimension N.

II-1) Dessiner Cy, puis Cs.

I1-2) Combien un sommet donné de Cx a-t-il de voisins 7 On définit la matrice Qo =
(po(s,8"))s.secy sur Cy en posant

1/(2N) sis~ ¢,
po(s,s’) =q1/2 sis=s,

0 dans les autres cas.

Est-ce une matrice de transition ?
I1-3) Montrer que @)y est irréductible et apériodique.
I1-4) Pourquoi admet-elle une loi invariante ? Calculer cette loi invariante que 1'on note 7.

II-5) Soit (£2,.%#,P), un espace de probabilité sur lequel est définie une suite de variables
Up:Q—{1,...,2N}, n > 1, Z-mesurables, indépendantes et de loi uniforme. On fixe une
loi de probabilité u € .#,(Cy) et suppose en plus qu’il existe Xy, Yy : @ — Cy indépendantes,
Z-mesurables telles que X, a pour loi p et Yy a pour loi 7. On suppose que les v.a. X, Y)
sont indépendantes de la suite (Uy,),>1. On définit de maniere récursive suivante deux suites
de variables a valeurs dans Cy :

X,=(X,,...,. X)) eCy, Y,=(Y,

no*

..,YnN)GCN, n > 0.

On suppose définies X, Yy, ..., X,,,Y,. Pour tout 1 <k < N:

- si Upy1 = 2k — 1, la k-ieme coordonnée de X, ;1 et de Y,, 11 sont choisies égales toutes
les deux a 1, et les autres coordonnées de X,, ;1 (resp. de Y,.1) sont égales a celles de X,
(resp. de celles de Y;,).

- si Upy1 = 2k, la k-ieme coordonnée de X1 et de Y, 1 sont choisies égales toutes les
deux a 0, et les autres coordonnées de X,, 11 (resp. de Y, ;1) sont égales a celles de X, (resp.
a celles de Y},).

ITI-5a) Dans cette question seulement, on suppose que N = 3, Xy = (0,0,0) et Y5 = (0,1,0).
Calculer X et Y; si Uy = 5. Méme question si U; = 2.

II-5b) Montrer que (X,,)n>0 €t (Y5)n>0 sont des chaines de Markov de matrice de transition
Qo-

II-5¢) On pose Ty = inf{n >1:{U,...,U,} = {1,...,2N}}. Montrer que P(Ty < c0) =
1.

II-5d) Montrer que X,, =Y,, pour tout n > Tl.
II-5e) Montrer soigneusement que

D 11Q5(s) = m(s)| < 2P(Ty > n),

seCn



I1-6) Pour tout n € N, on pose 79 =0 et 7,41 = inf{k > 7, : Xy # X, }.
IT-6a) Montrer par récurrence que les 7, sont des temps d’arrét.
II-6b) Montrer que les v.a. 7,41 — T,, n € N, sont indépendantes. Préciser leur loi.

II-6¢) On pose Z, = X, , n € N. Montrer que (Z,)nen est la marche simple de poids
uniformes sur le graphe Cy. On notera @ = (p(s, s’))ssecy la matrice de transition de cette
marche et on la calculera explicitement.

I1-6d) Pour tout s € Cy, on pose Ty = inf{n > 0: Z, = s} et T." = inf{n > 1: Z, = s},
avec la convention habituelle que inf @ = co. Calculer E [T%7]. Justifier soigneusement.

II-7) On veut calculer #7 (Cy). Pour cela on note V' le R-espace vectoriel des fonctions
f: Cny — R. Pour toutes fonctions f,g € V, on pose

(f9v =Y f(s)g(s),

seCn
qui est un produit scalaire sur V.
Pour tous s = (s1,...,sy) € Cy et s = (s],...,sy) € Cy, on pose
no__ /
(s,8") = E SiS;
1<i<N

et on définit
s®s = (s],...,s%) € Cy oupourtoutie{l,...,N}, s/ =s;+s. mod 2.
Pour tout s € Cy, on définit la fonction ¢, € V' en posant

hs(s') = (1)) pour tout s" € Cly.

I1I-7a) Quelle est la dimension de V' 7

II-7b) On note A = N(Id — @), endomorphisme de V appelé laplacien. Pourquoi est-il
appelé Laplacien?
II-7c) Soit un entier p > 2. Soient fi, ..., f, des fonctions non nulles telles que (f;, fj)v =0
pour tous 1 < i < 7 < p. Montrer que ces fonctions sont linéairement indépendantes dans V.
II-7d) Pour tout i € {1,..., N}, on note e; le vecteur de Cy dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf celle de rang i : e¢; = (e;(1),...,¢;(N)) ot e;(j) =0si j # i et e;(i) = 1.

Montrer que pour tous s = (s1,...,sy) € Cy et tous s = (s},...,sy) € Cu, et tout
ie{l,...,N},ona:

Os(s" @ ei) = (=1)%s(s).

II-7e) Montrer que s € Cy — s @ e; € Cy est une bijection. On note o = (0,...,0) le
vecteur nul de Cy. En déduire que (¢, ¢o)y = 0 si s # 0. Que vaut (¢,, do)y 7
I1I-7f) Soient s,0 € Cy. Montrer que (¢s, ¢5)v = (dsao, Po)v-
I1I-7g) Montrer que
N-1
#T(Cy) = 22"V T k0.

k=1



Exercice IV

Enoncer puis démontrer le lemme des réveils dans le cas de N réveils de parametres qq, ..., qy
qui sont des réels strictement positifs.

Exercice V

On considere une file d’attente (M/M/K/oo/FIFO). Les temps d’inter-arrivée des clients
sont des variables exponentielles indépendantes de parametre noté a et les temps de services
sont des exponentielles notées b. On suppose que ab > 0. On note X; le nombre de clients
en attente ou en train d’étre servis a I'instant ¢. On suppose que (X¢);c[0,00) €St un processus
Markovien (continu & droite et minimal).

IV-1) Préciser I'espace d’état. Déterminer le générateur du processus (on le notera G =
(4i5)).
IV-2) Montrer que le processus est irréductible.

IV-3) Déterminer en fonction de a, b et K si le processus est transient, récurrent nul ou
récurrent positif : on calculera ses mesures invariantes. Dans le cas récurrent positif on
notera m son unique probabilité invariante, que I'on calculera.

IV-4) On note N, le nombre de guichets occupés a l'instant . On se place dans le cas
récurrent positif : montrer que P-presque stiirement

t

1
lim - [ Nyds=c,

t—oo T 0

ol ¢ est une constante que 1'on exprimera en fonction de m : interpréter cette quantité.

Exercice VI

Soit (£2,.#,P), un espace de probabilité sur lequel sont définies les variables indépendantes
Xo, Y, k € N*. On suppose que Xj est a valeurs dans N, on suppose ensuite que les Y}
suivent une loi exponentielle de parametre 6 €]0, 00, et on suppose enfin que les Z; sont
des variables géométriques de parametre 1/2, c’est-a-dire que P(Z, = j) = 2771 pour tout
J € N. Pour tout n € N*, on pose T,, =Y, +--- + Y}, vVt € R,, on pose

Ne= Y 1o4(Tn), X =max(Xo, max Zy,),

1<k<N:
neN*

avec la convention que X; = Xy si N; = 0. On rappelle que (Ny)i>o est le processus de
Poisson linéaire d’intensité 0t et qu’il possede les propriétés suivantes :

- Ny = 0 p.s., et pour tout ¢ > 0, N; suit une loi de Poisson de parametre 60t,

- pour tous s,t € Ry, Nips — N, est indépendant de (Vy)uep,s) €t a méme loi que N;.

V-1) Montrer que P-p.s. ¢t — X, est croissant et tend vers co.

V-2) Soit i € N. On suppose que P(Xy = i) > 0. Soit j € N tel que j > i. On pose
fi(i,j) =P(X; = j | Xo =1). Calculer f;(i,j) en fonction de j, t et 6. Est-ce résultat dépend
de i 7

V-3) Montrer que (X;);>0 est un processus Markovien a valeurs dans N.

4



V-4) Préciser le générateur de (X;)i>o.

V-5) 1l s’agit d’une question intermédiaire. Sur (€2, .%,P), on se donne une suite de variables
(Vk)k>1, & valeurs dans N, indépendantes et de méme loi notée v. On suppose que V' (0) = 0.
On suppose également que sur (§2,.#,P) est également définie une variable Sy : 2 — N qui
est indépendante de (Vi)k>1. On pose Sy = Sy + Vi + - - - + Vi, pour tout k£ > 1.0n se donne
également un processus de Poisson (NV))ier+ d’intensité 1 indépendant de (S )ken-

Montrer que (S Ng)tzo est un processus Markovien a valeurs dans N dont on calculera le
générateur. On appelle (Sy)i>0 une marche aléatoire de loi de saut v.
V-6) Soit v : N — [a, 00] ot a est un réel strictement positif. On pose

¢
A = / v(Xy) ds, 7 =inf{s e Ry : Ay >t}
0

avec la convention que inf @ = oc.
V-6a) Montrer que P-p.s. 7, < 0.

V-6b) On pose X; = X,, pour tout £ > 0. On rappelle que (X});>o est un processus de
Markov. Trouver v pour que X’ soit une marche aléatoire dont on précisera la loi de saut.

Exercice VI1I

On note R* = R\ {0}, R% P'ensemble des réels positifs, R = Ry NR*, Ry = [0,00), R%
I'ensemble des réels strictement positifs. Pour tout 8 € R*, on définit la loi pz sur R*, muni
des Boréliens, par pg(dt) = 1Ri(t)t*5l(dt), ou [ désigne la mesure de Lebesgue sur R. On
rappelle la définition de la fonction I" d’Euler sur R? par l'intégrale

I(u) = /O )

Toutes les variables sont définies sur un méme espace de probabilité (€2,.#,P). Pour tout
B € R, on se donne Ilg : @ — Sg,, un nuage Poissonien d’intensité pg. On pose Sz =
> Xell, X, qui est une variable .%-mesurable a valeurs dans [0, co].

VI-1) Pour quels f € R* a-t-on P(S3 < 00) =1 7 Que vaut P(S3 < 00) si P(Sp < 00) <17

VI-2) On suppose que P(Sz < 0o) = 1. Pour tout A € R, calculer E[exp(—ASg)] en fonction
de \, B et T

VI-3) On fixe B = 7/3. Trouver f : R — R* continue strictement décroissante bijective
telle que f(Il7/3) soit un nuage Poissonnien d’intensité [ sur R .

VI-4) On fixe § = 7/3. Montrer qu’il existe une suite de variables (X,,),>1 telles que P-
presque strement, pour tout n € N*, X;, > X, 1y, lim, o X,, = 0 et II;;3 = {X, :n €
N*}. Calculer la fonction de répartition de X,, (sous la forme d’une somme de fonctions
élémentaires).

VI-5) On fixe § = 7/3 et on reprend les notions de la question précédente. Montrer qu’il
existe des constantes strictement positives c et C', que I'on précise, telles que lim,, o, n X, = C
presque surement.



Exercice VIII

Soit IT un nuage Poissonien sur R d’intensité la mesure de Lebesgue. On imagine un glouton
partant de 'origine 0 qui mange les points de II de proche en proche : il mange d’abord le
point de II le plus proche de 0, puis le plus proche parmi les points qui restent... et ainsi de
suite. On se demande s’il mange ainsi tous les points de II.

Formellement, on note (Y},),en la suite des points mangés par le glouton : on a Yy = 0,
Y1 est le point de II le plus proche de 0 et si n > 1, Y,,4; est le point de IT\ {Y7,...,Y,} le
plus proche de Y,,.

Au temps n > 2, le glouton se trouve au bord d’'un “trou” qu’il a déja exploré : il s’agit
d’un intervalle I, = [G,,, D,] tel que

Gn, Dy €R,, Y, €{G,, D}, {0YUIIN(Gp, Dy) ={Yo,...,Y,}.

Si le glouton est dans R, alors Y,, > 0, G}, < 0, le “trou” est sur sa gauche et sa droite
est une partie inexplorée de II. De meéme, si le glouton est dans R_ alors G,, = Y,, < 0,
D, > 0, le “trou” est sur sa droite et a gauche il reste une partie inexplorée de II. On dit
que le glouton effectue une traversée si a I'instant n il est a gauche (resp. a droite) du trou
et qu’a l'instant n + 1 il se retrouve a droite (resp. a gauche) du trou.

VII-1) Montrer qu’il existe une suite d’exponentielles (&,),>0 indépendantes de parametre
1 telles que I(n) =¢eg+&1+ -+ + €p.

VII-2) Montrer que le glouton effectue une traversée entre n et n + 1 si et seulement si
En+tl > l(n)

VII-3) Montrer que P-p.s. le glouton ne visite pas tous les points de II et qu’il en laisse
méme une infinité de coté.



