M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 0.

Solutions

Exercice 1. (i) Pour la borne supérieure, on observe que
1 o 2 1 1 [ 2 1 1 _ .
P >z :—/ e_“/Qdu<——/ we 2 du = ——= e /2,
(6 ) V2T Jy V2 x J, V2rx

Pour la borne inférieure, on utilise I'intégration par parties:

1 o 2 1 1 _ 2,07 1 >~ 1 2

P >x :—/ e_“/Qdu:[———e_“/Ql ——/ —e ™%/ du,
(6 ) V2T Js V2T U . Vor ), u?
ce qui implique la borne inférieure cherchée, car [ #e‘“g/ 2du < 5 [ ue™* /2 dy = .

(ii) Pour tout A > 0, on a, par I'inégalité de Markov,
P(é& > i[f) S ef)\x]E [e)\ﬁ} — ef)\x+,\2/2'
On obtient donc l'inégalité cherchée en prenant \ = z. O

Exercice 2. (i) On a E(¢*) = 3, E(|¢]) = (2)Y2,

(ii) On a E(e%) = e**/2, E(£e%) = ae® /2. Quant & E(e*”), on voit que E(e®”) = oo si
a > 1, alors que E(e®’) = (1 —2a) Y?sia < 3.

(iii) En conditionnant par rapport a la tribu engendrée par £, on obtient, grace a (ii),
que E(e?7|€) = eM¢/2 qui nest autre que e*’. On prend espérance dans les deux cotés

de l'identité pour conclure. 0

Exercice 3. Pour toute variable aléatoire réelle £, on note sa fonction caractéristique par
we. Par hypothese, ¢, (t) = exp(ip,t — %tQ) converge simplement vers ¢¢(t). En passant
au module, on a aussi exp(—%ﬁ) — |pe(t)], quel que soit ¢t € R. Donc o2 converge vers
02 > 0 (le cas 02 — oo est & écarter car la fonction limite 110y n’est pas une fonction
caractéristique, étant discontinue au point 0).

Supposons que (u,) n’est pas bornée. On peut en extraire une sous-suite (fi,, ) qui tend
vers +00 (ou —oo mais le raisonnement sera alors le méme). Soit a € R quelconque. La
fonction de répartition F; de £ étant monotone, on peut trouver b > a qui est un point de

continuité de F¢. Donc

. 1
Fi(a) < Fe(b) = lim P(€, <) < 5.

1



car quand k est grand, P(&,, <b) < P(&,, < pn,) = 3. Donc Fe¢(a) < 3 pour tout a € R,
ce qui est absurde car F¢ est une fonction de répartition et sa limite en 400 vaut 1.

La suite (i) est donc bornée. Si p € R et v € R sont deux valeurs d’adhérence, alors
on aura e = ¢! pour tout ¢t € R, ce qui n’est possible que si g = v. Donc la suite (u,,)
converge, vers disons p € R. Comme 0,, — 0, on a p¢(t) = exp(iut — ";tZ). Donc ¢ suit la

loi gaussienne A (p, 02). O

Exercice 4. On utilise le résultat de I'exercice précédent. Pour tout a € R, on a

2 2
E(e®") = exp (aun + a;”),

* on a, pour tout a > 0, sup, E(e?é) < oco. A fortiori,

et comme e/l < e 4 e
sup,, E(|&,[P™!) < oo et donc sup, E(|&, — £[PT) < oo. Ceci implique que (|&, — &JP)
est uniformément intégrable. Comme |¢,, — &P — 0 en probabilité, cette convergence a lieu

également dans L. O

Exercice 5. (i) Soient a et b deux réels. Il est clair que (£, 7, 0 — a& — bn), en tant
que transformation linéaire du vecteur gaussien (&, n, ), est un vecteur gaussien. Donc
0 — a& — bn est indépendante de (£, ) si et seulement si Cov(f — a& — bn, £) = Cov(0 —

a& —bn, n) =0.

Or, Cov(f — a& — b, §) = Cov(¢, 0) — ao?, et Cov(d — a& — bn, n) = Cov(n, §) — bo;.
En choisissant désormais a := Cov(¢, 6)/0¢ et b := Cov(n, 0) /a2, on voit que 6 — a& — b
est indépendante de (£, n). Donc

E@&n) = E@—a—bnlE n)+al+bn
= E(0—a& —bn) + a& + by =E(0) + a& + bn.

D’autre part, § — a& est indépendante de &, car (£, § — a) est un vecteur gaussien avec
Cov(&, 0 —a&) =0 ; donc E(0[&) = E(0 — a& |€) + a& = E(0 — a&) + a = E(0) + a&. De
méme, E(6|n) = E(0) + bn. Par conséquent,

E(0[&, n) = E(0) + al + bn = E(0|£) +E(0[n) — E(0).

(i) Soit A € o(&n). Par définition, il existe un borélien B C R tel que A = {w :
¢(w)n(w) € B}. Donc 14 = 15(&n).



Puisque (&, n) est un vecteur gaussien centré, il a la méme loi que (=&, —n). Donc
El§15(én)] = E[(-=&)1s((=8)(-n))] = —E[{15(¢n)], cest-a-dire, E[{15(¢n)] = 0. En
d’autres mots, E(£14) =0, VA € 0(£n), ce qui signifie que E(¢|&n) = 0.

(iii) On a E(0 | £n) = E(6—a&—bn|En)+a (| En)+bE(n|&n). Dapres (i), E(E|£n) =
0 ; de méme, E(n|&n) =0. D'ou E(0 |£{n) = E(0 —a& —bn|&n). Or, on a vu que 8 —al —bn
est indépendante de (£, ) ; donc E(0 — a — bn|&n) = E(0 — a& — bn) = E(0), ce qui

implique l'identité désirée. [l

Exercice 6. (i) Quitte a remplacer n par n+ &, on peut supposer que £ = 0. Il s’agit donc
de prouver que E(n|¥4) > 0p.s. < E(nls) >0,VAe€ 9.

“=" Supposons que E(n|¥) > 0 p.s. Alors pour tout A € ¢, on a E(nly) =
E[E(n14|9)] =E[14E(n|¥)] qui est positive car par hypothese, E(n|¥) > 0 p.s.

“«<” Supposons que E(n14) >0,VA € ¥.

Posons 6 := E(n|¥) qui est une variable aléatoire ¢-mesurable. Soit B := {w : §(w) <
0} € 4. Par hypothese, E(nl1g) > 0. Or, E(nlp) = E[E(nlp|¥)] = E[15E(n|¥9)] =
E[150] ; donc dire E(n1p) > 0 équivaut a dire E[1560] > 0. Comme 1560 < 0, ceci n’est
possible que si 156 = 0 p.s., c’est-a-dire, 0 > 0 p.s.

(ii) C’est une conséquence de (i), en considérant les deux couples (£, 1) et (=€, —n).O

Exercice 7. “=" Supposons que (X,, a € A) est uniformément intégrable.
Soit @ > 0 un réel. On a, pour tout B € F, E(|X,|1p) < E(|Xa| 1{x.>a}) + aP(B).
Soit € > 0. On fixe a suffisamment grand tel que E(| X4 | 1{/x,|>q}) < § pour tout a € A.

£

5, on obtient (ii).

En prenant B := (), on obtient (i), tandis qu’en prenant ¢ :=

“<” Supposons (i) et (ii). Soit € > 0. Soit 6 > 0 dans (ii). Pour tout a >
2 sup,e s E(| X, ), comme P(|X,| > a) < ElXal) <5, on a, dapres (i), E(|Xq| 1{x.>a}) <
0]

g, Va € A.

Exercice 8. Soit Xy :=E({|¥) pour toute sous-tribu ¢4 de .Z.

Soit @ > 0. Comme {|Xy| > a} € ¥, on a E(|{] 1yxyza}) = E(|Xg| 1{xy|>a})- Soit
e > 0. L’intégrabilité de £ implique qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout B € .F avec
P(B) <éd,onaE(|¢1p) < e.

Sia > %, alors P{|Xy| > a} < E(pi(gl) < E(f') < 0, et donc par le paragraphe
précédent, E(|Xy| 1{x,|>a)) < €. Autrement dit, (E({|¥), ¥ C ¥ sous-tribu) est uni-

formément intégrable. l



Exercice 9. Théoreme de de la Vallée Poussin. Cf poly “compléments de proba” (sur ma

page), page 36.

Exercice 10. Découle immédiatement du 9, en utilisant Jensen.
Exercice 11. Cas particulier du 9.

Exercice 12. Découle facilement du 8.

Exercice 13. Sans perte de généralité, on peut supposer que X, = 0, car sinon, il suffit
de considérer X; — X, a la place de X; en constatant que (X; — X, t > 0) est également
uniformément intégrable (d’apres 'Exercice 12).

Soit € > 0. On fixe a > 0 suffisamment grand tel que E(|X¢| 1{x,/>q}) <€, Vt > 0. On a
alors E(|X/]) = E(X] Lie<pgzar) + B Lxsa) TE(X] Lixieey) < aP(X0] > ) +et
e. En faisant t — oo, et vu que X; — 0 en probabilité, on obtient limsup,_, E(|X;|) < 2¢,

ce qui donne X; — 0 dans L' car € > 0 peut étre aussi petit qu’on veut. 0



M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 1.

Solutions

Exercice 1. On utilise un argument par récurrence. Le cas n = 0 est trivial. Supposons
que ce soit vrai au rang n — 1. Il est clair que (X, (2), 0 < k < 2") est un vecteur gaussien
(et évidemment centré), étant fonction linéaire des vecteurs gaussiens (X,_q(52), 0 <
k<2 Y et (€n, 0 < k < 2") qui sont indépendants. Il reste de vérifier la covariance. On
distingue maintenant deux situations possibles.

Supposons qu’il y a au moins un nombre pair parmi k et ¢, disons k = 2k; : alors
Xo(2) = Xpo1(522), et Didentité cherchée Cov(X,_1(£), Xn_1(55)) = 25 A 2 est triviale
par hypothese de récurrence si ¢ est pair ; si ¢ est impair, disons ¢ = 2¢; + 1, alors
X, (2n) = an 1(2n 1)+ =X, _ 1(5;&)—#% ; comme & ,, est indépendante de X, 1(25 ),
on a

Cov(X (Qk) A (2£n>>

F>’ Xn—1<2 )) + C0V< (F)’ Xn—1<€;n——+__11))7

= %Cov(Xn_l(

ce qui, par hypothese de récurrence, vaut %(foll A Qfll) + %(2511 A éii}) = 2% A 21,1 comme
prévu.

Supposons ensuite que k et ¢ sont tous impairs, disons k =2k; +1et £ =2(;+1: on a
Xn(£) = $ X0 1(355) + X1 (B + 587 et Xa() = $X0m1(52) + X1 (85 +

PIC o(n+1)/

%iw. Comme &, et &, sont indépendantes de (X,,_1(t), t € [0, 1]), on a, par hypothese

de récurrence,

k E . 1 kl gl 1 kl gl + 1
C°V<X"(2_n)’ X"(27)> ST= 2n71)+1(2 ST
1 ki +1 0y 1 ki+1 /(1+1

) +

On vérifie aisément que la somme des cing termes a droite vaut effectlvement AN g

Un raisonnement par récurrent permet alors de conclure que Cov| n(%)Xn(zin)] =
koA L
AT O
Exercice 2. 1l est clair que les trajectoires de B sont p.s. continues. On vérifie ensuite

facilement que B est un processus gaussien centré de covariance Cov(By, Bs) =t A s pour

tous réels positifs s et t. O



Exercice 3. Pour tout ¢t > 0, X; est continue, donc mesurable par rapport a € (R, ,R).
Par conséquent, o(X;, t > 0) C €(R.,R).

Inversement, pour tout wo € C(Ry,R), 0,(W,Wo) = SupPepgng|W(t) — wo(t)| est
o(Xy, t > 0)-mesurable, ainsi que d(w,wp). Soit maintenant F' un ensemble fermé quel-
conque de C(Ry,R), et soient (w,) une suite dense de F (car on est dans un espace

séparable), et on a alors
F={weCR.R): dlw,F) =0} ={w e C(R,R) : infd(w,w,) =0},

qui est un élément de o(Xy, t > 0). Par conséquent, € (R, R) C o(X;, t > 0).
On peut également montrer directment que les ouverts sont (X, t > 0)-mesurables en
utilisant la propriété! suivante : si un espace métrique est séparable, alors tout ouvert est

la réunion dénombrable de boules ouvertes. OJ

Exercice 4. Soitt > 0. OnaP(T < oc0) > P(T <t) > P(B; > 1). Comme P(B; > 1) —

1
2

lorsque t — oo, on obtient P(T" < o) > 1. O
Exercice 5. Par définition, £ est la limite p.s. de &, = 2" Zfil B;on et a fortiori la
limite en loi. Pour chaque n, &, suit une loi gaussienne (car le mouvement brownien est
un processus gaussien), on sait, grace a 'Exercice 4, que £ suit une loi gaussienne, avec
E(§) = lim,, oo E(&,) et Var(§) = lim,,_,o, Var(&,).

Comme E(¢,) =0, Vn, on a E(§) = 0.

" n n i . 1 1
Comme Var(&,) = 22" 37, Z?Zl(z—n ANs) = Jy Jo(sAt)dsdt =5, on a Var(€) = 5.

Conclusion : £ suit la loi gaussienne A4(0, 3). O

Exercice 6. Soient a et b des réels quelconques. Exactement comme dans 1’exercice

précédent, on voit que aB; + bn suit une loi gaussienne ; autrement dit, (Bl, n) est un

vecteur gaussien, centré. De plus, E(B;) = 0 = E(n), E(BQ) = 1, E(n?) = %, et E(B1n)
est, par Fubini (pourquoi ?), fo (B, B;)dt = fo (1At)dt = 2. Donc (By, 1) suit la loi
. o 0 1 3/2
gaussienne bi-dimensionnelle .4 ( ( O> , (3 /2 8/3 ) ).
En particulier, E(B; |n) = E(EBE?) n= 1. O
Exercice 7. Soit n > 1, et soit (s1, ---, $,) € [0, 1]”. Le mouvement brownien B étant
un processus gaussien centré, le vecteur aléatoire (B; — Bs, By, -+, Bs,) est gaussien

ISoit G un ouvert, et soit D un ensemble dénombrable dense de I’espace, alors pour tout = € G, il existe
xp € D et n, > 1 suffisamment grand tels que x € B(xp, 7) C G. Donc G = UgzegB(xp, n—) la famille

{B(xp, ni) z € G} est dénombrable, étant une sous-famille de {B(z, 1), z € D, n > 1}.
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centré. Comme Cov(B; — By, Bs,) = Cov(By, Bs,) — Cov(Bs, Bs,) = s; — s; = 0 pour tout
i < n, une propriété importante (laquelle 7) des vecteurs gaussiens nous dit que B; — By
est indépendante de (Bs,, ---, Bs,). Un argument de classe monotone permet alors de

conclure que By — By est indépendante de o(Bs, s € [0, 1]). O

Exercice 8. Comme dans ’exercice précédent, on voit que Bs — B; est indépendante de la
tribu .%,. En particulier, E(Bs | #,) = E(Bs—B; | %1)+E(B, | %) = E(Bs—B,)+B, = By,
et E(B?| %) = E((Bs — B1)*| %) + 2BE(Bs | %) — B = E((Bs — B1)?) + 2B? — B} =
4+ B}. O

Exercice 9. (i) Il suffit d’appliquer la propriété de scaling.
(ii) Les trajectoires du second processus sont p.s. de classe C*°, tandis que celles du

premier ne sont p.s. pas de classe C2. U

Exercice 10. La mesurabilité de By est claire si I'on se met dans I’espace canonique du
mouvement brownien. Calculons sa loi en étudiant sa fonction caractéristique

Soit z € R. On a E[e®B7 | T] = ¢ **T/2_ donc E[e®Pr] = E[e *"T/?] = o
dit, By a pour densité (1/v/2)e~V2l#l (“loi exponentielle bilatérale” de parametre v/2). O

ds) fo
ds < oo p.s. Par consequent, fo % ds est bien définie

. Autrement

B,
S

Exercice 11. Par Fubini-Tonelli, E( fol
c:=E(|B]) < oco. A fortiori, fol —

p.s.
[On peut, bien sir, directement prouver que fol % ds est p.s. bien définie a ’aide de la

)ds —cf s712ds < 00, ol

continuité holdérienne de B.| O

Exercice 12. Comme dans I'exercice précédent, on voit que pour tout ¢t > 0, X, := fg % ds
est bien définie p.s. Donc, p.s., le processus (X, t > 0) est défini (pourquoi ?) et a
trajectoires continues, ainsi que le processus (f; := B, — X;, t > 0).

Comme dans I'Exercice 5, on voit que pour tout n et tous réels ay, -« -, an, Y .y @B,
est une variable aléatoire gaussienne centrée. Par conséquent, 5 est un processus gaussien
centré.

Il reste de vérifier la covariance. Soient ¢ > s > 0. On a E(X;B,) = s + slog?
(pourquoi 7), E(XB;) = set E(X;X;) = 23—i—slog— Donc E(8,85) = E(B:Bs) —E(X;Bs)—

E(XB;) + E(X;X;) = s comme prévu. En conclusion, # est un mouvement brownien. [J

Exercice 13. Soit X; := fot |Bs| ds, t > 0. Par scaling, pour tout ¢ > 0, X; a la méme loi

que t*2X; (comme dans I'un des exercices précédents). Pour tout z > 0, on a P{X,, >

3



v} > P{X; > 2} =P{X; > 5z} qui tend vers P{X; > 0} = 1 lorsque t — oo, car X; >0

p.s. Ceci étant vrai pour tout x > 0, on a X, = 0o p.s. O

Exercice 14. (i) On écrit

_t—s 1—1¢ t—s

B, — B B, —B B, — By) — B — By).
t s 1_3(1 s)+1_8(t s) 1—8(1 t)

Il est clair que i;_f; (B1— Bs) est 9,-mesurable. Montrons que X := %—:z (B;—Bs)— i;_i (B1—
B,) est indépendante de ¥;. Par classe monotone, il suffit de montrer que pour tout n et
tous 0 < 57 < -+ < s, <, X est indépendante de (By,, -+, Bs,, B1).

Or, (X, By, -+, Bs,, By) étant un vecteur gaussien, il suffit de vérifier que Cov(X, By,) =
Cov(X, By) =0, Vi. Il est clair que Cov(X, Bs,) = 0 car X est indépendante de By, (pro-
prié¢té de Markov simple), tandis que Cov(X, B;) = =% (t —s) — =2 (1 —t) = 0.

Donc X est indépendante de %, : on a alors E[X |94 = E[X] = 0. Par conséquent,
E[(B, — Bs)| 9] = =% (B: — By).

(ii) [L’intégrale fol B1=B: (s est p.s. bien définie car le mouvement brownien est locale-
ment holdérienne d’exposant 3 — & pour tout € €]0, 5[]

Soient 1 >t > s > 0. D’apres (i), on a E[B,|¥,] = B, + =2 (B; — B,), et E[(B; —
Bu)|¥%,] = B — Bs— =2 (B1— B,) = % (B1 — Bs) pour u > s. Par le théoreme de Fubini

qui se justifie ici assez facilement,

"E[(B, ~B)|%] / B, — B,
0

du

1—u 1—wu

Ef|%] = EB|%) - /

S

t—s t 1 1-u * B, — B,
~ B, B — B,) — B - B)du— | 2224y,
BB /Sl—ul—s(l ) du /0 1—u

qui n’est autre que [s. O



M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 2.

Solutions

Exercice 1. (i) Soit ¢ > 0. On vérifie que {d; < t} € Z;.
Sit<1,alors {dy <t} =2€ .%. Sit>1 ona

{dlgt}:{ inf |Bs]:0}e%.

s€[1,t]NQ

Par conséquent, d; est un temps d’arrét.
(ii) Soit ¢ > 1. Par la propriété de Markov en temps 1,

P{d; < £} :/ P{B, € de} P{T . <t—1}.
Soient N et N deux variables gaussiennes centrées réduites indépendantes. On a vu dans

le cours que T, a la méme loi que z?/N?. Donc

P&hgt}zp<%;§t—l>

Par conséquent, v/d; — 1 a la méme loi que le module d’une variable de Cauchy standard.

En d’autres mots,

11
P(d, € dt) = — —=U

Tttt —1

On s’intéresse maintenant & la loi de g;. Pour tout ¢ € [0,1[, on a

dt.

P(gy <t) = /_Oo P{B, € da}P{T_, > 1t}

[e.e]

tN2

(L )
1+ (N/N)?
Donc g; a la méme loi que 1/(1 + C?), ot C' est une variable de Cauchy standard. On a

l 1{0<t<1}

T \/t(l —1)

On dit que g; suit la loi de I'arc sinus, car P(g; < t) = 2 arcsin(v/1 ).

P(gl € dt) = dt.



Remarquons que l'on aurait pu déterminer la loi de g; a I’aide de celle de d; et de la
propriété de scaling, car {g; < t} = {d; > 1}, ou d; := inf{s > ¢t : By = 0} a la méme loi
que td;. 0

Exercice 2. (i) On montre que pour tout 7" > 0 temps d’arrét fini, 7 = inf{t > T : B, = 0}
est un temps d’arrét. On I’a démontré dans I'exercice précédent lorsque 7' est un temps

constant. Si 7" prend un nombre au plus dénombrable de valeurs, disons (¢,), alors

fretp= U r=win{ il |B|=0}e

SE [tn,t|N
n:tn, <t [tn 21NQ

Donc 7 est un temps d’arrét.

Dans le cas général, pour tout n, soit
k41
T, =
>
k=0

qui est une suite de temps d’arrét qui décroit vers T'. D’apres ce que ’on vient de démontrer,
Tp = 1inf{t > T,, : By = 0} est un temps d’arrét. Donc

Lk joncr<@is1)/ony,

{Tgt}—<{T§t}ﬂ{BT—O})U({Tgt}ﬂ{BT#O}ﬂO{Tngt}),

est un élément de .%;. En conclusion, 7 est un temps d’arrét.
(ii) Par la propriété de Markov forte, 7 a la méme loi que 7} + T 1, oit T_; est une
copie indépendante de T}. Donc 7 a la loi de T5, ou encore celle de 47. La densité de 7 est
2 2
P(r € dt) =1/ — exp ( - —) dt,

w3

pour t > 0. 0

Exercice 3. (i) Par scaling, pour tout ¢ > 0 fixé, log(1+ B?) a la méme loi que log(1+¢B3).

2
Or, By # 0 p.s., on a logU+B) _, p.s. D’ou : lo8U+B7) 4 1 on loi. La limite étant une

logt logt
log(1+B?)

constante, la convergence a lieu également en probabilité. Conclusion : ozt~ 1 en

probabilité.

(ii) Si % convergeait p.s., alors elle convergerait p.s. vers 1. Or, {t: B; = 0} est

log(l—&—Bf)

p.s. non borné, cequi rend impossible la convergence p.s. vers 1. Conclusion : ==
ogt

ne

converge pas au sens p.s. U



Exercice 4. (i) Par la propriété de Markov, sup,c.q Bs — B, est indépendante de
(Be, supyejq ) Bs); et a pour loi Vd—c|N|. Comme P(N = z) = 0 pour tout = € R,
on obtient le résultat cherché.

(ii) D’apres la question précédente, p.s., pour tous les rationnels positifs a < b < ¢ < d,
SUDsefq ] Bs # SUDseleq) Bs- S1 B avait un maximum local non-strict, alors on pourrait
trouver deux intervalles fermés disjoints dont les points d’extrémité sont tous des rationnels,

sur lesquels B a les mémes maxima, ce qui serait absurde.

Exercice 5. Par scaling, pour chaque t fixé, (f(f eBs ds)l/tl/2 a la méme loi que

! 1/t1/2 lo 1 !
1/2 g 1/2
(t/o ol Budu> :exp<t1/2 +t1/210g/ et Budu>.

La continuité de B implique que -5 log fol ot'*Bu qy — SUD,c(0.1) Bu P-s., et donc exp(ﬁ—%f +

1/2
1/t converge en

77 log fl B du) — exp(SuP,epo,1] Bu) P-s. Par conséquent, (fot eBs ds)
loi vers exp(supue[oyl] B,) ; cette derniere variable aléatoire a pour loi celle de elVl (d’apres

le principe de réflexion). O

Exercice 6. (i) Soit A > 0. On a P(T, < t) = P(e e > ¢ M) < ME(e o) = Mmav2h,

On choisissant A\ := on obtient 'inégalité cherchée.

2t27
(ii) Soit Si := supyep,1) Bs. D’apres (i), on a, pour tout a > 0, P(S; > a) = P(T, <
1) < e~9’/2. D’aprés le principe de réflexion, S suit la loi du module de la gaussienne

centrée réduite ; d’ou I'inégalité désirée. 0

Exercice 7. Soit 85 := Bsy1 — By, s > 0. D’apres la propriété de Markov, 8 est un
mouvement brownien, indépendant de .%;, donc de (Sl, By).

On écrit S; 1= SUDsefo, Fs- Alors SUP,epy Bs = =3 + By, et donc Sy = max{5i, §1+Bl}.
Autrement dit, Sy — S; = max{0, S, — (31 — Bl)}. Rappelons que S; et S; — B; sont
indépendantes (voir paragraphe précédent), et que d’apres le principe de réflexion, elles ont

toutes deux la méme loi que |By|. O

Exercice 8. La loi des grands nombres forte nous dit que % — 0 p.s. quand n — oo. 1l
suffira donc de vérifier que %supte[n,n 1111 Bt — Bn| — 0 p.s.

Soit & > 0. Soit Ay, := {SupPsefy, 1) | B: — Bn| > n7}. On a P(A,) = P(sup,ep 1y |Bs| >
n®) < 2P(supyep, ) Bs > n). Par le principe de réflexion, sup,c)y 1) Bs a la méme loi que
|By|. Dot P(A,) < 2P(|By| > n°) = 4P(B; > n°) <2 exp(—”%a), ce qui implique que
> n P(A,) < oo. Par le lemme de Borel-Cantelli, lim sup,,_, ., n™% supc(, pi1) | Br — Bal < 1
p.s. A fortiori, 1 sup;cy, i1y |Br — Bal = 0 p.s. O
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Exercice 9. L’argument de Pierre est faux, car T n’est pas .%y-mesurable. En effet, quel
que soit t > 0, T n’est pas .#;-mesurable.

Pour prouver que 7' < oo p.s., il suffit de rappeler que limsup,_, f—/g = 00 p.S. 0

Exercice 10. On définit deux suites de temps d’arrét (7;);>1 et (7;);>1 par récurrence :
17 :=0,T;:=inf{t > 7, : |By| = 1} et 7,41 := inf{t > T, : B, = 0} pour ¢ > 1. La propriété
de Markov forte dit que f:} sin?(B,)dt, i > 1, sont des variables aléatoires i.i.d. En
particulier, ° -, fTT sin(B,) dt = oo p.s. A fortiori, [° Bf dt > 7., fTT sin?(B,) dt = oo
p-s. U

Exercice 11.
(i) On introduit les temps de passage successifs par Z, i.e. 79 = 0 et 7,41 = inf{t > 7, :
|B; — B,,| = 1}. Par Markov forte, les 7,41 — 7, sont i.i.d., et il est clair qu'il existe p > 0
et a > 0 tels que
P(ry >a,B;, =1)=P(r, > a,B;, = —1) =p.

On écrit

P(sup|B,| < 2)
[0.,¢]

> P(n>a,B,=1puism—7 >a,B,=0puis3—n>a,B,=1...)

jusqu’a un indice k = |t/a] + 1. Donc, par Markov forte, P(sup[oyt] |B,| < 2) > pF > ptlatt,
ce qui permet de conclure.

(ii) Découle du (i) par scaling.

(iii) Evident.

Exercice 12. (i) Soit A, := {S;,,, > (1 +¢)h(t,)}. On a

P(A,) = IP<|B1| > \/2(1 +¢) loglogtn) < 2exp ( —(1+4+¢) loglogtn>,

car P(N > z) < e /2 pour tout z > 0. On voit que Y. P(4,) < co. Par le lemme de
Borel-Cantelli, il existe A avec P(A) = 1 tel que pour tout w € A, Ing = ng(w) < oo,

n>ny = S, < (1+¢)\/2t,loglogt,.

Donc si t € [t,, ty11], alors

Si < Sp < (1 +¢€)y/2tyloglogt, < (1+¢)y/2tloglogt,



ce qui implique lim sup,_, ., % < 1+¢, p.s. Il suffit de faire £ — 0 le long d’une suite de
rationnels pour conclure.

(ii) On sait que —B est également un mouvement brownien standard. D’apres (i),
Supse[o,t](_BS)
0]

(iii) Soit E, := {Bs, — Bs,_, > ah(s,)}. Les (E,) sont indépendants. En plus,

2loglog s,
P(E,) = P(Bpa,/lf—ﬁl)

1 1 a?log log sn>

V2r ay/2(loglog s,) /(1 — 6-1) P ( 1—6-1

lim sup,_, o <1, p.s. D'ou le résultat cherché.

ce qui donne ) P(E,) = oo, car a < /1 —6~1. Donc, il existe E avec P(E) = 1 tel que
pour tout w € F,

B, — Bs, | > ay/2s,loglog s, pour une infinité de n.

D’autre part, d’apres (ii), presque stirement pour tout n grand,

2
|Bs,, | < 2\/2371,1 loglog s, 1 < %\/2% loglog s, .

D’otu I'inégalité désirée.

(iv) Par (iii), lim sup,_, % > 1 p.s., ce qui, vu (i), implique le résultat.

(v) L’expression “limsup” vaut 1 p.s., pour tout i.

(vi) Par symétrie, lim inf; ., % = —1p.s.
Par inversion du temps, limsup,_,, (zmglogw =1ps.



M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 3.

Solutions

Exercice 1 (i) Soit A € .Z,. Alors AN{r <t} =(An{o <t})n{r <t} e .F.
(ii) Ona{oAT <t} ={o <t}U{r <t} € Fret {ovT <t} ={o <t}n{r <t} € F#.
D’apres (i), Fonr C F, N F,. Réciproquement, si A € .Z, N .Z,, alors

An{onT <t}=(An{o <thHU(An{r <t}) € #,

et donc A € Z, .. Par conséquent, F,nr = F, N .Z..

Enfin, {oc < 7}n{r <t} ={o <t}n{r<t}n{ont <1tAt} € F, car o ANt et
T At étant %, ,-mesurable et %, ;-mesurable respectivement, sont .%#;-mesurables. Donc
{o <7} est Z#,-mesurable. De méme, {oc < 7}N{o <t} ={o <t}n{ont <TALt} € .F,
ce qui donne {0 < 7} € %,. Donc {0 <7} € #,NF, = Z,,,. Le méme argument donne
{o =71} € Fonr.

(iii) Comme o et 7 sont tous deux %,y ,-mesurable, o +7 l'est également. On a {o+7 <
ty={o+7<t}n{ovr <t} eF,car {oc+7 <t} € Foyr.

(iv) Si T = lim,, 1 T,,, alors {T < t} = N, {T,, < t} € %, et donc T est un temps
d’arrét.

Pour tout A € F, AN{T, >t} = (An{T,>t}H) N{T >t} € Fr_, car An{T, >
t} € #. Donc Fp,_ C Fr_. Dou\/, Fr,— C Fr_. Inversement, pour A € F,

AT >t} = J(An{T, > t}) € \/ Fr,—.

et donc Fp_ C ., Fr,—. En conclusion, \/, Fr,_ = Fr_.

(v) On a {7 <t} =, {m <t} € .%. Donc 7 est un (%;)-temps d’arrét.

Si A € F,., alors pour tout n, AN{r, <t} =(An{r <t})n{n <t} e .F, et donc
Ae Z,

n

+. Par conséquent, #,.y C ), 4. Inversement, si A € (), %, 4+, alors

Anf{r <ty =JAn{m <t}) e #.

D’ou ), %r,+ C Fry. (vi) Dans ce cas, on a aussi, {7 <t} = U, {7, <t} € %, et donc 7

est un temps d’arrét.



Si Ae Z,, alors An{r, <t} =(An{r <t})n{n <t} € F#, et donc %, C ), %,
Réciproquement, pour A € (), Z.,, An{r <t} = U, (An{r, <t}) € %, et donc
N, Fr, C Z-.

(vi) Pour tout ¢ > 0, on a {sup, >, 7, <t} = Ny>1{7, <t} € #. Donc 7 est un temps

d’arrét.

Exercice 2 1l est clair que N est (¢;)-adapté, et E(|Ny|) < oo, Vt. Montrons I'inégalité
caractéristique.

Solent s < t. On a E[N;|¥,] = E[E(M,;|%,)|¥,] = E[M,|¥,] = E[E(M,| Z,) %] >
E[M,|¥,] = Ny, comme prévu.

Exercice 3 (i) Fixons ¢ > 0. Soit &, := E(M, |.%;). Pour m > n > ¢, on a &, =
E{ [E(M,, | Z )" | %} <E{E(M,}|F,)|F} =E{M} | %} = &, Donc la suite (&,)n>t
est p.s. croissante. En particulier, elle converge p.s., dont la limite est notée Xj.

Par le théoreme de convergence monotone, E(X;) = lim, o, T E(§,). Or, E(&,) =
E(M,}) < sup;sq E(| M), ce qui implique que E(X;) < sup,sq E(|M;|) < co. En particulier,
Xy < 00 p.s.

(ii) On a vu que, pour tout t, X; est intégrable, et évidemment .%#;-mesurable (en tant
que limite simple de variables aléatoires .%;-mesurables). Montrons 'identité caractéris-
tique.

Soient s < t, et soit A € .%,. Comme X; est la limite croissante de (&,), on a, par
convergence monotone, E(X; 14) = lim, o T E(£,14). Or, pour n > ¢, on a E(§,14) =
E(M,14), et donc E(X;14) = lim, 0o T E(M,14). De méme, E(X;14) = lim, 0o T
E(M;14). Dou E(X;14) = E(Xs14). Comme A € %, est arbitraire, on déduit que
E(X¢|#) = X, ps.

[On constate que pour les parties (i) et (ii), il suffit que M soit une sous-martingale,
avec sup,so E(M;") < oo ]

(iii) En considérant —M a la place de M, on constate que E(M, |.%#;) converge p.s.
(lorsque n — o0) vers une limite notée Y;, et que (Y;, ¢ > 0) est une martingale positive.
Ona M, =X, —-Y,, Vt > 0.

Exercice 4 La fonction ¢ — E(M;) est croissante sur [0, 1]. Par hypothese, E(M;) =
E(M;) ; donc E(M;) = E(My), ¥Vt € [0, 1].

Soient 0 < s <t <1. On aE(M,|.%;) > M, p.s. Comme E[E(M,|.%;) ]| = E[M;] (elles
sont égales a E(My)), ceci n’est possible que si E(M; | %) = M p.s. Autrement dit, M est

une martingale.



Exercice 5 La martingale M étant continue a droite, on a M;,. — M; p.s. D’autre
part, comme M . = E(M;;;| %), on constate que la famille (M., € €]0, 1]) est uni-
formément intégrable!. Donc la convergence a lieu dans L' (en rappelant que convergence

dans L' est une conséquence de convergence en probabilité et intégrabilité uniforme).

Exercice 6 Soit M une martingale continue. Soient 0 < s < t et soit A € F,,. Il s’agit
de prouver que E(X;14) = E(X;14).

Soit € €]0,t — s]. Comme A € Fs,., on a E(X;14) = E(Xg-14). On fait ¢ — 0.
Comme X, . — X, dans L! (voir exercice précédent), on a E(X . 14) — E(X,14). Dot
E(X:14) =E(X14).

Exercice 7 Soient 0 < s < t. Il s’agit de prouver que p.s. E(M;|.%,) > M. Par
définition, M; > P(§ < s| %) ; dou E[M,; | Z] > E[P(& < s|.F) | F] =P < s| %) =
M.

Exercice 8 On a déja vu dans le cours que (M5, t > 0) est une martingale, sans
I'hypothese que (M;, t > 0) soit uniformément intégrable.
Pour l'intégrabilité uniforme, on constate que, puisque (M;, t > 0) est uniformément

intégrable, alors M, = E(My, | Za) (théoréme d’arrét) est uniformément intégrable?.

Exercice 9 (i) Soit 7 := inf{t > 0 : M; > 2z} qui est un temps d’arrét. Il est clair que
(Mip-, t > 0) est une martingale continue uniformément intégrable (car [Mi,,| < x4+ M),
fermée par M, (avec la convention M, := 0). Par le théoreme d’arrét, E(M, | %) = M,.
Or,

E[M. | %] = E[M, 1reoo) | #o] + E[My 1oy | Zo)
= E[(J} vV MO) 1{T<oo} | fo]
= (xV M) P[r < oo| F,
ce qui donne
My My

=1N—.
xV M, T

Il suffit alors de remarquer que {7 < oo} = {sup,> M; > x}.

]P)[T<OO|§()]:

'Rappelons que si & est une variable aléatoire intégrable, alors (E(¢|¥), ¥4 C .F sous-tribu) est uni-
formément intégrable.

2Rappelons que si ¢ est une variable aléatoire réelle intégrable, alors (E(£|¥9), 4 C .F sous-tribu) est
uniformément intégrable.



By
t

— 1)t - —o0, ps., et donc M; — 0 p.s. D’apres (i),

(i) Soit M; := exp[2(B; — t)] qui est une martingale continue. Puisque p.s. 2t — 0

(t = o0), ona, B, —t = (&
P{sup;>o M; > 2} = 1AL, z >0, ce qui revient & dire que P{sup,-(B; —t) > a} = e,
a > 0. En d’autres mots, sup,,(B; —t) suit la loi exponentielle de parametre 2 (donc de

moyenne 3 ).

Exercice 10 Comme S et T sont bornés, l'inégalité de Doob nous dit que Bg et Br

admettent des moments d’ordre deux finis. On a

E[(Br — Bs)®] = E(B%)+E(B7) — 2E[E(BsBr | Zs)|
= E(B%) +E(B}) — 2E[ BsE(Br | .%s)],

car Bg est Fg)-mesurable (B étant un processus progressif). D’apres le théoreme d’arrét
appliqué a la martingale continue B et au couple de temps d’arrét bornés S et T, on a
E(Br | #s) = Bs, ce qui donne

E[(Br — Bs)’] = E(B3) + E(B}) — 2E[ BY] = E(B) — E(BS).

On applique maintenant le théoréme d’arrét & la martingale continue (B? — ¢, ¢t > 0)
et au couple de temps d’arrét bornés T et 0, pour voir que E(B%Z — T) = 0 et donc
E(B%) = E(T). De méme, E(B%) = E(S). Donc E(B%) — E(B%) =E(T — 5).

Exercice 11 (i) Soit # € R, et considérons la martingale continue suivante :

92

M, := sinh(0(B; + a)) exp ( —5 t).

Comme (Mar,,, t > 0) (que D'on écrit de temps en temps M7=t) est une martingale
continue et bornée, donc fermée par sinh(6(Br,, + a)) exp(—%Tayb), le théoreme d’arrét
nous dit que
92
sinh(fa) = IE|sinh(0(Br,, +a))exp ( —-3 a’bﬂ
92
= sinh(f(a + b))E[ exp ( — ETb) ]‘{Tb<T7a}:|'

Donc

(%) E[ exp ( — 37},) 1{Tb<T,a}] = %'



En échangeant les roles de a et de b (il suffit de remplacer B par —B), on a également

o oo (- 57-0) or ] = ey

Donc
2

2] = afow (- )] (-t
sinh(fa) 4 sinh(0b)

sinh(f(a + b))
cosh(@)

alors

E|e ] = cosh(®3V20) 5,
cosh(“T*b\/ﬁ)’
(ii) On fait # — 0 dans (%) et () pour voir que
P, <T.)=—"  PT,>T.,) =—.
a+b a+b
(iii) D’apres (ii), pour tout = > 0,
1
p( S Bz v) =BT <To)= ——.

Autrement dit, supy<,;<7 , By a la méme loi que %, ou U est uniformément distribuée sur

10, 1[.

Un cas spécial est a = b. Soit T := inf{t > 0: |B,| = a}. Alors E[e?"7a/2] = Coshlm.

—2’th

. 1 . —92
Exercice 12 Considérons la martingale M; :=e 2"t Comme

exp{—2vBin1, , — 272t AN Top)} < e2l(a+h)
on voit que M7« est une martingale continue bornée, fermée par My, ,. D’apres le théoreme
d’arret,
1 = ]E[e_Q'YBTa’b_z'Y2Ta,b]
= E[e” Ly, <ny] + Ele™" Lz >1,)]
= 2 M P(T_, > Ty) +e 2 P(T_, > Tp),

e?re_1
e2va_eg—27vb "

ce qui donne® P(T_, > Tp) =

3En faisant a — oo, on voit que P(T, < 0o) vaut 1 si v > 0, et €>* si v < 0, ce qui est en accord avec
I'Exercice 12, car P(T}, < oo) = P{sup,>o(B: +7t) > b}.
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M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 4.

Solutions

Exercice 1. Soit (7,,) une suite de temps d’arrét qui réduit M. Soit o, := inf{t > 0 :
|M; — My| > n}, et soit T,, :== 7, A 0,. Alors (T},) est une suite de temps d’arrét telle que
T, 1 oo p.s. De plus, pour tout n, MT — M, est bornée (par n). O

Exercice 2. Soit
on = inf{t > 0: |M; — My| > n}.

Pour tout n, M — M est une martingale locale continue, et M7\ — M en est également
une, qui est, en plus, bornée (par n). Par conséquent, M7»"\o» — M; est une (vraie) mar-
tingale uniformément intégrable. Comme (7}, A 0,,) est une suite de temps d’arrét qui croit

vers l'infini, on déduit que M est une martingale locale. [l

Exercice 3. “=7" Trivial, car My = E[M | .%r] si M est une martingale uniformément
intégrable.

“<"” Supposons que (Mp lipcy, T temps d’arrét) est uniformément intégrable. En
particulier, pour tout ¢, M; est intégrable. Soient s < t et A € .Z,. Il s’agit de montrer que
E[M;s14] = E[M;14].

Puisque M est une martingale local, soit (7},) une suite de temps d’arrét qui réduit M :
comme My est intégrable, M est une martingale. D’ou : E[ M 7, 14] = E[ Miag, 14].
On fait n — oo. Comme Mgnr, — My, et (Msag,, n > 1) est uniformément intégrable, on
al Mya, — M, dans L'. Donc on a E[ Mg, 14] — E[ M, 14]. De méme, E[ Miag, 14] —
E[ M; 1,4]. Par conséquent, E[ M, 14] = E[ M, 14]. O

Exercice 4. (i) Fixons n > 1. Par hypothese, M est une (vraie) martingale uni-
formément intégrable ; d’apres le théoreme d’arrét, on a Mpar, = E(My, | %#7). Donc
|\Mrar,| < E(|Mrz,| | #rar,). En prenant espérance dans les deux cotés, on obtient I'inégalité
désirée.

(ii) Il s’agit de prouver que sup, E(|Mrz,|) > sup{E(|Mr|), T temps d’arrét fini}. Il
suffira donc de vérifier que pour tout temps d’arrét fini 7', on a E(|My|) < sup,, E(| Mz, |).

'Rappelons que, dans le cas discret, convergence dans L' équivaut & convergence en probabilité plus
intégrabilité uniforme.



Soit T'un temps d’arrét fini. D’apres (i), on a E(|Mpap,|) < E(|My,|) < sup,, E(|Mz,,|)-
On fait n — oo : par le lemme de Fatou, on obtient E(|M7|) < liminf, . E(|Mrar,|) <

Exercice 5. Soit M, := E(Y | %), t > 0, qui est une martingale (continue a droite) bornée,
fermée par My, := E(Y | Z) (théoreme de Lévy). Comme A est borné, [ M;dA, est
bien définie, qui est aussi bornée.

Si Pon note ¢ := o5, i =0, 1, 2, ---, alors > o, Min (A — A ) — J° My dA, ps.

an
(convergence dominée).? De nouveau par convergence dominée,

K| th?(At? ~ Ay )] - E[/OOO M, dA,.

On étudie maintenant le terme I. Par Fubini,

I=> E[Mp(Ap —Ap )] = [E(MpAp) - E(MpAp )]

=1 =1

Comme E(Mn Ay ) = E[Ap E(Mn | Fyn )] = E[Am  M;» ], ce qui entraine que

Z Mt”At" - (Mt;l_lAt?_l)]:E(Aoon>‘

=1

Or, My = E(Y | Z), et A est F-mesurable, on obtient I = E(ALY). O

Exercice 6. Soit B un (.%;)-mouvement brownien, et soit 7' := inf{t > 0 : |B;| = 1}.
Alors M := BT est une martingale continue, bornée par 1.

D’autre part, (M); = (B)inr =t AT, qui n’est pas bornée (car T ne 'est pas). O

Exercice 7. Soient M et N des martingales locales continues, et soit A un processus a
variation finie tel que M N — A est une martingale, alors A est (indistingable de) (M, N).

En particulier, en prenant N = M, on obtient le résultat désiré. O

Exercice 8. Si M et N sont des martingales locales continues, alors (M + N) = (M) +
(N) +2(M, N). Donc

(M) = (M — M") + (M") +2(M — M", M7T).

2En effet, soit M]* := Min 1[,5?_1’%1[(75), alors pour tout ¢ > 0, la continuité & droite de M implique que
M} — M, p.s., et une application du théoréme de convergence dominée entraine que Y~ Mn (A —
At?—l) = fooo Mtn dAt — J-Ooo Mt dAt p.s.



Or, (MTy = (M)T, et (M — MT, MT)y = (M, MT) — (MT, MT) = 0, ce qui implique que
(MY = (M — M) + (M)T. O

Exercice 9. (i) Comme (M, N) ne dépend que des accroissements de M et de N, on peut
supposer, sans perte de généralité, que My = Ny = 0 p.s.

Supposons pour l'instant que M et N sont (des martingales) bornées. Soient (FM)
et (ZX) leurs filtrations canoniques respectives. Il est clair, par définition, que M est
une (FM)-martingale, et N une (Z#)-martingale. Pour s < t, A € FM et B €
FN on a E(My;N; 1,15) = E(M; 14) E(N; 1), qui n’est autre que E(M, 1,)E(N,15) =
E(MsNg141p). Par classe monotone, on obtient E(M;N;15) = E(MyNs1g) pour tout
G e gMN .= ZM v ZN. Donc E(M;N; | FMN) = M,N,. 1l résulte que M N est une
(ﬁtM’N)—martingale. Par conséquent, (M, N) = 0. (Il est important de remarquer que
(M, N) ne dépend pas du choix de la filtration.)

Dans le cas général, soient S,, ;= inf{t > 0: |My| > n} et T,, :=inf{t > 0: |N;| > n}.
Pour chaque n, comme M*°* et N™» sont des martingales bornées indépendantes, on a
(M5, NT») = 0, c’est-a-dire, (M, N)5"I» = (. En faisant n — oo, on voit que (M, N) =
0.

(ii) 11 est clair que M7T et M — MT sont des martingales locales orthogonales, car
(MT, M — MTy = (MT, M) — (M, MT) = 0.

Les martingales locales M7T et M — M7 ne sont, en général, pas indépendantes. Par
exemple, prenons M, := B} —t. Pour s < t, les variables aléatoires B? et B} — B2 ne sont

pas indépendantes, car
E[B(B} - BY)’|

= E{B?[(B, — B,)*(B, — B, + 2B,)?]

= E(BI)E[(B; — By)"] + 4E(B)) R[(B; — B,)*] + 4E(B;) E[(B, — B,)’]

= 3s(t —s)® +125*(t — s),
tandis que

E(B?)E[(B} - B)’]
= E[(B, — B,)"] + 4sR[(B, — B,)°| E(B,) + 4s E(B;) E[(B, — B,)’] E(B;)

= 3s(t —s)? +45*(t — s).

On voit bien que Cov[B?, (B? — B%)?] > 0. O



Exercice 10. Puisque (M + N) = (M) + (N)+2(M, N), I'inégalité de Kunita-Watanabe
entraine que \/fot H2A(M + N), < /[y H2A(M), + 1/ J; H2d(N),. D'out la conclusion
cherchée. O

Exercice 11. (i) Soit t > 0. Ona {(r—1T)" <t} ={r < T +t} € 1. Donc (1 —T)*
est un (. r)-temps d’arrét.

(ii) Ecrivons X; := My,p, t > 0. Soit (T,,) une suite de (.%;)-temps d’arrét qui réduit
M. Posons S, = (T, — T)", qui d’apres la question précédente est un (%, r)-temps
d’arrét. Montrons que X" — X; est une (%, r)-martingale.

Par définition, XtS" = Muprs)+1 = M&;T, et donc

an — Xy = M&;T — My = Mtj_;?T 1{Tn2T} + My l{Tn<T} — Mr
= (M&T - M%Fn) Ln,>my-

Soit s < t. Comme {T,, > T} € %1 C F4yr, 00 a

B[ X7 — Xo| Zarr] = Lgroomy EL(My — My) — (M — Mo) | Zsa]
= Ly (M — Mo) — (Mg — My)]
= an - X07

ol, dans la deuxieme identité, on a appliqué le théoreme d’arrét a la martingale continue
fermée M — M,. On a donc prouvé que X est une (Zr)-martingale locale.
Considérons la martingale locale M? — (M). D’aprés ce que 1'on vient de démontrer,
M2, 7 —(M)yyr, et donec M7 p— (M) 7+ (M)r aussi, sont des (. r)-martingales locales.
Par conséquent, (X), = (M) 0 — (M)r. O

Exercice 12. “<” Il suffit d’écrire (M) comme la variation quadratique (convergence en
probabilité) de la martingale locale M.

“=" En ne considérant que les instants rationnels, il suffit de prouver que pour tous
s <1, p.s., si (M)s(w) = (M), (w) alors M,(w) = My(w), Yu € [s, r].

Fixons s > 0. Soit N; := My — Mg, t > 0. D’apres 'exercice précédent, N est une
(Z4s)-martingale locale avec (N); = (M)gt — (M)s. Soit

To:=inf{t >0: (N); >0} =inf{t > s: (M), > (M)s} — s, (inf @ := 00),

qui est un (Fys)-temps d’arrét, car N est une (%, ¢)-martingale locale. Considérons la

(F1,s)-martingale locale NT : on a
(NT)e = (N)rone = (M) s (mne) — (M),

4



qui est nul d’apres la définition de T,. Donc N7= est (indistingable de la martingale) nulle.
Autrement dit, M est p.s. constante sur [s, s + Tj].

Soit r > s. Presque strement, si (M)s(w) = (M), (w), alors r < s+ Ty par la définition
de T, et donc d’apres ce que l'on a prouvé dans le paragraphe précédent, M est constante

sur [s, r]. O

Exercice 13. (i) Soit n > 1 et soit S, := inf{t > 0: M?+(M); > n}. La martingale locale
continue (M*")2 — (M*») étant bornée par n, elle est une (vraie) martingale uniformément
intégrable. Par le théoreme d’arrét, E(M3 ) = E((M)s,ar) < E((M)r). On obtient
alors I'inégalité cherchée en faisant n — oo et a I’aide du lemme de Fatou.

(ii) D’apres (i), on a E((M)g,n) > BE(MZ, ) > E(M7, \, Linu<y) = o> P(T, < t) car
M3, = a® sur {T, < t}.

(iii) 11 suffit d’appliquer (ii) et de remarquer que {sup,co 4 |Ms| > a} = {T, < t} et
que (M)r,ne < (M), O

Exercice 14. (i) D’apres la question (i) de I'exercice précédent, on a, pour tout ¢ > 0,
E((M) 7 aTunt) > E(Mga/\Ta/\t)' Donc

E((M)zonr,)

v

E(MTQQATQM)
E(Mza/\Ta/\t 1{Ta§‘ra/\t})
a®P(T, < 7, A\ t)

a2P< sup |M| > a)

s€[0, TaAt]

> a2P< sup |MS\>a>.

s€[0, Ta A

AV

On fait ¢ 1 co. Par convergence monotone, cela donne E((M).,z,) > a® P(supyeo .| [ M| >
a). Il suffit alors, pour obtenir I'inégalité cherchée, de remarquer que (M), A1, < a* A (M)oo.
(i) On a P(supysq [ M| > a) < P(supye) ) [Mi] > a) +P(7, < 00). Il ne reste alors que
d’appliquer (i) et de remarquer que {7, < oo} C {{M)., > a?}.
(i) On part de l'identité E(supy|[M;]) = [ P(supyso [M;| > a)da et applique
'inégalité prouvée dans la question précédente, pour voir (par Fubini—Tonelli) que

E(sup\MtD < /OOO]P’((M>w2a2)da+E</OOOMda>

t>0 a?

VIS e
— R <M>Oo)+]E</O da+/\/m%da)

= 3E(V(M)).



(iv) Supposons que E(y/(M)s ) < co. D’apres la question précédente, E(sup;sq |M]) <
oo. Donc M est une (vraie) martingale uniformément intégrable.

(v) Fixons t > 0. Par hypothese, E(1/(M?) ) < co. D’apres la question précédente,
SUD,>q | M| = sup,e(o 4 | M| est intégrable. Ceci étant vrai pour tout ¢, on déduit que M

est une martingale. O



M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 5.

Solutions

Exercice 0. Pour le point (v), utiliser que les fonctions en escalier (i.e. de la forme
h(t) = Y7, @ilitelasp,y) sont denses dans L* (R, dt).

Exercice 1. Soit N := H - M, qui est une martingale locale continue, telle que (N); =
fot H2d({M),. Donc pour tout w fixé, (N) est constant sur [s, t] si H, = 0 Yu € [s, t], ou
si u — M, est constante sur [s, t|]. Il suffira alors d’utiliser le résultat, prouvé dans un
exercice du chapitre précédent, disant que pour toute martingale locale continue L, p.s.

pour tous s < t, dire que L est constante sur [s, t] équivaut a dire que (L) = (L);. O

Exercice 2. On sait que H - M est une martingale locale issue de 0. Donc H - M € .#? si
et seulement si E[(H - M)o] < 00. Or, (H- M)y = [;° H2d(M), , ce qui donne le résultat

S

cherché. O

Exercice 3. Si S =T, c’est un résultat du cours.
Posons M := H-M et N := K - N , qui sont deux martingales continues bornées dans
L?, donc uniformément intégrables. Comme {S < T} € Fg, on a, par le théoréme d’arrét

appliqué a la martingale N qui est uniformément intégrable,
E( MSNT 1{S§T} ’ys) = MS 1{S§T}E(NTVS’gS>
= Ms1s<t) Ns

= MsnrNsar 1is5<7y,
ce qui implique que

E( MsNr 1(s<ry) = E(MsprNsar 1is<ry)-
D’autre part, MSNT lissry = MSATNSAT 1¢s>1}, et donc

E( MsNr 1(ss7y) = E(MsprNspr 1iss1y)-

Par conséquent,
E( MsNr) = E(MsarNsar),

qui n’est autre, d’apres la remarque au début de l’exercice, que E(fSAT H,K,d(M, N),).O

0

1



Exercice 4. La convergence est claire si X est un processus a variation finie. On suppose
donc que X = M est une martingale locale issue de 0.

Soit Ty, :=inf{t > 0: |H| + (M); > m}. Par convergence dominée, pour chaque m et
t>0,

im & [ [ (77 1, ) a0, <0

n—oo

Comme [(H" 1j.7,,1) - M"m ]2 — [ (H2)? 10,7, (w) A(M ), est une martingale dans .42, on
obtient:
lim ]E{ [(H" 1p7,)) - MT] } —0.

n—oo

L’inégalité de Doob (appliquée & la martingale (H™ 1jr,,)) - M) nous dit alors que

lim E{ sup (H"M)ﬁ} = 0.
n—o0 0<s<tATm
A fortiori, supy< <o, |(H" - M)s| — 0 en probabilité.

Le reste de 'argument est de routine. En effet, d'une part, pour tout ¢ > 0, on
peut choisir mg < oo tel que P(T,,, < t) < ¢, et d’autre part, il existe ny < oo tel que

Plsupo<s<int,, [(H" - M)s| > €] < e pour tout n > ny, de sorte que

P| sup |(H”-M)S|>g}§]13>[ sup |(H”-M)5|>e]+P(Tmo<t)§25,

s€0,t] 0<5<t AT,

ce qui implique la convergence cherchée. O

Exercice 5. La preuve se fait en deux étapes.
Premiere étape. Montrons le théoreme de Fubini pour le cas spécial ou H est une
fonction indicatrice.

On utilise un argument par classe monotone. Soit

t t
G = {De@@gz // 1DdMSu(d:c)=/ /1D,u(dx)dMs, Vt}.
E JO 0 E

On voit que ¢ est une classe monotone : (Ry x Q) x F € ¢ ; si D; C Dy sont des éléments
de ¢4, alors Do\Dy € ¢ ; si (D,,) T dans ¢, alors U,>1 D, € ¢ (a 'aide du théoréme de
convergence dominée pour intégrales stochastiques, prouvé dans un exercice précédent).
D’autre part, il est clairque ¥ D¢ :={Ax Be€¥: Aec P, Be &}. Comme € est
stable par intersections finies, on a, par classe monotone, 4 O 0(%¢) = # ® &. En d’autres

mots, on a prouvé le théoreme de Fubini pour H :=1p, D € Z ® &.



Seconde étape. Montrons le théoreme de Fubini pour les processus &2 ® &-mesurables
et bornés.

On utilise un argument standard. D’apres la premiere étape, le théoreme de Fubini
est valable pour les fonctions étagées (combinaisons linéaires finis de fonctions indicatri-
ces de parties mesurables). Toute fonction mesurable positive étant la limite croissante
d’une suite de fonctions étagées positives, on déduit, grace au théoreme de convergence
dominée pour intégrales stochastiques prouvé dans un exercice précédent, que le théoreme
de Fubini est encore valable pour les processus mesurables bornés et positifs. Enfin, en
considérant séparément les parties positive et négative, on obtient le théoreme pour les

processus mesurables bornées. 0

Exercice 6. Soit B un (.%;)-mouvement brownien, et soit 7' := inf{t > 0: |B;] =1}. On
pose Hy = B; 19 1)(t) et X; = Byar. Les processus H et X sont bornés (par 1). D’autre
part, fot H,dX, = OMT B, dB,. Par intégration par parties, f(f B,dB, = (B? —t)/2, donc
Jy HydX, = [ B2y — (t AT)]/2, qui nest pas bornée inférieurement. O

Exercice 7. (i) Le processus C' est un processus croissant, il est donc une semimartingale
continue dont la partie martingale est nulle. On a (M, C) = 0. Par intégration par parties,
MGy = [y MydCy + [i CodM, + (M, C); = [o My 1ar,—0yds + [y CodM, = [} CydM,, ce
qui est une martingale locale.

(i) Ona (L, L)t = fy Lpaeay Ly eqy M, N)o = 0 (car ANA = @), cest-a-dire L et

L sont orthogonales. 0

Exercice 8. On sait que N := M - M est une martingale locale continue. Montrons qu’elle

est une (vraie) martingale, qui est uniformément intégrable.
1
2
continue bornée dans L?, on a E(sup,, M) < 0o et E((M)s) < oo. Par conséquent,

Par intégration par parties, N, = 5 (M2 — M) — 3 (M),. Comme M est une martingale
E(sup;>q |V¢|) < oo. Un résultat du cours nous dit alors que N est une (vraie) martingale

uniformément intégrable. 0

Exercice 9. Remarquons d’abord que pour tout € > 0, Bie foa H,dB, est p.s. bien défini,
car B. # 0 p.s.

Le processus progressif localement borné Hy (qui, en réalité, ne dépend pas du temps)
a pour intégrale [ HydB, = Hy B,. Donc

1 /¢ 1 [c M
— | H,dB, — Hy= — | (H,— Hy)dB, =: —=
Bg/o 0 B/O( 0) B

) 3

3



D’apres I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

1 /e 1/4 1 1/2 1/2411/2 [E{|M,|'/2}]'/2
[ ") <) ] B

ol ¢ := []E{I&l‘m}]l/2 < 00.

Il reste de vérifier que ]E{%;/l:/z} — 0 lorsque ¢ — 0.

Considérons la martingale locale continue M; := fot(HS — Hy)dBg, t > 0. On a, pour
tout t > 0, (M), = [5(Hs — Hy)?ds, et donc E((M),) = [, E[(H, — Hy)? ds qui est finie
(car H est borné). Donc M? — (M), est une (vraie) martingale, et E(M?) = E((M),), qui
vaut E{fJ(HS — Hy)*ds}.

Par hypothese, H est continu au point 0 ; d’ou : L [(H, — Hp)?ds — 0 p.s., lorsque
e — 0. Comme H est borné, il résulte du théoréme de convergence dominée que E[2 [~(H,—
Hy)?ds] — 0, c’est-a-dire que % —0,e —0.

, 1/2 2111/4
En conséquence, E{li{jL b < [E{M:f/u}} —0,e —=0.

Alternativement, on peut vérifier que 6]\1% — 0 en probabilité a I'aide de l'exercice

suivant, voire 51\14/52 — 0 dans L? (donc en probabilité) en utilisant le théoreme de Slutsky.[]

Exercice 10. (i) Ecrivons N, := [ H,dM,, de sorte que [ H?d(M), = (N),. Il suffit de

vérifier que

b
Soit 7 := inf{t > 0: (N); > b} (avec inf @ := 00). Comme {(N), < b} = {r >t} C

{(tAt)=1t}, ona P{|N;| > a, (N); <b} <P{|Nin,| >a} < E(]Z#.

Or, N7 étant une martingale locale continue avec (N7) o, = (N), < bet donc E((N7)) <
oo : c’est une (vraie) martingale continue bornée dans L?. D’apres le théoreme d’arrét,
E(N2.) =E({(N)inr) < b (car (N);ar <b). Dol I'inégalité désirée.

(ii) Soit € > 0 et soit ¢ > 0. Soit 6 > 0. Par hypothese, fot(H;l — H)*>d(M), — 0
en probabilité ; donc P{[J(H" — H,)?d(M), > €6} — 0 quand n — oo. D’aprés (i),
P{| [ (HY — Hy)dM,| > 6} < {[(H? — H,)*d(M), > €6} + . On a donc

t

limsupP{| | (H! — Hs)dM| > 6} <e.

n—o00 0

Par conséquent, fot H?dM, — fot H,dM, en probabilité. O



M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 6.

Solutions

Exercice 1. On voit que S et v sont des martingales locales continues, issues de 0, avec
(B)e = () = t et (B, v)y = 0. Par le théoreme de Lévy, il s’agit d'un couple de (F#)-

mouvements browniens indépendants. 0
Exercice 2. (i) On a (en probabilité)
t pn—1

[ = i 3 v (e, - X

1 S

9 (X, Y) = 7}520 ; - 9 (Xt?H - Xt?)-
En sommant les deux identités, on obtient le résultat voulu.

(ii) On applique la formule d’It6 aux fonctions F' et F” respectivement:
1
dF(Xt) = F/<Xt) dXt + 5 F”(Xt) d<X>t 5
1
dF'(X;) = F'(Xy)dX;+ 3 F"(X3) d(X); .
Donc d(F'(X), X); = F"(X;) d(X);. Par conséquent,
1
F/<Xt) o} dXt = F/<Xt) d‘X.—tL + 5 d<F/<X>, X)t
1
= F'(X;)dX,+ éF”(Xt) d(X),
= dF(Xt),

ce qu’il fallait démontrer. 0
Exercice 3. Soit M; = fg 1ip,—0y dBs, qui est une martingale locale continue, avec

(M); = [; 1(p,—oy ds. Par Fubini, E((M),) = [} P{B, = 0}ds = 0, et donc (M), = 0. Par

conséquent, M est indistinguable de 0.

Exercice 4. (i) Il suffit d’appliquer la formule d’Ito.

(ii) Pas si facile mais élémentaire, utiliser que By ~ N (g, I).

U



(iii) On a donc E(M;) — 0 lorsque t — oo : M ne peut donc étre une martingale,

sinon, comme elle est UI, on aura M; = E[M|F;]| avec ici M, = 0, ce qui est absurde. [

Exercice 5. Sans perte de généralité, on suppose que f > 0. (Sinon, on considerera f* et

f~ séparément.) Comme f est a support compact, soit M > x tel que f(y) = 0 pour tout

y > M. Soit
y M
—/f<u>du—/ fwydu,  y>0

alors G(y) = 0 pour tout y > M. On pose F(z) := [ G(y)dy, z € Ry. Alors F est une
fonction sur R, de classe C? telle que F' = G et F"=f. Par la formule d’Ito,

tAT tAT
F(Binr) = F(z) + /0 G(BS)dBSJr% /0 #(B

Remarquons que M; = | T G(Bs) dBs est une martingale locale continue issue de 0,

0
telle que (M), = JAT G?(s)ds. Pour tout ¢ fixé, (M), est bornée par la constante finie
tsupyepoq G*(s) (car G est continue et bornée sur R, ). Donc M est une (vraie) martingale

continue, de carré intégrable. En particulier, E(M;) = E(My) = 0. Donc pour tout ¢,

%E( /OtAT f(Bs) ds) = E[F(Binr)] — F(x).

On fait maintenant t — oo. On utilise la convergence monotone pour le terme de gauche
(car f >0, et T < oo p.s.), et la convergence dominée pour le terme de droite (car F' est

bornée), pour voir que

%E( / F(B.)ds) = E[F(Br)] — F(z) = F(0) ~ F(x) = ~F(x).

Or, — =— [T Gly)dy = [ dy f du f(u), ce qui implique, par le théoréme de Fubini,
que E[ fo ds-2f0 (x Au)f(u)du. O
Exercice 6. Si B est un mouvement brownien, alors % — 0 p.s. lorsque t — oo.
L’hypothese (M), = 0o p.s. implique donc que <J\A/41§t — 0 p.s. (par Dubins—Schwarz). D’ou
&E(M); = exp[M, — 2 (M),] = exp[(<M> 1) (M)] = 0 p.s. Par conséquent, & (M) = 0.

Si & (M) était une martingale uniformément intégrable, alors on aurait, par le théoréme
d’arrét, &(M); = E[& (M) | ] = 0, Vt, ce qui serait absurde. O

Exercice 7. (Unicité) Soit N une martingale locale continue telle que &(N) = &(M).
Alors M — N = M Il découle que M — N est une martingale locale continue issue de

0 (car My = Ny = log Dy), qui est a variation finie. Donc M = N.

2



(Existence) Soit M; := log Dy + fg D;1dDy, qui est une martingale locale continue.
Comme D est a valeurs dans R , on peut appliquer la formule d’It6 a F/(Dy), ot ' : R} — R
est définie par F'(z) = logz. Il en découle que

tdD, 1 [td(D), 1
log D; = log D, =M, — = (M),.
og Iy = log Dy + . D, 2/0 D? t 2< )t

Autrement dit, D = &(M). O

Exercice 8. (i) Pour tout ¢, |V;| < fot |dVy| < K, et donc |M;| < |Xy| + | Xo| + |Vi] < 3K.
Par conséquent, M est une (vraie) martingale continue bornée dans L?, issue de 0, c’est &
dire M € .#?. Comme l'intégrand sgn(X, — x) est borné, on sait que N; := fot sgn(Xs —
x)dM, € .#*. En particulier, elle est uniformément intégrable. Donc Y (x) = limy_,o, N;
est bien définie.

(ii) D’apres l'inégalité de Burkholder—Davis—Gundy,

t>0
t>0 :|
< GE|( /O e d0),)

(iii) L’existence d’une telle fonction g ne pose pas de probleme : il suffit de définir la

B @) - YWP) < B[suw| [ bon(X, - ) - se(x. - )
= 28| [ 0o

fonction continue h : R — [0, 1] par
h(U) = (1 + U) 1[,170[ (U) + 1[0’1} (U) + (2 — U) 1}172]<U),

et de poser g(u f h(v)dv. On voit que g est de classe C*, positive et croissante, telle

que g(o0) = g(2) = 2. Bien str, ¢'(u) = h(u) > 1j91)(u).
Par la définition de ¢, on a 1, ,(u) < (y — 2)*¢”(u). Donc, si Uon note la variable

aléatoire ¢ := fooo 1{oex, <y} d(M),, alors d’apres la formule d’Ito,
¢ < =P [ LA,
= 2(y—=) (sO(Xoo) — (Xo) — /Ooo ' (X5) dXs)
< 2y = o le(X) o0+ 20— )] [ X

Loy — o) / (X)) Vil

3



(iv) Puisque 0 < ¢'(u) < % pour tout u € R, on a, d’une part,
2(y — 2)?|p(Xoo) — p(Xo)| < 4y — 2)[Xoo — Xo| < 8K(y — ),
et d’autre part,
Ay = o [ PRV < aly - ) [ [aVi] < 4K (y - 2).
0 0

D’ou l'inégalité cherchée.

(v) Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, il existe des constantes C), et 5,, telles

que
% o] IR ANe P
EE?) < Cyly-2) :1+1E(/0 o(="raon.)" ]
< Gy — oy |1+ 2PEMEY] (car |g(u)] < 2)
< O,y — )P :1 + 5,,]E<s1i]g yMt|p/2)] (BDQ)
< Cyly— a1+ G, KV,

D’otu l'inégalité cherchée.
(vi) 11 suffit de choisir p > 2 pour appliquer le critére de Kolmogorov : il existe donc

une version continue du processus x — Y (z). O

Exercice 9. (i) Il suffit de vérifier par définition.

(i) Comme (u(t),t > 0) est une semimartingale continue, il résulte de la formule
d’intégration par parties que u(t)X; = u(0)zo + fo s)dXs + fo Xu'(s)ds. Il ne reste
plus que de remarquer, d’ apres la question (i), que X u ( ) — g(8) X, = —2u(s)*X,.

(iii) Posons Y; = w(t fo s)Xsds = u(0)xg + fo s)dX, — 2f0 5)2X, ds, et
Zy = f(t)" %Yt > 0. Par intégration par parties, Z; = g}f(i)Zt dt + f(t)"2d(e"?) =

—au(t)Z, dt+f() 4/2d(e*t). Or, par la formule d'Ito, d(e'?) = e'* dY; + 2e¥* d(Y),. D’olt
1
Zt = —G/U(t)Zt dt + Zt d}/t + §Zt d<Y>t
Rappelons que dY; = u(t) dX; — 2u(t)? X, dt, et d(Y); = u(t)? d(X); = 4u(t)* X, dt ; d’ou

Zy = —au(t)Z,dt +u(t)Z,dX, — 2u(t)’ X, Z, dt + 2u(t)* X, Z, dt
= —au(t)Z;dt + u(t)Z, dX;
= QU(t)Zt\/ Xt dt

- Zt th



ot My := u(0)zo +2 fo (5)v/X,dps, t > 0. Comme Zy = "0 = ¢*(0%0 = Mo ceci implique
que Z = &(M).

(iv) Comme f” = 2gf > 0 sur Ry, et f/(1) = 0, on a f' < 0 sur [0, 1] : d'ou la
décroissance de f sur [0, 1].

D’apres (iii), Z est une martingale local continue (et positive). Or, pour tout ¢ € [0, 1],
on a Z, = f(t)"2ev®Xi=fyo(®)Xds < f(1)70/2 (car y = gf < 0 sur [0, 1], et X est un
processus positif) ; donc Z est borné sur [0, 1]. Par conséquent, (Z;, t € [0, 1]) est une
martingale. En particulier, ]E(Zl) E(Zy) = e“20 = ¢2of'(0)/2 1] suffit alors de remarquer
que Z; = f(1)7%% exp(— fo 5)X,ds), car u(1) = 0.

(v) Il n’y a rien a démontrer si # = 0. On suppose donc § € R\{0}. Par symétrie, on
suppose que 6 > 0.

On prend g¢(s) := —2, s > 0. L’équation f” = 2¢gf a pour solution f(t) = ash(6t) +
bch(0t), t > 0. La condition f(0) = 1 donne b = 1, et la condition f’(1) = 0 entraine que
afchf + bOshh = 0, c’est-a-dire a = —thf. On prend donc f(t) := ch(0t) — (thd)sh(0t),
t > 0, qui est bien de classe C? et & valeurs strictement positives' sur R,. En particulier,
f(1) = 25 et f/(0) = —6tho. Ceci implique que f(1)%/2e®f (/2 = W exp(—% 0tho).

(vi) Soient B et B des (:#;)-mouvements browniens standard indépendants. Soit X, :=
(By+2)% 4 (B, + )2, t > 0. Par la formule d'It6, X, = 222 + 2 f(f Bs+x)dBs + QfOt B, +
2)dB, + 2t = 222 + 2 [ /X, dB, + 2t, ot B, == [, Beﬁ/;f dB, + [} B Bty dB,. Comme f3 est

une martingale locale continue avec 5y = 0 et (3); = Ot (B“‘;x ds + ft (BS+I ds =t, le

théoreme de Lévy nous dit que [ est un (% );-mouvement brownien standard. On peut

donc utiliser le résultat prouvé dans (v), avec a = 2 et xy = 222, pour voir que

E[exp(—%Q/ledsﬂzﬁexp<—x29th9>, Vo € R.
0

Or, Ele~ & Jy X ds] = {E[e~% Jo Bs+2)°45]}2 ce qui donne le résultat cherché.

Exercice 10. Par définition, pour ¢t < 1, M; = F(t, B;), ou

f(u) (u—z)*
/R\/mexp<—2(1_t)>du.

F(t,z) =E[f(Bi+2)] =
La formule d’It6 entraine que

F(t,B)=F By)
( t 00 /81‘8

LCar chz > shzx, Vax € R.



[A priori, on savait que F'(t, B;) est une martingale, donc on n’a pas a calculer les ter-
mes & variation finie] Par conséquent, ¢ = F(0,0) = E[f(By)] et H, = %5(s,B,) =

(u—Bs)f(u) _ (u—By)?
Jz T exp( 2(1—t))d“' O

Exercice 11. Considérons la martingale locale continue L := BT. Ona (L), = T. Par hy-
pothese, E[exp(3(L)s)] < 0o. D’aprés un théoreme du cours (théoreme de Novikov), &(L)

est une (vraie) martingale uniformément intégrable : E[& (L) ] = 1. D’ou la conclusion.[]

Exercice 12. (i) La mesure dS; étant portée par {t : By = S;}, ona dS; = 1{p,—g,} dS; =
1{Xt:0} dSt Donc fot 1{Xu7£0} dSu =0.

(ii) Le processus X étant une semimartingale continue, on applique la formule d’It6
pour voir que dY; = 2X,dX; + d(X); — dt = 2X,dS; — 2X;dB;. Par (i), X;dS; =
Xi1lix,20y dS; = 0, on déduit que Y est une martingale locale.

(iii) Pour tout #, sup,c(o g X7 < 2(S;)*+2sup,c(o 4 B qui est intégrable. Par conséquent,
E(supsepo,q |Ys]) < oo. En particulier, Y est une martingale.

Il est clair que 7 < oo p.s. D’apres (iii) et le théoréme d’arrét, pour tout ¢, E(X?.) =
E(t A 7). En fait ¢ — oco. Par convergence dominée, E(X? ) — E(X?) = 1, tandis que par

convergence monotone, E(t A 7) — E(7). En conclusion, E(7) = 1. O

Exercice 13. (i) Evident, car le processus B; + 7 est continu, part de 0 et tend vers
'infini (car v > 0) p.s.

(ii) Considérons la martingale L, = vB,, on a alors &(L), = ?5:=7*1/2 qui est une vraie
martingale par Novikov (car pour tout ¢ > 0, (L); = v*t est déterministe et donc bien sir,
E[e1/2] < 00).

Fixons T' > 0 (qu’on fera tendre vers 'infini plus tard). Sous Q = &(L)r - P (sur Zr),
B, = B, — (B, L); = B; — 4t est un Q mouvement brownien (sur [0,77]). De plus, en notant

[V = inf{t > 0: B, + vt = a},

on a bien sur Tg = TY. Ainsi, en utilisant que B sous Q a la méme loi que B sous P, on
écrit

E[e—,\(TJAT)] _ ]EQ[e—/\(TJAT)] _ EQ[G—)\(TQAT)] _ ]E[e—)\(Tg/\T)e'yBT—72T/2]'
En utilisant le théoreme d’arrét (se rappeler que eVBi=7"1/2 ogt une martingale), on conclut

que
E[G_A(TJAT)] = ]E[e_A(ngAT)eryBTg/\T_'yz(Tc?/\T)/Q]



puis, en faisant tendre T" — oo par convergence dominée,

E[G—ATJ] _ E[G—AT‘QGWBT}Z)—V?T(?/Q] _ E[ —)\Toeya ’YQTO/Q]

On conclut en se rappelant, voir le cours, que E[e_’\Tg | = elalvV2X

Exercice 14. Soit L; := fo s)HsdBs, qui est une martingale locale continue. On a

= SO AHEAE < C? [[F f2(t)dt < oo ; donc Elexp(5(L)s)] < co. D’aprés un
theoreme du cours (théoreme de Novikov), & (L) est une (vraie) martingale uniformément
intégrable. En particulier, 1 = E[& (L) ] = Elexp([;" f(t)H,dB, — 3(L)s)]. Puisque
c? fo FA)dt < (LYo < C? fo f2(t) dt, les inégalités cherchees s’en suivent. OJ

Exercice 15.
(a) L’indépendance est claire si v = 0. En effet, pour toute fonction f : R, — R

mesurable bornée, par la symétrie du mouvement brownien (en remplacant B par —B), on
a E[f(70) 1(B,,=13] = E[f(70) 1{B,,=—1}], et donc

L/ (70) Lis,-1)] = 5EL/(70)] = B(Br, = DE[f ()]

(b) On suppose maintenant y > 0 et on introduit L; = vBy, on a alors & (L), = e1B=7°1/2
qui est une vraie martingale par Novikov (car pour tout ¢ > 0, (L); = 7t est déterministe
et donc bien sir, E[e//2] < 00).

Fixons T' > 0 (qu’on fera tendre vers 'infini plus tard). Sous Q = &(L)r - P (sur Zr),
B, = B, — (B, L); = B; — 4t est un Q mouvement brownien (sur [0,77]). De plus, en notant

—inf{t >0: B, +~t| =1},
on a bien sir 7, = 75. On peut donc écrire, si ¢ et 1) sont continues bornées,

E[¢(7y AT)Y(Brpr + (7 AT))] = Egld(F AT (Brar + (7 AT))]
= Eglo(ro A T)Y(Brar)]

puis, en se rappelant la définition de QQ et en utilisant le théoreme d’arrét,

E[(ﬁ(T,}, A T)w<BTW + PYT’Y)] = E[(b(TO A T)w(BTol\T)e'yBTifﬁT/z]
= E[¢(TO A T>¢(BTO/\T)e'VBTO/\T*’YQ(TQ/\T)/Q]

En faisant tendre T'— oo par convergence dominée puis en utilisant (a), on conclut que
E[(r)¢( B, +77)] = El$(70)¢( By, )0~ 2) = Blg(r)e " *[E[W)(Br,)e" 0] (x)
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On conclut aisément que E[¢(7,)Y (B, + v7,)] = E[o(7,)|E[) (B, + v7)] (choisir ¢ = 1
dans (*) pour calculer E[¢)(B,, +~7,)], etc.).

Exercice 16. On pose L; := fo f'(s)dBs, t € [0,1]. Alors (&(L)s; t € [0,1]) est une vraie
martingale uniformément intégrable car e2(D1 egt intégrable (il s’agit d’une constante finie).
Soit Q := &(L) - P sur .#;. Le théoreme de Girsanov dit que (B; — fo f'(s)ds, t €[0,1])

est un Q-mouvement brownien, c’est a dire que B — f est un Q-mouvement browmen. Par

conséquent,
P( sup [Bi+ f(t) <o) = Q( sup |B| <)
te(0,1] tel0, 1]
= E{l{Supteo 2 1Bil<z) efo (s)dBs—1 [ (f'(s ))2ds}'
Par intégration par parties, fol (s)dB, = f'(1 fo B, f"(s)ds. Donc, sur 'ensemble
{supyepo, 1) |Be| <z}, on a \fo f'(s)dBs| <z |f' ] + fo |f" (s \ds) = ax. D’ou I'inégalité
cherchée. [

Exercice 17. (i) Il s’agit de montrer que f(t, B;) = 1+f0t f(s,Bs)dLs, i.e. que f(t,B;) =
1+ f(fg(s,BS)st. Cela découle de la formule d’It6, en remarquant que 0, f(¢,z) +
L0, (t) = 0 et que 9, f(t,7) = g{t, ).

(ii) La martingale locale & (L) est une vraie martingale L? car &(L); = 1+f0t g(s, Bs) dBs

(voir (i)) et car (par indépendance entre U et B)
E[QQ(S,BS)] _ E[U2675U2+233U] _ E[U2 75U2+25U2] E[UZ sUQ]

est bornée sur [0, 1] par hypothese. On a donc le droit d’appliquer Girsanov : B;— (B, L); =
— f(f h(s, Bs)ds est un Q-mouvement brownien, ou Q = &(L); - P = f(1,B;) - P (sur
F1).
(iii) Par Girsanov, pour tout u € R, nous avons
E{F (B, +tu, t € [0, 1))} = E{e"P*"“/2 F(B,, t € [0, 1])}.
En utilisant maintes fois I'indépendance entre U et B, on conclut que

E{F(B, +tU, t € [0, 1])} = B{eVPr"V* /2 F(B,, t € [0, 1))} = E{f(1, B,) F(B,, t € [0, 1))},

done E{F(&, t € [0, 1)} = Eo{F(B,, t € [0, 1])}.
Ainsi, £ sous P a la méme loi que B sous @, donc ( fo s,&5)ds,s € [0,1]) sous P a

la méme loi que (B; — fot h(s, Bs)ds, s € [0,1]) sous Q. C est donc un mouvement brownien

par (ii).



(iv) Il s’agit de montrer que pour tout F' mesurable bornée, E[UF (&,t € [0,1])] =
E[h(Lfl)F(&at S [07 1])]

Exactement comme au (iii),
E{uF (B, + tu, t € [0, 1])} = E{ue*® "2 F(B,, t € [0, 1])}
puis, par indépendance entre U et B,
E{UF(B, + tU, t € [0, 1])} = B{UVPr=V* 2 F(B,, t € [0, 1))} = E{g(1, B,) F(B,, t € [0, 1])}.

Donc
E{UF (&, t € [0, 1])} = Eo{h(1, B1)F(By, t € [0, 1])}.

Mais nous avons vu au (iii) que la loi de & sous P égale la loi de B sous Q, d’ou

E{UF(&, t € [0, 1))} = E{n(1, &) F (&, t € [0, 1])}.



M2 Probabilités et Modeles Aléatoires, Calcul stochastique.
Feuille 7.
Solutions.

Exercice 1. Soient o(z) = v/1+2? et b(z) = 5 qui sont continues et lipschitziennes ;
il y a donc unicité trajectorielle. Or, le processus qui est identiquement nul est de toute

évidence une solution. On déduit que X; = 0, t > 0, est I'unique solution. 0
Exercice 2. (i) Posons Y; := s(X;). Par la formule d’Ito,
dY; = §(X)dX; + %S”(Xt) d(X),
= LX) (X) B+ (XX + 5 8 (X)o? (X)) it

Comme s'b + $s"0? = 0, on a dY; = §'(X;)o(X;)dB;. Donc Y est une martingale locale
continue, et (Y); = [1(s'(X,)o(X,))? du.

(ii) Par le théoreme de Dambis-Dubins-Schwarz, il existe un mouvement brownien /3
issu de s(z) tel que s(X;) = Byy,. Siw € {T,, = oo}, on a Xy € [a,b] pour tout ¢ > 0,
done (V) = [y~ (s'(Xu)o(Xy))? du = oo, ce qui contredit identité s(X;) = Biyy, (car le
terme a gauche est borné, mais pas le terme a droite). Par conséquent, T}, , < co p.s.

Si l'on note H, :=inf{t > 0: B; = y}, alors

s(b) — s(x)

s(b) — s(a)’

De méme, P*(Xy, , = b) = $0=sa) 0

= S(b)—s(a)"

P*(Xr,, = a) = P*")(Hy,) < Hyp) =

Exercice 3. Soient o(z) = v/1+ 22 et b(z) = /2 qui sont continues et lipschitziennes;
il y a donc unicité trajectorielle. On cherche s telle que s”0% + 2s'b = 0, c’est & dire
Z/,/((;‘)) = —1.=- Une solution est Ins'(u) = —2In(1 + u?), ou encore §'(u) = ﬁ, ou
encore s(u) = In(v/1+u2 + u). Donc s(u) := In(v/1+u2 + u) (qui est l'inverse de la
fonction sh(u)) est une fonction d’échelle de X.

Par la formule d’Ito, dln(y/1+ X2 + X;) = dB,, donc In(y/1+ X2 + X;) = B, +
In(v/1+ 22 + 2). On obtient alors 'unique solution (forte) X; = sh(B; + y), ou y =

In(v1+ 2% 4 x). O




Exercice 4. (i) Par la formule d’Ito,
d(f(Xt> )
= e M dX] — Af(Xy)e M dt e Md(X', X7
Z 8%1 J(Xe 3 Z Z 83:18% < )i

=1 j=

= d(martmgale locale) 4+ (L f — Mf)(X,)e M dt.

Donc f(X;)e * est une martingale locale continue si £ f = \f.

(ii) Par la formule d'Ito, dX; = 22?:1 BidBi + 3dt = 2y/X;dB; + 3dt, on 3 :=
23—1 g 1?;2 dB! est un mouvement brownien d’apres le critere de Lévy (la définition de
B ne pose pas de probleme car p.s. X ne s’annule jamais). Donc X est solution de 'EDS
E(o, b) avec o(t, z) := +/|z| et b(t, z) := 3 pour (t, x) € R, x R,

(iii) Tres pénible.

(iv) Posons M; := f(X;)e ™, t > 0. D’apres les questions précédentes, M est une

()est

martingale locale continue, ainsi que M7*=. Or M*= étant bornée (la fonction u
évidemment bornée inférieurement sur R ), elle est une (vraie) martingale uniformément

intégrable. Il résulte alors du théoréme d’arrét que f(|a|?) = E[f(x)e *T=]. Dot E(e *%) =

f(al?)
f(=) -

Exercice 5. (i) Par définition, d&'(Z); = &(Z); dZ;. Comme & (Z) est a valeurs dans RY,

on applique la formule d’It6 pour voir que

d( 1 > _ _dg(Z)t n d&(2):  dZ d(Z):
E(2) &2y 62) E(Z)e  E(2)

Par intégration par parties,

1 dXx, 1
5(2)) ez, " ax. M%
X,dZ, X,d(Z), dH, X,dZ, d(H, Z), X,d(Z)
@), e, E@)n e@ T ez, &)
dH, — d(H, Z),

82y,

ay, — Xtd<

D’ou :

- o= sl [z - [ e, )

(ii) Comme les coefficients sont lipschitziens, on sait qu'’il y a unicité trajectorielle. Par
(i) (avec Hy := x+ By, et Z; :== —[3t), on voit que quel que soit 'espace filtré (2, .7, (%), P)



(vérifiant les conditions habituelles) et quel que soit le (%#;)-mouvement brownien B,
I'unique solution (qui est une solution forte) de I'EDS est X; = e 7! (z + fo e’* dB,). OJ

Ekl]
Y

Exercice 6. (i) Il suffit de remarquer que, pour ¢ € [, =T

t t
k
/ o(X7) dB, + / b(X7y) ds = 0(X}y) (Bu = Bum) + b(Xj,)(t = =) = Xi' = Xy,

(ii) Pour t € [£, %£1] on a

| X{" = X0 | X{ = X5l
< o (Xin) (Be = Biyn )| + [6(Xg),) (8 = k/n))|

< M|B; — Bin| + M(t — k/n).

Dot B{[XP — X7} [} < 207t — b/n) + 2M%(t — k/n)? < E.
(iii) On a, pour t € [0, 1],

BUX - X0} < 28{1 [ (000 - o(xg) 48,2} + 281 [ 00X - bz ds )
< 2E{ /Ot(a(Xs) — o(X1))? ds} + 2E{ /Ot(b(Xs) - b(XfSn))2ds}

t
< 4K2/ E{(X, — X%)*} ds.
0

/tE{(Xs—stn)Q}ds < 2/tIE{(XS—X;‘)Q}ds+2/tE{(X§—stn)Q}ds
8M2

< /tE{<X ~ X"} ds +

ce qui implique que, pour 0 <t < 1, h(t) < Cy [} h(s)ds + <2, ot h(t) := E{(X, — X}")?}.
Vu les hypotheses on vérifie facilement que h est bornee sur [O, 1], d’ou (lemme de Gronwall)
h(t) < %GXP(Clt) et sup;<; h(t) < %

(iv) Ona [f(y) = f(2)] < [|F'llocly = 2] Done [E{f(X}) = F(X0)} < [/l B{[X: =
X1} < I NABLX = XPP2 M2 < 1 f 1o G2 0

Exercice 7. (i) Fixons ¢t > 0. Si N suit la loi gaussienne .4°(0, 1), alors ¢, := E(|N‘2a) <

oo : il suffit d’éerive E(iyps) = Ji" Plzpe > @) dw et d'utiliser la condition 2a < 1.
Donc pour tout s € |0, t], E(m) < E(lB |2a) +1 = % + 1 (par scaling). Comme
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fo 1)ds < oo, il résulte du théoréme de Fubini que E(Y;) < co. A fortiori, ¥; < oo
p.s.

La monotonie de ¢ — Y; implique que p.s. pour tout ¢, Y; < oo.

(ii) Soit o(z) := |z|* A 1. On se donne un espace filtré (2, .7, (%), P) (vérifiant les
conditions habituelles) et un (,/t) mouvement brownien (f;) issu de 0. On pose M, :=
ft 1“3”&0} dBs. Ainsi, (M), = ft {B”m} ds. Soit 7(t) := inf{s : (M), > t} ; alors B; :=

0' O'

M4 est un (Z. (t)) -mouvement brownlen (par Dubins-Schwarz). Si X; := (), alors
(Q, Z#, (Z-w), P, B, X) est une solution pour notre EDS, avec X, = 0. Pour plus de
détails, voir un exemple traité dans le cours, en rappelant que fo 1,—0y dB3s = 0.

D’autre part, 0 est évidemment une solution. Il n’y a donc pas d’unicité faible pour
cette EDS.

(iii) Si o > 1, la fonction z — |z|* A 1 est lipschitzienne sur R ; il y a alors unicité

trajectorielle pour 'EDS. O

Exercice 8. (i) Considérons 'EDS Ej(o, b), ou o(t, z) := m et b(t, x) = —7.
Il est clair que o et b sont des fonctions continues sur R, x R, et lipschitziennes en la
variable z. Donc, quels que soient U'espace filtré (vérifiant les conditions habituelles) et le
mouvement brownien B, il existe une et une seule solution issue de 1, qui est une solution
forte.

(ii) Comme X est une (en fait, la) solution forte, le processus est adapté par rapport a
la filtration canonique de B.

(iii) Soit N, == [) m
est une (vraie) martingale continue, car E[(N),] < fo )72ds < 2. On a X; <
1+Ny+2 f(f X7 ds. En utilisant Doob et Cauchy-Schwarz on montre que E[X/] < 3+24t+
3t [ E[X{]ds, et on conclut avec le lemme de Gronwall que E[X;] < (2 + 24¢) exp(3t?).

(Ce n’est pas parfaitement rigoureux : introduire 7, = inf{t > 0 : |X;| > n}, montrer

dBg, et soit N := SUPse[o t] |Ng|. Remarquons que N

comme si dessus que E[X}, ] < 34 24t + 3t fot E[X},. ]ds, en déduire par Gronwall que
E[X/. | < (24 24t) exp(3t?), puis faire tendre n — 00)

(iv) Il est clair que Y est adapté, intégrable (d’apres (iii)). D’autre part, par la formule
d’Tto,

1
v, = — (e /(1 4+ X2) dt 4 2X,eY Y dX, 4 /0D 4(X),
1/(14t¢) 2
_ 2K dB, + el/<1+t>< ! X Xf) dt.
(1+6)(1+ | X)) (T4+8)2(1+1X])2 (1+1¢)
Décomposition canonique Y; = Yo+ M; +V; : M; := (f % dB; qui est une (vraie)



martingale car E((M),) < oo pour tout ¢, et V; := [} el/(l“)((IJFS)Q(LL‘XSD2 — (111)5)522 —X2?)ds.

Solent 5 < t. Ona V; = Vi = [/ (qomdres — s — XD du < 0 (car

(HU)Q(L'XUDQ < (111)53%2 siu > 0). Donc E(V; | .%;) < V; p.s. (remarquons que V; = Y; — Yy —

M; est intégrable). En conclusion, Y est une surmartingale.

(v) Le processus Y étant une surmartingale positive, on déduit que lim; .., Y; existe
p.s. (et la limite est p.s. finie), ce qui équivaut a dire que lim;_,, | X;| existe p.s. (et la limite
est p.s. finie).

(vi) On a vu que V; < — fot e/ X2ds < — f(f X2ds ; dou E(V;) + E(fot X2ds) <0.

Comme M est une (vraie) martingale, on a 0 < E(Y;) = 2e +E(V;) < 2e — E(fot X2ds).

onc s) < 2e, Vt. Par convergence monotone, s) < 2e < co. A fortiori,
Donc E( f, X2ds) < 2e, Vt. P g tone, E([;° X2ds) < 2 A fortiori
J,o X2ds < oo ps.
vii) Comme {liminf; . |X;| > C s = oo}, il résulte de la question
ii) C lim inf X 0 oo X2d il résulte de la questi
précédente que liminf, ,, |X;| = 0 p.s. D’autre part, d’apres (v), lim, ., | X;| existe p.s.,

ce qui implique que lim;_,, | X;| = 0 p.s. Par conséquent, X; — 0 p.s. quand t — oco. [

Exercice 9. Comme b est lipschitzienne, il existe une constante K €0, co| telle que
1b(u) — b(v)| < K |u — v| pour tout (u, v) € R% Pour tout t € [0, 1], on a X;”° — y*(t) =
B+ [ [b(X7%)—b(y"(s))] ds, et donc sup, ¢ | X2 —y®(s)| < eB;+ K [ | X2 —y?(s)| ds,
ou By := supyeo,q |Bs|- Par le lemme de Gronwall, ceci implique que supgep 4 [X5 —
y*(s)| < eBje™', t € [0, 1]. En particulier, si 'on note V' := sup (o ) | X2 — y*(s)|, alors
V < eBjeX. Donc P(V > 6) < P(B: > %) = P(B; > &5) = P(B > ), avec
C = de~ . Par symétrie, ceci donne P(V > §) < 2P(supyc( 1) Bs > €)=2P(|B| > 9) =
AP(B; > €) < 4exp(—%) = dexp(—52e 2K /e2). O

Exercice 10. (i) Par définition,
1 t 1 /[t
Xine = G [ X=X Uon(0)dB,— 5 [ X(1= XL+ 3X2) 1, (5)ds,
V2 0 2 Jo

qui est a valeurs dans |0, 1[ car X5, < max{~, \/Li} < 1 par définition.

Considérons la fonction f :]0, 1[— R définie par f(x) := % pour x €0, 1[, qui est

de classe C? avec f'(z) = (172% et f(z) = 2((11f;’2x)23). On peut donc appliquer la formule

d’Ttd & (Xinr, t > 0) et a f ; puisque Uy = f(Xyar), cela donne :

U, - f%w /0 F(Xonr)Xo(1 = X2) 10.11(s) dB,
=5 | £ X1 = X0+ 3XE) 1 () s

5



1 t
+5 | £ X = X2 1 () s

t XSQ
= 1—}—2/0‘ 1— x? 1[077.](8)(133.

Il s’agit d’un processus d’Ito, dont la valeur initiale est 1, la partie intégrale stochastique
(par rapport au mouvement brownien) vaut 2 fot % 1j9,-(s) dBs, et la partie a variation
finie est nulle. 5

(ii) 11 suffit de prouver que fot % 1), () dB; est une martingale.

Considérons le processus adapté H; := % 1,-(t), t > 0. Comme H est borné (car
X < max{~, \%} < 1 pour tout t), on a E[ [ H2 ds] < oo, ¥t ; donc ([; HydB,, t > 0) est
une martingale (de carré-intégrable).

(iii) Il n’y a rien & prouver si vy < \/Li On suppose donc dans cette question que v > \%
Dans ce cas, X, = v sur {7 < oo}.

Rappelons que U; = f(Xiar). On fait ¢ = 00 : Uy 1rcoey = f(7) Lr<oo) ; Par le lemme
de Fatou, E[f(7) Lir<ooy] < liminf, o E[U; 1rco0y] < liminfy o E[Uy] qui vaut 1 d’apres

L 2

la question précédente. Donc P(7 < 00) < oy = 1;—;

(iv) On sait que P(1 =00) > 1 — 1;272, c’est-a-dire que P{X; <, Vt >0} > 1 — 1;—;’2
A fortiori, P{X; <1, Vt > 0} > 1 — 1;—;2 En faisant v — 1, on voit que P{X; < 1, Vt >
0} = 1.

2

(v) D’apres (i) Xine  — 142 fot % 1, 1(s)dBy = 142 ftM X2 dB,. On fait v 11,

Y 1-X2, 0 1-X2
alors 7 1 0o p.s. (par (iv)) ; on obtient donc

t
Vt:1+2/ V, dB,.
0

Il s’agit d'une EDS avec o(t, x) := 2x et b(t, x) := 0 pour (¢, x) € Ry x R.
(vi) On a vu dans le cours que 'unique solution pour 'EDS qui définit le processus V'

est V; = P70 ¢ > 0. Autrement dit, X, = (:3%:)"/* = (%)1/2 = (m)l/? O



